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ALLE  RECHTE  VORBEHALTEN. 


Drück  der  J.  B.  Met  Gierschen  Bncbdruckerei  in  Stnttgart 


Vorwort. 


Bei  der  Bearbeitung  und  Herausgabe  dieser  Sammlung  verfolgte  ich 
den  Zweck,  ein  Buch  zu  schaffen,  welches  gleichen  englischen  und  französi- 
schen Werken  an  die  Seite  gestellt  werden  könne,  damit  der  deut<^che 
Studierende  es  nicht  mehr  nötig  habe,  sich  mit  zeitraubenden  Übersetzungen 
abzumühen,  ehe  er  mit  den  Lehren  der  theoretischen  Mechanik  genügend 
vertraut  ist.  Ausserdem  soll  das  Buch  aber  auch  für  den  Lehrer,  dessen 
knapp  bemessene  Zeit  ihm  die  Ausarbeitung  von  Übungsbeispielen  kaum 
gestattet,  einen  nützlichen  Commentar  bei  seinen  Vorlesungen  abgeben, 
weshalb  der  Inhalt  desselben  nicht  auf  das  AUernotwendigste  beschränkt 
werden  durfte. 

Kurz  gesagt:  „dem  Studierenden  zur  Übung,  dem  Lehrenden  zur 
Erleichterung  seines  Berufes^  war  die  Devise  bei  der  ganzen,  Arbeit. 

In  wie  weit  das  vorgesteckte  Ziel  erreicht  worden  ist,  wird  der  Ge- 
brauch in  diesen  beiden  Bichtungen  zeigen. 

Herr  William  Wal  ton  M.  A.  &c.  an  der  Universität  Cambridge, 
welcher  mir  die  freie  Benutzung  seines  gleichnamigen  Werkes:  ,Collection 
of  Problems  of  the  Theoretical  Mechanics*  (an  das  sich  auch  das  Buch  von 
Jullien:  „Problömes  deMecanique  rationelle*  anlehnt)  mit  ausserordentlicher 
Generosität  gestattete,  hat  mir  dadurch  die  Arbeit  wesentlich  erleichtert. 
Auch  das  sehr  wertvolle  und  eine  Menge  von  Problemen  enthaltende  Werk 
von  Eouth:  „Elementary  Treatise  on  the  Dynamics  of  a  System  of  Kigid 
Bodies,  3.  Edit.,  London  1877*  hat  vorzugsweise  Beachtung  gefunden. 

Die  Einteilung  des  StofiTes  schliesst  sich  im  allgemeinen  an  diejenige 
von  Herrn  Geh.  Hofrat  Professor  Dr.  Schell  in  seinem  ausgezeichneten 
Werke:  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte*  an.  Beinahe  jedes  Kapitel 
enthält  in  der  Einleitung  oder  an  sonst  geeigneter  Stelle  kurze  geschicht- 
liche Bemerkungen,  zusammengestellt  von  W.  Walton,  in  welchen  die 
Verdienste  der  Koryphäen  in  der  reinen  Mechanik  gewürdigt  werden. 
Soweit  die  Probleme  nicht  Originalarbeiten  des  Verfassers  sind,  wurden  sie, 
wenn  dieses  irgend  möglich  war,  mit  voller  Quellenangabe  (Autorname  und 
Ort  des  ersten  Erscheinens)  versehen. 
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Herrn  William  Walton  M.  A.  und  Herrn  Geh.  Hofrat  Schell,  welch' 
letzterer  mir  vielfach  beratend  während  der  langen  Zeit  der  Bearbeitung 
zur  Seite  stand,  spreche  ich  meinen  tief  gefühlten  Dank  aus. 

Die  Verlagshandlung  hat  es  sich  sehr  angelegen  sein  lassen,  das  Buch 
zu  möglichst  billigem  Preise  herzustellen,  um  den  Studierenden  dessen  An- 
schaffung zu  erleichtem,  dabei  dasselbe  reich  aiisstattend,  wofür  ich  mich 
dei-selben  zu  Dank  verpflichtet  fühle. 

Indem  ich  das  Buch  der  Öffentlichkeit  übergebe  und  wohlwollender 
Beurteilung  empfehle,  hoffe  ich,  dass  sein  Inhalt  als  nutzbringend  sich 
erweisen  möge. 

Heidelberg  im  November  1884. 

F.  Kraft. 
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Erster  Teil. 


Geometrie  der  Bewegung« 


Bewegung  eines  unveränderlichen  Systemes  parallel  einer  Ebene. 

Die  Bewegung  eines  räumlichen,  unver&nderlichen  Systemes  parallel  einer  Ebene 
ist  stets  äquivalent  einer  Rotation  um  eine  bestimmte,  zu  jener  Ebene  senkrechte  Axe; 
sie  besteht  in  einer  continuierlicben  Folge  von  Rotationen  um  die  Erzeugungslinien 
eines  zu  dieser  Ebene  senkrechten  Cjlinders  (C)  als  Axen;  sie  besteht  in  dem  Rollen 
einer  bestimmten  Cjlinderfläche  (F)  des  beweglichen  Systemes  auf  einer  festen  Cylinder- 
fläche  (C)  des  Raumes,  ohne  Gleiten.  Die  erzeugende  Linie  des  CyUnders ,  um  welche 
das  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  ausfahrt,  wird  „augenblickliche  Rotations- 
axe''  oder  „Momentanaxe'*  genannt. 

Bewegt  sich  ein  ebenes  System  parallel  seiner  Ebene  oder  in  seiner  Ebene,  so 
besteht  seine  Ortsveränderung  in  dem  Rollen  einer  bestimmten  Curve  ( F)  des  Systemes 
auf  einer  bestimmten  festen  Curve  (C)  der  Ebene,  ohne  Gleiten;  die  augenblickliche, 
unendlich  kleine  Rotation  des  Systemes  erfolgt  um  einen  bestimmten  Punkt  der  Curve  (C), 
um  das  „momentane  Rotationscentrum*  oder  „Momentancentrum''.  Die  Bewegung  der 
einzelnen  Punkte  des  Systemes  ist  durch  die  bekannte  Bewegung  zweier  seiner  Punkte 
vollständig  bestimmt,  so  dass  in  diesem  Falle  für  jede  Lage  (Phase)  des  Systemes  die 
Momentanaxe  C,  die  ihr  entsprechende  Erzeugende  r  der  beweglichen  Cylinderfläche, 
mithin  auch  die  Cylinderflächen  (C)  und  (D  gefunden  werden  können. 

Um  die  Gleichungen  för  die  Curven  (C)  und  (F)  eines  ebenen ,  unveränderlichen, 
beweglichen  Systemes,  welches  in  seiner  Ebene  fortschreitet,  zu  finden,  nehmen  wir  all- 
gemein an,  dass  zwei  seiner  Punkte,  A  und  B,  stets  auf  gewissen,  gegebenen,  festen 

Curven  in  der  Ebene  des  Systemes  bleiben,  wobei 
natürlich  der  Abstand  dieser  beiden  Systempunkte 
während  der  ganzen  Bewegung  sich  nicht  ändert. 
Es  seien  a  und  ^;  die  festen  Curven,  auf  denen  die 
Systempunkte  A  und  B  (Fig.  1)  sich  zu  bewegen 
haben;  femer  sei  AB  die  diese  Punkte  verbin- 
dende Gerade  bei  einer  beliebigen  Lage  des  Systemes. 
Konstruieren  wir  für  die  Punkte  A  und  B  die 
Normalen  der  Curven  a  und  /y,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  Momentanceutram  C.  Wird 
^«^  1-  für  alle  Lagen  Ai  Bi,  AzB*^, von  ^  B  so 
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verfahren,  dann  ergeben  sich  die  enteprechenden  Momentancentra  Cx,  C2,...,  deren 
Gesamtheit  die  Curve  (C)  der  Momentancentra  (die  Curve  des  Geschwindigkeitspoles) 
liefert.  Verzeichnen  wir  femer  über  AB  als  Basis  alle  Dreiecke  ABC,  AiBiCi, 
^  ^2  C2; . . . )  so  befinden  sich  die  der  gemeinschaftlichen  Seite  AB  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  C  oder  r  auf  der  Curve  (r)  des  Systemes,  welche  auf  der  festen  Curve 
(C)  rollt. 

Die  Bewegung  des  Systems  beziehen  wir  auf  ein  rechtwinkeliges,  in  seiner  Ebene 
beliebig  gelegenes  Coordinatensystem  mit  den  Aien  0  X,  0  Y.  Die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  A  der  Curve  a  seien  Xi,  3/1 ,  diejenigen  des  entsprechenden  Punktes  B 
der  Curve  ß,  x^,  y^,  dann  stehen  Xi  und  y^,  sowie  x^,  und  y^  durch  die  gegebenen 
Gleichungen  der  Curven  a  und  ß  miteinander  in  Verbindung,  können  also  als  Functionen 
dritter  Variablen  ti  und  ^  gedacht  werden.  Bezeichnen  X  und  Fdie  laufenden  Coor- 
dinaten der  Curvennormalen  für  die  Punkte  A  imd  B,  dann  sind  deren  Gleichungen, 
in  welchen  die  Accente  die  Differentiationen  nach  ti  und  i^  bedeuten, 

(2/1  — ^  y\  -+-  (aji  -  X)  x\  =  ö,  (y^—'Y)  y\  +  (x<i  -X)  x'^  =  0, 

und  wenn  a  =  AB  den  unveränderlichen  Abstand  der  System  punkte  A  und  B  darstellt, 
erscheint  noch  die  Gleichung 

(x^  —  0^)2  -f-  r^i  —  2/2)^  =  «-• 
Die  Elimination  der  Variablen  ^1  und  ^2  ^^s  diesen  drei  Gleichungen  giebt  die  Gleichung 
der  Curve  (C)  in  X  und  T. 

Die  Richtungscosinus  der  Normalen  in  den  Punkten  A  und  B  und  der  System- 
geraden A  B  sind 

y\ x\  y'2_  ^'2  ^2  — a^i,  y^  —  yy 

Vic'i^-f-y'i^        yx\  2  H-  y'i  2  '  Va;'22-h y'2  2        Vrc'g  2-+-y'2  «'  «  « 

Bezeichnen  ^^  und  ^2  die  Neigungswinkel  der  Normalen  gegen  AB,  dann  ist 

rn<.  X    —  ^^2  -  ^1)  y\  —  (2/2  —  yO  ^\ .         ^^„  c  (rcg-rcQyg  -  (^2  —  .Vi)a;'2 

cos    Ol    = ;  cos    Oo     = r=rr: . 

aVa;'2^_2,'2  a  Vaj'g  2 -h  y'2  2 

Wählen  wir  die  Gerade  ^  B  als  Abscissenaxe,  die  durch  ihren  Mittelpunkt  zu  ihr  ge- 
zogene Senkrechte  als  Ordinatenaxe  eines  dem  beweglichen  Systeme  angehörigen  Coor- 
dinatensystemes  mit  den  Coordinaten  X,  Y,  so  gelangen  wir  zu  den  Beziehungen 

(X  -+-  -^a)  cos  hl  -4-  Ysin  5i  =  0;  (X  —  ^  a)  cos  Ö2  +  Ysin  Ö2  =  0. 

Eliminieren  wir  hieraus  S^,  Ö2»  *i»  *2  mittelst  der  vorhergehenden  Relationen  und  be- 
nutzen wir  noch  die  Gleichung  des  Abstandes  der  Systempunkte  A  und  B,  alsdann 
ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  (F)  in  X  und  Y, 

Sind  a,  j?  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  bezüglich  des 
dem  beweglichen  Systeme  angehOrigen  Coordinatensystemes,  dessen  Ursprung  die  Mitte 
von  A  B  und  dessen  Abscissenaxe  die  Gerade  A  B  selbst  ist ,  X,  Y  die  Coordinaten 
des  Punktes  I>,  bezogen  auf  die  festen  Coordinatenaxen  in  der  Ebene  der  Bewegung, 
so  haben  wir  zur  Ermittelung  der  Bahn  dieses  Systempunktes  das  Gleichungensystem 

X  =  ^(a?!  -h  .r2)  -f-  a  cos  (a  X) + ,^  cos  iß  X),  r  =  ^{yi  -{-  2/2)  ^"  «  ^^^  («  ^)  "^  ß  ^^  0*  ^'i» 
cos(iiX)  =  ?2— fi^  cosia  Y)  =  ^2-1:^^,  CO8 (^X)  =  -  sm(aX),  cos(ßY)  =  -{-siniaY), 

(Xi  —X^)2^  [y^  -  3/2)2  =  02. 

Aus  diesen  Relationen  folgt  die  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  D  durch  Elimination 
der  Grössen  t^  und  t^. 

Um  das  Jahr  150  v.  Chr.  entdeckte  Nicomedes  die  Conchoide.  Der  Erste,  welcher 
das  Momentancentrum  bemerkte,  war  Cartesius;  es  geschah  dieses  bei  Erzeugung  der 
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Cycloide:  „Lettres  de  Descartes,  Tom.  IL  p.  89.''  (Ausgabe  von  1724.)  Johann  Ber- 
nonlli  entdeckte  das  Momentancentram  für  die  allgemeine  Bewegung  eines  ebenen, 
unveränderlichen  Systemes  in  seiner  Ebene:  De  Centro  Spontaneo  Rotatioms;  Opera, 
Tom.  lY.  p.265,  1742.  Die  Bewegung  räumlicher  Systeme  erforschten  zuerst  D'Alembert: 
Trait^  de  la  Precession  des  £quiuoxes,  1749,  und  £uler:  M^m.  de  TAcad.  de  Berlin 
pour  1750,  1758;  Theoria  Motns  Corporum  Solidorum  Seu  Rigidorum,  1765;  Formulae 
Generales  pro  Translatione  quaqunque  Corporum  Rigidorum  (Novi  Commentarii  Acad. 
Petropolit.  p.  1795,  T.  XX).  Weitere  Namen  von  Männern,  welche  sich  um  diesen 
Teil  der  Mechanik  verdient  gemacht  haben,  sind :  Chasles,  Jonquidres,  Mobius,  Rodingues, 
Lamarle,  Stegmann,  Chelini,  Resal  etc. 

Der  Leser,  welcher  sich  eingehend  fiber  diesen  Gegenstand  zu  informieren  wünscht, 
wird  verwiesen  auf  das  ausgezeichnete  Werk  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte' 
von  SchelL 


1.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass  stets 
zwei  seiner  Punkte  J.undjBauf  zwei  festen  Geraden  OXj  0  F,  die  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  fortrücken.  Die  Bewegung  des  Sy- 
stemes soll  untersucht  werden. 

Es  seien  A^  B 
(Pig.2)  die  zwei  Punkte, 
welche  sich  auf  den 
festönGeraden  OX,Or 
resp.  zu  bewegen  haben, 
in  einer  beliebigen  ihrer 
Lagen.  Den  Ort  des 
dieser  Phase  entsprech- 
enden Momentan- 
centrums  C  erhalten  wir 
durch  den  Schnitt  der 
in  A  und  B  auf  die 
Bahnen  OX,  OF  dieser 
Punkte  gefällten  Senk- 
rechten AC,  BC^  wodurch  das  Rechteck  OACB  entsteht,  dessen  Diago- 
nale OC  gleich  dem  constanten  Abstände  a  der  Punkte  A  unä  B  ist. 
Weil  daher  das  Momentancentrum  C  für  jede  Lage  von  AB  um  die 
Strecke  a  vom  Punkte  0  entfernt  ist,  so  ist  die  Curve  der  Momentan- 
centra  (0)  ein  um  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  J.  .5=  a  be- 
schriebener Kreis.  Um  die  Gleichung  der  Curve  (C)  abzuleiten,  nehmen 
wir  die  festen  Geraden  OX,  OF  zu  Coordinatenaxen ,  so  dass  die  Coor- 
dinaten  des  Geschwindigkeitspoles  C  sindX=OJ.,  Y=AC.  Bezeichnen 
i^ifVi)  iiiid  (^2>y2)  <ii6  Coordinaten  der  Punkte  A  und  JB,  dann  folgt  die 
Gleichung  der  Curve  (C)  aus  dem  Oleichungensystem : 


Figur  2. 
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{JC'-Xi)dxi  'r-{Y—yi)dyi  =  o,    (X—X2)dx2  -f-  (F— yg)  dyz  =  o, 

{xi  ~  ^2)2  +  (yi  -  ^2)^  =  ö  ^ 

yi  =0,  ^2  =  ö, 

wovon  die  beiden  letzten  Relationen-  die  Gleichungen  der  Bahnen  der  Punkte 
A  und  £  sind.  Damit  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Gurve  der  Momentan- 
centra  .r«  -h  Y«  =  a«. 

Die  Curve  (r)  erhalten  wir  construierend  dadurch ,  dass  wir  über  AB  ah 
Basis  im  beweglichen  System  alle  Dreiecke  wie  ABC  verzeichnen,  es  be- 
finden sich  alsdann  die  AB  gegenüberliegenden  Eckpunkte  derselben  auf 
der  verlangten  Curve.  Nun  sind  aber  alle  diese  Dreiecke  bei  C  resp.  r 
rechtwinkelig,  mithin  ist  die  Curve  (r)  ein  über  AB  als  Durchmesser 
beschriebener  Kreis,  welcher  stets  durch  den  festen  Punkt  0  geht.  Nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  Oi  der  Strecke  AB  als  Ursprung  des  beweglichen 
Coordinatensystemes  mit  OiA  als  positivem  Teile  der  Abscissenaxe  AB^ 
die  zu  ihr  senkrechte  Ordinatenaxe  Oi  Y  positiv  nach  oben  hin,  bezeichnen 
die  Coordinaten  des  Punktes  r  für  dieses  System  mit  X,  r,  den  Winkel 
BAO  mit  1/;,  dann  erhalten  wir  die  Relationen 

aus  denen  folgt  ^^      ,^„      a^ 

welches  die  Gleichung  der  Curve  (F)  ist. 

Die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  kann  mithin  auch  da- 
durch erzeugt  werden,  dass  wir  einen  mit  dem  Systeme  fest  verbundenen, 
durch  0  gehenden  Kreis  (F)  auf  der  Innenseite  eines  in  der  Ebene  der 
Bewegung  festen  Kreises  ((7),  von  doppelt  so  grossem  Halbmesser  und  mit 
dem  Mittelpunkt  in  0,  rollen  lassen. 

Weiter  haben  wir  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  zu 
erforschen.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes  seien  (Fig.  2,  S.  3)  bezüglich 
der  beweglichen  Axen  Oi  B'  =  a,  ly  B  =  jS,  hinsichtlich  der  festen  Aien 
OD"  =  X,  D"B=Y.    Aus  der  Figur  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass 

X  =  -^cosip  -h  cc  cos ip  -h  ß sin ip  =  T-  -f-  «  j  cosxp  -h  ßsinxp,       (1) 

Y=-  ~sin\()  —  asin\p-h  ß  costp  =  f-^  —  ajsinip  -h  ßcos\p.  (2) 
Durch  diese  Gleichungen  ergiebt  sich 

X—  f^  -i-  a\cosip  ^ ""  V2  ""    y  ^^ ^ 

sinxp= ~— (3),       cosxp  = - (4) 

p  P 

Setzen  wir  (^  —a^  —  ß^j  =  J,  dann  folgt  aus  (1)  und  (4),  sowie  aus 
(2)  und  (3) 
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Jsinyj  =  (^  +  a^Y ^ ß X;  (5)     J cosxp  =  Q- a)  X- ß  Y.      (6) 

Indem  wir  nun  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  quadrieren  und  die  resultie- 
renden Gleichungen  addieren,  gelangen  wir  zu 

oder  wenn  wir  T |  —  aj   -h  ß^=^  di  ^,  (f  -•"  «  j    -\-  ß^z^S^^  setzen ,  wo 


ojffenbar  di^  =  ÄD,  S^^  =  B D  ist,  zu 

J^=^di^X^-2aßXY  -hd^^Y^ 
Damit  ist  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  gefunden. 
Diese  Bahn  ist  eine  Ourve  zweiten  Grades,  sie  hat  einen  Mittelpunkt,  dessen 
Coordinaten  Xo,  Yq  aus  den  Gleichungen  folgen  ^i  -  Xo  —  aßYQ  =  0^aß  Jlq 
—  S\  Yq  =  0,  es  sind  dieselben  mithin  Xo  =  0,  Fo  =  0.  Das  Quadrat  des 
CoeflScienten  des  Mittelgliedes  rechts,  vermindert  um  das  vierfache  Produkt 
der  Coefficienten  der  äusseren  Glieder  derselben  Seite  der  Gleichung  giebt 

welcher  Ausdruck  demnach  nur  negativ  sein  kann,  indem  das  Quadrat  der 
Elammergrösse  stets  positiv  ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bahn  eines 
beliebigen  Systempunktes  eine  Ellipse  ist,  mit  dem  Mittelpunkte  im  Durch- 
schnittspunkte der  festen  Geraden  0  X,  OY.  Wie  die  Hauptaxen  dieser 
Curve  zu  bestimmen  sind,  lehrt  die  analytische  Geometrie. 

Für  einen  Systempunkt,   welcher  auf  dem  Strahle  AB  liegt,   ist 
^  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

(Ji 2X2  4-  82^  Y^  =  J^  oder  7^^-^ 2  +  .^^'2=  1- 

Jeder  Punkt  des  Strahles  AB  beschreibt  mithin  eine  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkte  in  0,  den  festen  Coordinatenaxen  als  Hauptaxenrichtungen 

und  den  Halbaxen  (  9  "*"  " )'  (9  ~"  " J*  ^^^  «  =  /9  =  0  bekommen  wir 
die   Bahn   des  Mittelpunktes   Oi    der  Strecke  AB^  ihre   Gleichung  ist 

X^  -f-  Y^  =  -r,  was  zeigt,  dass  dieser  Punkt  einen  Kreis  um  0  als  Mittel- 

4 

punkt,  von  einem  Sadius  gleich  demjenigen  der  Curve  (!)  beschreibt.    In 


\^_f^2^^2^\  -  ^- 


a 


2 


dem  besonderen  Falle,  wo  \-T  —  (a-  -+■  ßH  =  ^/  =  0 ,  also  «^  +  ^2  ~ 

1 4  )  4 
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ist,  liegt  der  Systempunkt  B  auf  dem  über  A  B  als  Durchmesser  beschrie- 
beneu Kreise  (r).     Die  Bahngleicbung  eines  solchen  Systempunktes  ist 

(Ji  2  X 2  -  2  a  iS  X  r  -f-  <J2  ^  i^^  =  0, 
sie  ist  diejenige  zweier  gerader  Linien,  denn  sie  spaltet  sich  in  die  beiden 
Gleichungen 


a 
Y= — ~  JT, 


und  Y= 


ß 


a 


A', 


und  stehen  mithin  diese  Linien  senkrecht  aufeinander.     Deshalb  kann  diese 
Bewegung  in  der  Technik  zu  Geradführungen  benutzt  werden. 

Die  Normale  der  Bahn  des  Systempunktes  D  erhalten  wir  dadurch, 
dass  wir  ihn  und  das  entsprechende  Momentancentrum  C  mittelst  einer 
geraden  Linie  verbinden,  die  durch  D  zu  ihr  gezogene  Senkrechte  giebt 
die  Tangente  der  Bahn  (7>)  für  diesen  Punkt.  Die  Figur  2  zeigt  die 
elliptische  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  7>,  die  Bahn  {D^)  eines 
beliebigen  Punktes  Z>2  ^er  Systemgeraden  AB^  welcher  Hauptaxen  mit 
den  festen  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  so  wie  die  Kreisbahn  (Oi) 
des  Mittelpunktes  der  Strecke  A  B.  Die  Gerade  D^  O  D\  giebt  die  Bahn 
des  auf  dem  Kreise  {F)  gelegenen  Systempunktes  Z>3,  die  zu  ihr  senk- 
rechte Linie  D^  0D\  diejenige  des  Systempunktes  D^. 

2.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass  stets 
zwei  seiner  Punkte  A^  B  auf  zwei  festen,  unter  einem  beliebigen  spitzen 
Winkel  y  sich  schneidenden  Geraden  fortschreiten.  Die  Bewegung  des 
Systemes  ist  zu  erforschen. 

Es  seien  OX,  OZ 
(Fig.  3)  die  Führungs- 
geraden der  Punkte  A^  Bj 
mit  2i.X0Z  =  Y.  Wir 
wählen  den  Schnittpunkt 
O  dieser  Linien  als  Coor- 
dinatenursprung,  die  Ge- 
rade OA^'als  Abscissen-, 
die  zu  ihr  senkrechte 
Linie  O  Y  als  Ordinaten- 
axe  des  festen  Coordina- 
tensystemes.  Für  eine 
beliebige  Lage  der  Punkte 
^«^^  3.  4^  jß^  deren  unveränder- 

licher Abstand  a  sein   möge,   ist  das  Momentancentrum  C  der  Durch- 
schnittspunkt der  in  A  und  5  auf  O  A'  und  O  Z  errichteten  Senkrechten. 
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Das    dadurch    entstandene   Viereck   OACB  ist   ein   Kreisviereck,    weil 

2iOAC=^2iOBC  =  ^,     Die  Gleichungen  der  Bahnen  der  Punkte  A 

und  B  sind 

^i  =  0,  ij2,  =  a?2  t(f  y, 

die  Gleichungen  der  Normalen  A  C  und  B  C\  in  A  und  i?,  zu  O  A"  und 
OZ  lauten 

A'— .2'i  =0,  (A'— .r2)ö^^'2  -^iY  —  yz)<^I/2  =0, 

und  für  den  unveränderlichen  Abstand  der  Systempunkte  A  und  B  haben  wir 

(tri  —  ^2)^  +  2/2^  =  öt^. 
Aus  diesen  fünf  Gleichungen  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  Ortes  der 
Momentancentra 

A^  -h  Y^  =^  a^  cosec^  y. 
Die  Curve  {C)  ist  mithin  ein  Kreis  vom  Radius  aeosecy^  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Durchschnittspuukte  O  der  Führungsgeraden  zusammenfällt 
Um  die  Curve  (f)  zu  finden,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  Oi  der 
Strecke  ^  J?  als  Ursprung,  den  Strahl  AB  als  Abscissenaxe,  Oi  Yi  J^AB 
als  Ordinatenaxe  des  beweglichen  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes , 
bezeichnen  mit  A^  und  Y  die  Coordinaten  von  r  für  dieses  System,  und 
setzen  2^.  O  A  B  =  xpy  2^  A  B  C  =  ip\  Damit  erhalten  wir  die  Re- 
lationen 

Y=Q^  A^yotff  ip,      (I  +  a)  =  Ycotff  xp\        ifj'  =  {y-^ip)  —  ^, 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Winkel  ip  und  ip'  folgt 

A-^-t-  T^-^acotffy.  >"=  ^. 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Curve  {Fj ,  welche  sonach  ebenfalls  ein 

Kreis  ist.     Mit  A"  =0,  ist  y  =  —  ^  |  cot^  y  q;  cosec  y  \ ;   mit    Y  =  0 ,   ist 

A' =  ±^.    Dieser  Kreis  geht  daher  durch  die  Punkte  A  und  B,  wie 

dem  sein  muss,  und  —  weil  das  Viereck  OACB  ein  Sehnenviereck  — 
auch  durch  den  festen  Punkt  O.    Als  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 

Curve  (r)  ergeben  sich  Ao  =  0,   Fo  =  —  k  <^o^9  Y-     Verschieben  wir  das 

dt 

Coordinatensystem  parallel  mit  sich  selbst  so,  dass  dieser  Punkt  Anfangs- 
punkt wird,  dann  ergiebt  sich  mit  x  und  ?/  als  laufenden  Coordinaten  des 
neuen  Systemes  die  Gleichung  von  (r) 

^.2  _^  ^^2  —  _  cosec^  y. 

Der  Halbmesser  des  Kreises  {C)  ist  mithin  doppelt  so  gross  als  der- 
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jenige  des  Kreises  (r).  Die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  kann 
folglich  auch  dadurch  erzeugt  werden,  dass  wir  einen  mit  dem  Systeme 
fest  verbundenen,  durch  den  festen  Punkt  O  gehenden  Kreis  (JT)  auf  der 
Innenseite  eines  festen  Kreises  (C),  mit  dem  Mittelpunkte  in  O  und  von 
doppelt  so  grossem  Durchmesser,  rollen  lassen. 

Bestimmung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D.  Zu  dem 
Ende^  seien  er,  ß  die  Coordinaten  dieses  Punktes  bezüglich  der  beweglichen 
Axen  Ol  Xi ,  Oi  Yi ,  JT,  Y  diejenigen  für  die  festen  Aien  O  JT,  0  F. 
Weil  die  Coordinaten  (x\  y)  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  AB  f^r 
die  festen  Aien 

,  a  a  .  a 

HC  =  CC2  -^  o  COS  ip  =zy2  cotg  y  -^  ö  ^^*  ^=^0,  cotg  y  sin  V  +  o  ^^*  ^' 

und  y  =  2  ^^^  y^  sind,  so  sind  die  entsprechenden  Coordinaten  des 
Punktes  Z> 

X^  (2''^^)<^08ip-h{ß'haeotffy)smxp^     -^^(2 — ccjsintfj-hßcosip. 

Aus  diesen  Relationen  folgt  durch  Elimination  des  Winkels  tp,  was  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  dem  ersten  Probleme  zu  geschehen  hat,    mit 

~T^  —  (cc^-hß^-haß  cotg  y)  J  =  //  als  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  Z> 

J^  =  {  (I  -  «)  A^—(ß-^acofgy)  Fj  +  j  Q  4-  a)  Y—ßJT    , 

oder,  durch  Auflösung  der  Quadrate  rechts  und  Ordnung  der  Glieder  nach 
A^und  F, 


IG-") 


2 


ß^-{-{2ß  -h  a cotgy) a cotgylY^, 


f 

und  kürzer: 

z/2  r=  Si'^A'^  —  eXY-hSz^  F2, 

wobei  die  Bedeutung  der  Coefficienten  81^,  e,  62^  sofort  zu  erkennen  ist. 
Diese  Bahn  ist  demnach  eine  Curve  zweiten  Grades  und  zwar  eine  Ellipse 
mit  -dem  Mittelpunkte  im  Durchschnittspunkte  O  der  beiden  Führungs- 
geraden, denn  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind  zufolge  der  Glei- 
chungen 

2  Ji2  A'o  -  e  Fo  =  0,  und  -eXo  -i-^ä^^  Fo  =^  0,  A'o  :=  0,  und  Fo  =  0, 
ferner  ist  e^  _  4  j^  2 ^^^  =  -  4  j  ^  —  («2  -+-^2.^  a  ß  cotgy)}  . 
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Die  Bestimmang  der  Lage  der  Hauptaxen  nnd  deren  Längen  dieser  Ellipse  ist 
Sache  der  analjtiscben  Greometrie.  Die  Tangente  des  doppelten  Winkels  q>,  welchen 
die  eine  der  Hauptazenrichtnngen  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  ist  gegeben  durch 

.  jy 2  Ä  2 

to  2  9>  =  —  -"5 — —5.  Die  Kichtongsrerhältnisse  der  Hauptaxen  sind  tg  q>'  == -j 

22"-_2äo2 
ig  ^"  = s_^  wo  B^  und  Ä"  mittelst  der  Gleichung  zu  bestimmen  sind  R  = 

*i^  -»-  *8* ±  V(^2  — li?T2  -h72,  das  obere  Zeichen  far  JB',  das  untere  für  Ä"  geltend. 

Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse,  mit  den  Hauptaxenrichtungen  als  Coordinaten- 

aß  jA 

axen,  lautet  — ,    ^  -\- — .--  „i 

so  dass  die  Halbaxenl&niren  7/—-  und  7/ sind. 


dass  die  Halbaxenl&ngen  7/ — -  und  7/ 


R' 


Wir  haben  nun  einige  besondere  Lagen  des  Systempunktes  D  ins 
Auge  zu  fassen.  Befindet  sich  D  auf  der  Systemgeraden  AB,  so  ist 
3  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

Die  Gleichung  der  Bahn  des  Mittelpunktes  Oi  von  -4-B  ist,  weil 
für  denselben  a  =  ß  =  0, 

Damit  ist  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  des  Strahles  A  B,  ausgenommen 

die  Systempunkte  A  und  B,  eine  Ellipse  beschreibt.    Mit  -^  =  7 — 

(a2  +  ^2  ^  aßcotgy)  =  0,  befindet  sich  der  Punkt  JD  auf  dem  um  das 
Viereck  O  A  CB  beschriebenen  Kreise  (r) ;  weil  nämlich  in  diesem  Falle 

^2 
a^ -i-  ß^ -h  aßcotffy  =  -r-  sein  muss,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dann 

erfüllt  werden,  wenn  die  Werte  von   «  und  ß  der  Gleichung  genügen 

^2 
jf2  ^  Y^  -h  acotgy.  F=:  -^,  welche  diejenige  des  genannten  Kreises  ist. 

Unter  diesen  Umständen  wird  die  Bahngleichung 

sie  spaltet  sich  in  diejenigen  zweier  gerader  Linien,  welche  sind 

2  und  a 

ß  -h  a  cotg  y  ^ 
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Es  ^ebt  mithin  unendlich  viele  Systempnnkte,  welche  Ellipsen  und 
ebenso  viele  Systempunkte,  welche  gerade  Linien  beschreiben. 

Schliessen  die  Führungsgeraden  OX,  O  Z  einen  rechten  Winkel  mit 
einander  ein ,  dann  wird  cotg  y  =  0 ,  und  kommen  wir  auf  den  unter  der 
ersten  Numer  behandelten  Spezialfall  zurück,  für  welchen  sich  jetzt  die 
Gleichungen  der  Curven  (C),  (r),  (Z>)  auch  aus  den  vorstehenden  Resul- 
taten sofort  ableiten  lassen,  was  dem  Bedürfnisse  des  Lesers  anheim- 
gegeben wird. 

Mit  y  -^  71  ist  cotg  y  =  qo  ,  die  beiden  Führungsgeraden  fallen  als- 
dann in  eine  Linie  hinein;  sämtliche  Systempunkte  besitzen  eine  Trans-, 
lationsbewegung  parallel  zu  dieser  liinie,  die  Curven  {C)  und  (D  sind 
mit  dieser  Linie  zusammenfallende  Kreise,  denn  ihre  Radien  sind  unend- 
lich gross. 

Die  Figur  3  (S.  6)  zeigt  die  Curve  (C),  welche  ein  mit  dem  Radius 
O  C=  acosecy  um  den  Mittelpunkt  O  beschriebener  Kreis  ist,  für  eine  be- 
liebige Lage  der  Systemgeraden  AB  die  Curve  (r),  sie  ist  ein  mit  dem 

Halbmesser  ^cosecy  um  das  Sehnen  Viereck  OACB  verzeichneter  Kreis. 

Der  Systempunkt  D  beschreibt  die  Ellipse  DFHGJ,  ihre  Hauptaxen 
sind  FG  und  HJ.  Ein  beliebig  gewählter  Punkt  2>i  auf  dem  Strahle 
A  B  beschreibt  die  Ellipse  Di  Fi  Hi  Gi  Ji  mit  den  Hauptaien  Fi  Gi 
und  Hl  Ji .  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  A  B  ist  die 
Ellipse  O1F2H2G2J2  mit  den  Hauptaxen  F2G2  und  H2J2'  Ein  auf 
dem  Kreise  (r)  gelegener  Punkt  2>s  schwingt  auf  dem  Durchmesser 
Ds  O  JD's  der  Curve  (C) ,  ebenso  der  Punkt  2>4  auf  dem  Durchmesser 
i>4  0 1)\  von  (C). 

Ptolemaeus  kannte  bereits  die  Epi-  und  Hypocycloiden.  Cardano  (geb.  1501 
zu  Pavia,  gest.  1576,  Professor  der  Medizin  zu  Bologna)  nntersuchte  zuerst  diese 
Curven  sorgfilltiger,  er  fand  die  hypocycloidische  Bewegung  und  bewies,  dass  beim 
Hollen  eines  Kreises  in  einem  anderen  von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  jeder  Punkt 
des  ersteren  eine  Gerade  beschreibt.  Siehe  auch  Schell,  Theorische  Mechanik,  Band  I, 
S  227  etc.,  zweite  Auflage. 


3.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  einer  seiner  Punkte  einen  festen  Kreis  beschreibt  und  ein  zweiter 
Systempunkt  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  gehenden 
festen  Geraden  fortrückt.  (Einfache  Kurbelbewegung).  Welches  sind  die 
Curven  (C),  (r)  und  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes? 

Es  sei  (Fig.  4,  S.  11)  0  der  Mittelpunkt  des  von  dem  Systempunkte  A 
beschriebenen  Kreises  vom  Halbmesser  O  A  =  r,  B  der  auf  der  festen  Ge- 


L  Th. 


KurbelbeweguDg^. 
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Figur  4. 


raden  0  X  gleitende 
Systempunkt,  der  un- 
veränderliche Abstand 
'^  der  Punkte  A  und  B 
AB  =  a,  OX  Ah- 
scissen- ,  OY  l^OJC 
Ordinatenaie  des  in  der 
Ebene  der  Bewegung 
festen  Coordinatensy- 
stemes,  für  welches  die 
Coordinaten  der  Punkte 
A  und  B  mit  (a?i ,  .Vi ) 
und  (^2 1  3/2)  bezeich- 
net werden  sollen. 

Machen  wir  B  O 
±.OJl  und  ziehen  den 
Stralil  OA,  so  schnei- 
den sich  diese  Linien 
in  dem  Momentancen- 
trum C  für  die  gege- 
bene Phase  des  Syste- 
mes.  Sind  JC,  Y  die 
Coordinaten  des  Punk- 
tes C,  dann  erhalten 
wir    zur    Bestimmung 


der  Gleichung  der  Curve  (C)  das  Gleichungen  system 

(A'— J7i)fZ^i  H-  {Y—yi)dyi  =0,  ^—.Vz  =  0, 


•^1^  +  2/1^  =  ' 


,2 


{/Vi  —  a?2)2  +2/1^  =  ^*^ 


aus  welchem  folgt 

(^2  ^_  Y'2)  (^^2  —  ^2  4-  r2)2  =  4  r2  A: 
Schneller   gelangen  wir  zu  einer  Gleichung  der  Curve  (C)  durch 
Verwendung  von  Polarcoordinaten  mit  O  als  Pol,  OA'als  Polaraxe,  dem 
Polarwinkel  XOC^^d-  und  OC  =  q  als  Fahrstrahl.     Aus  den  Dreiecken 


-2 


OBA    und    OBC   lässt    sich    erkennen,    dass  AB  =0A   -hOB 


—  2.0 A.OB. cos &,  OB  =  QcosO^  ist,  womit  sich  als  geforderte  Glei- 
chung ergiebt 

{q^  —  2 Qr)cos^ d-  =  a^  --  r^,  oder  q^ —  2gr  =  {a^  —  r^)8ec^d:     (1) 
um  diese  Gleichung  in  eine  solche  für  rechtwinkelige  Coordinaten 
mit  dem  Ursprünge  O  umzugestalten,  haben  wir  nur  q  cosx^  =  JC,  q  sin  & 
=  Y  einzuführen,  was  giebt 
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(X^  4-  F2)  {X^  -  a2  +  r2)2  =  4  r^  X,  (2) 

Wie  die  Garve  (r)  durch  Konstruktion  zu  finden,  ist  bekannt.  Be- 
quem lässt  sich  eine  Gleichung  dieser  krummen  Linie  nur  dadurch  erhalten, 
dass  wir  ein  Polarcoordinatensystem  zugrunde  legen.  Wir  wählen  den 
Punkt  B  als  Pol,  die  Gerade  jB ^  als  Polaraxe,  den  Winkel  ABC=-xy 
als  Polarwinkel,  bezeichnen  den  Fahrstrahl  B  C  des  Curvenpunktes  C  resp. 
r  mit  Q.    Mittelst  der  Figur  zeigt  sich,  dass 

Q  ^=  Q  sin  &f  a  cos  ^'  =  r  sin  d-. 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  (1)  sind  q  und  ^  zu 
eliminieren,  was  giebt 

{q^  —  2  (>'  a  C08»')  (r«  —  a«  cos^ &')  =  a«  (a^  —  r«)  cos^  y,  (3) 
welches  eine  Polargleichung  der  Curve  (r)  ist.  Setzen  wir  in  dieser  Be- 
lation  (»'  cos  d-'  =•  X,  q  sin  ^  =  F,  und  entwickeln ,  so  gelangen  wir  zu 
einer  Gleichimg  för  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  B  als  Ursprung  und 
BA  als  Abscissenaxe,  welche  lautet: 

j^+  Y^'-2aX\  \{X^^  Y^)r^--a^X^\  =  a^{a^  —  r^)XK     (4) 

Weil  jetzt  die  Gleichungen  der  Curven  (O)  und  (r)  bekannt  sind, 
können  wir  ihren  Lauf  etwas  näher  untersuchen,  wobei  drei  Fälle  zu  un- 
terscheiden sind,  nämlich  a  >  r,  was  bei  Dampfmaschinen  stets  stattfindet, 
a<ir  und  a^=^r. 

Erster  Fall:  a  >  r.  Für  die  Curve  {€)  ergaben  sich  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2).    Aus  (2)  folgt 

^     ~"  UX2  -  a2  +  r2)2       ^)'-^^ 

was  zeigt,  dass  diese  Linie  bezüglich  der  Abscissenaxe  symeti'isch  ist.  Mit 
y=  0  bekommen  wir  X=  a±^r,  d.  h.  die  Curve  schneidet  die  Abscissen- 
axe zweimal  auf  derselben  Seite  vom  Coordinatenursprunge  in  den  Ab- 
ständen a-\-r  und  a  —  r  von  demselben.  Mit  X=  -\~  ^J^a^  —  r^  wird 
Y  =  -|-  QO ,  d.  h.  die  Curve  geht  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  ins 

Unendliche.  Legen  wir  durch  den  Endpunkt  E.  der  Abscisse  V^a^  —  r^ 
eine  parallele  Gerade  zur  Ordinatenaxe,  so  nähern  sich  die  beiden  Curven- 
zweige  dieser  Linie  asymptotisch;  sie  ist  bezüglich  der  Geraden  durch  H  nicht 
symetrisch,  denn  die  Abstände  der  Schnittpunkte  F  und  G  der  Curve  und 
der  Abscissenaxe  von  dieser  Geraden  sind  verschieden,  es  ist  J'S>  (rJET, 
nämlich  FH—  ^Ä  =  2  (a  — V^^ITTä)  >  o.  Dass  mit  JC^  :=fl2_^2^  y 
seine  absolut  grössten  Werte  annimmt,  lässt  sich  auch  mit  Hilfe  der  Figur 
erkennen.  Wird  der  feste  Kreis  vom  Punkte  A  im  Sinne  des  Pfeiles 
durchlaufen  und  fällt  anfangs  die  Gerade  AB  mit  der  Abscissenaxe  zu- 
sammen ,  so  ist  in  diesem  Momente  F  auf  O  X  das  Momentancentrum. 
Lassen  wir  nun  die  AB  sich  bewegen,  dann  erscheint   der  Teil  F  (C) 
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der  Curve  (C)^  welcher  mit  A  auf  der  Qrdinatenaxe,  in  £,  die  Ordinate 
F  =  +  CO  besitzt.  Indem  sich  A  weiter  bewegt ,  tritt  das  Momentan- 
centrum nach  —  C30  und  gelangt  nach  Ö  auf  OJC  mit  A  auf  O  X,  in 
L,  wodurch  das  Currenstück  {C^ )  G  erscheint.  Bei  dem  Fortschritte  des 
Punktes  A  von  L  bis  Jf,  im  negativen  Teile  der  Ordinatenaxe,  durchläuft 
C  das  Curvenstück  6  ((72>  +  00.  Beschreibt  der  Punkt  A  den  Viertel- 
kreis MJ,  dann  ist  — (X>{C^)F  das  entsprechende  Stück  der  Curve  (C). 
Wenn  der  Systempunkt  ^  in  ^  oder  in  M,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes 

5  vonO,  =  4- Ya^  — r^,  das  Momentancentrum  liegt  alsdann  auf  dem 
durch  H,  resp.  B^  zu  O  Y  parallel  gezogenen  Strahle  im  Unendlichen,  es 
schliesst  sich  mithin  die  Curve  [C)  im  Unendlichen. 

Die  Polargleichung  der  Curve  (C)  giebt 

Q  ^=^  r  -{-  secO-  "V^a^  —  r^  sin  ^  x^. 
Indem  wir  den  Punkt  -4  von  Jaus  nach  AT  im  Kreise  sich  bewegen  lassen, 
erhalten  wir 

Q  =       a  -h  r       00      a  —  r      oc  a-l-r. 

welches  Schema  den  Lauf  der  Curve  darthut,  zeigt,  dass  die  Polaraxe  zwei- 
mal geschnitten  wird,  dass  sich  die  Curve  auf  beiden  Seiten  dieser  Axe 
ins  Unendliche  erstreckt,  dass  sie  zwischen  diesen  Winkel  werten  stetig  ist, 
weil  8ec&  und  sm&  sich  innerhalb  dieser  Grenze  stetig  ändern.  Die  Sym- 
metrie der  Curve  (C)  bezüglich  der  Polaraxe  folgt  daraus,  dass  sich  für 

nr  3  TT 

6  =  0  bis  ^  =  01  und ^  =  2^  Ws  &  =  2n,  sowie  von  x^  =  2^^^^^=^^ 

3 
und  0'  =  7ihisx^  =  ^n  entsprechend  gleiche  Werte  von  q  ergeben.    Auf  die 

symmetrische  Beschaffenheit  unserer  Curve  bezüglich  der  Linie  0  X  kann 
auch  aus  der  hinsichtlich  dieser  Geraden  vollkommen  symmetrischen  Bewe- 
gung der  Systemgeraden  AB  geschlossen  werden. 

Aus  der  Polargleichung  der  Curve  (r)  entnehmen  wir 

Vermöge  der  Relation  a  cos  &'  =  r  sin  &  finden  wir  noch 

g^  —  2qrsin(h  =  (a^  -  r^)tff^^,  und(>'  =  rsin&  -r-  tg&Va^—r^sin^O: 
Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  das  Tableau  bilden: 

Mit    *  =  0  ^         71  2^  2n 

ist    cö^y       =  0  -  0  — -        0 

a  a 

Q  =  0  OD  0  oc  0. 
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Aus  der  Gleichung  der  Curve  (r)  für  rechtwinkelige  Coordinaten  folgt 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  mit  JC=0  auch  Y  =  0,dass  femer  die  Curve 
(r)  bezüglich  der  Geraden  B  A  symmetrisch  ist.  Durch  unser  Tableau  und 
diese  Resultate  ist  der  Lauf  der  Curve  (r),  (Fig.  4,  S.  11),  welche  in  JB  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  nach  beiden  Seiten  der  Ordinatenaxe  B  Y  abzweigt, 
im  Allgemeinen  charakterisiert.    Die  Figur  4  zeigt  teilweise  die  Äste  dieser 


n- 


krummen  Linie.     Vom  Punkte  B[X=0,  r=0,  ^  =  0,  ^'  =  h-]  aus- 


gehend,  erhalten  wir  den  positiven  Teil  5  (r)  +  oo ,  wobei  der  Punkt  -+-  Qo 
der  Lage  des  Punktes  ^  in  £*  entspricht;  bei  der  Bewegung  des  Punktes 
A  von  K  bis  L  ergiebt  sich  der  Teil  —  oo  (Fi)  jBi,  von  i  bis  M  das 
Stück  B{r2)-h  OD,  von  M  bis  J  der  Teil  -  Qc(r3)B  der  Curve  (r). 

Weil  die  Curven  (C)  und  (r)  sich  bis  ins  Unendliche  erstrecken,  kann 
die  vorgeschriebene  Bewegung  des  Systemes  materiell  nicht  erzeugt  werden 
durch  das  Rollen  der  Curve  (r)  auf  der  Curve  (C). 

Zweiter  Fall  a<r.   Mit  a  <  r  wird  die  Bewegung  des  Punktest 

eine  oscillatorische,  denn  der  Winkel  19-  kann  jetzt  den  Wert  ö  i^i^ht  er- 
reichen. Die  Gleichungen  der  Cur- 
ven (C)  und  (D  sind  offenbar 
ganz  dieselben  wie  vorhin,  denn 
bei  ihrer  Aufstellung  wurden  a  und 
r  beliebig  gedacht,  die  Curven 
selbst  sind  durch  Fig.  5  veran- 
schaulicht. Was  die  Curve  der 
Momentancentra  betrifft,  so  folgt 
aus  ihrer  Polargleichung 

(j  =:r  ±secO'  Ya^  —  r^  sin^  vA, 
für  die  grössten  Werte  von  &, 

Das 


Figur  5. 


(absolut  genommen),    welche  mit  sin  0-=  +  -;  eintreten,   Q  =  r. 
Momentancentrum  liegt  in  diesen  Fällen  auf  dem  vom  Punkte  A  beschrie- 
benen Kreisbogen  in  Ci  oder  Co.     Weil  ^  die  Werte   arc  f  ^m  =-  ±- ) 

nicht  überschreiten  kann ,  bleibt  sin i><  1  und  >  —  1 ,  ^^c vA <  oo  und 
>  —  oc,  folglich  kann  q  nicht  unendlich  gross  werden.  Die  Curve  (C)  ist 
demnach  hier  vollständig  im  Endlichen  gelegen.  Mit  O'  =  0  wird  Q=r  ±a^ 
so  dass  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  i^  und  G,  welche  um  (r  -4-  a)  und 
(r  —  a)  vom  Pole  abstehen  und  auf  der  nämlichen  Seite  von  0  liegen,  ge- 
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schnitten  wird,  und  es  ist  zugleich  r  -h  a  der  grösste,  r  —  a  der  kleinste 
Wert  des  Fahrstrahles  q.  Kann  der  Punkt  B  sich  ungehindert  auf  seiner 
Führungsgeraden  O  X  bewegen ,  so  ist  —  wenn  der  Punkt  A  die  Bahn 
JC1JC2J  durchläuft  —  die  Curve  (G)  die  geschlossene  krumme  Linie 
FCC1GC2F.  Ist  es  dem  Punkte  B  nicht  möglich,  über  den  Durch- 
schnittspunkt E  der  Geraden  Ci  C^  und  der  Abscissenaxe  hinweg  zu  rücken, 
welcher  Punkt  den  absolut  grössten  Werten  von  d^  entspricht,  dann  kommt 
nur  der  Teil  FCCiCFC^F  der  Curve  (C)  in  Frage. 

Für  den  Fahrstrahl  g   der  Curve  (r)  hat  sich  die  Relation  ergeben 

^'  =  r  sin  &  ±.  t^d^ya^  —  r^sin^  t>. 


7' 


Diese  sagt,  dass  mit  ^  =  0,  (>'=  0,  mit  sin -3' -^±  -,^'=a.  Weil  ^  nicht 


a 


grösser  als  arc  (sin  =  —  f  werden  kann,  ist  der  Badiusvector  (>'  stets  von 

endlicher  Länge.  Die  Curve  (JT)  liegt  demnach  vollständig  im  Endlichen, 
sie  besteht  aus  zwei  geschlossenen,  congruenten  Teilen,  die  sich  in  A  und 
B  schneiden,  so  dass  diese  Punkte  Doppelpunkte  sind.  Für  die  Bewegung 
von  A  aus  J  nach  Oi  und  zurück  ist  B  r  (t)  A  {r)B,  für  diejenige 
von  A  aus  J  nach  C2  und  zurück  ist  B  (ri)  A  (rO  B  der  entsprech- 
ende Teil  der  Curve  (F). 

Dritter  Fall:  a  =  r.  Hier  kann 

die  Bewegung  des  Punktes  A  entweder 
eine  translatorische  oder  eine  oscilla- 
torische  sein,  je  nachdem  es  dem  System- 
punkte B  gestattet  ist,  über  den  Punkt 
O  hinweg  oder  nicht  über  denselben 
hinauszurücken.     (Fig.  6.) 

Die  Gleichungen  der  Curve  der 
Momentancentra  sind  hier 

A"2  -|.  Y2  --  4^2^      und  Q  =  2 r. 

Diese  krumme  Linie  ist  mithin  ein  mit 
dem   Radius  2r  um  den  Ursprung  O 
als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis. 
Ferner  sind  die  Gleichungen  der  Curve  (F) 
X^-h  r2  — 2rJr=0,         und        q  =2rcosO^'  =  2r8m^, 
so  dass  diese  Linie  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r  mit  dem  Mittelpunkte  in  A  ist. 
In  diesem  Falle  kann  die  Kurbelbewegung  ersetzt  werden  durch  das 
Rollen  eines  Systemkreises  (D  auf  der  Innenseite  eines  Kreises  (C)  von 
doppelt  so  grossem  Radius,  oder  durch  die  Bewegung  zweier  Systempunkte 
B  imd  K  auf  zwei  sich  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden  OJC^O  1", 
wobei  der  unveränderliche  Abstand  der  Punkt  B  und  K  gleich  2  r  zu  sein 


Figur  6. 


(5) 
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hat.  Die  Hypocycloidenbewegung,  bei  rechtwinkeligen  Führungsgeraden^  ist 
demnach  ein  Specialfall  der  Eurbelbewegung. 

Wir  begeben  uns  nun  an  die  Aufsuchung  der  Gleichung  der  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  i>  (Fig.  4,  S.  11).  Zu  diesem  Zwecke  wählen 
wir  die  Gerade  J.  ^  als  Abscissenaxe  des  beweglichen  rechtwinkeligen  Coor- 
dinatensystemes  mit  dem  Ursprünge  Oi  in  der  Mitte  der  Strecke  AB^ 
bezeichnen  für  die  beweglichen  Axen  die  Coordinaten  OiZ>'  und  D'  D  des 
Systempunktes  D  mit  a  und  /?,  für  die  festen  Axen  OX,  OY  dieselben, 
0  2>",  Z>"  />,  mit  X  und  F,  den  Winkel  ^  J5  O  mit  xp.    Die  Coordinaten 

x\  y  des  Ursprunges  Oi  bezüglich  der  festen  Axen  sind  af  —rcosi^^-^  cos  xp^ 

y  =1  -  sin  ip,  mithin  die  Coordinaten  X  und  Y  des  Systempunktes  D 

X=  r cos xP^ -h  (^  ■+-  aj cos  ifj  +  ßsinxpy      Z  =  f  —  —  a\sinip  +  ßcosxp. 

Damit  erhalten  wir,  weil  zwischen  den  Winkeln  d-  und  ip  die  Relation 
r  sm  d'^=  a  sin  xp  stattfindet, 

X  =  V  r^  —  a  2  sin  ^V^H-(ö+")  ^'^*  ip  -^  ß  sin  ip^ 
Y  =  (^  ^  aj  sin  xp  -{-  ß  cos  xp, 

und  aX=a7^cosd'-h  (^ -i- a)^ a^— r^ sin  ^  0^ -h  ß r sin  O^A 

^^        ^ I      (6) 

aY:=(^-  a^rsin^-i-  ßYa^  —  r^sm^ ^, 

welches  die  Gleichungen  der  Bahn  des  Punktes  D  mittelst  der  Winkel  ip 
und  O'  sind.  Um  zu  einer  Gleichung  dieser  Curve  zwischen  X  und  Y  zu 
gelangen,  haben  wir  entweder  zwischen  den  Eelationen  (5)  den  Winkel  i/;, 
oder  aus  den  Gleichungen  (6)  den  Winkel  &  zu  eliminieren,  wodurch  aber 
kein  practicables  Resultat  erscheint,  so  dass  es  am  zweckmässigsten  ist,  je 
nach  Bedarf,  entweder  die  Gleichungen  (5)  oder  die  Gleichungen  (6)  zur 
rechnerischen  Bestimmimg  der  Bahn  (Z>)  zu  verwenden,  welche  die  Figur  4 
veranschaulicht.  Die  Figur  giebt  ferner  die  Bahn  (Di)  des  Punktes  Di 
mit  den  Coordinaten  «-=0,  ß  =  — ß,  ihre  Gleichungen  sind 

^=  r  cos  ^+  Wa^—r^sin^—^sin  &,  Y=  ^sin^—  - Va^  --rhin^lf. 

Für  einen  Systempunkt  D^  mit  den  Coordinaten  a=o,  ß=-ßt   welcher 

also  in  der  Senkrechten  zu  A  B^  durch  B^  liegt,  finden  wir  die  einen  Knoten 
besitzende  Bahn  {D^)  mit  den  Gleichungen 

X=rcosd'+Va^'-r^sin^^-b  —  sin^,     Y  = -V  a"^  —  r^  sin^  0^. 

^  a  a 
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Ein  Systempunkt  D^  mit  den  Coordinaten  a=  —^^  ß=  —  /?,  welcher 

auf  dem  durch  A  gehenden  zu  ^jB  senkrechten  Strahle  liegt,  durchläuft 
die  keinen  Knoten  besitzende  Bahn  (D^)  mit  den  Gleichungen 

ßr  ß  j 

a  a  ^ 

Liegt  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  AB,  so  ist  a  =  ±  a,  ß=  0,  und 
für  ein  positives  a  sind  die  Bahngleichungen 

Der  Punkt  D4  ist  ein  solcher,  seine  Bahn  {D4)  ist  besüglich  der  Abscissen- 
axe  offenbar  symmetrisch.    Diese  Gurve  schneidet  die  Abscissenaxe  zweimal, 

nämlich  wenn  ^  =-.  0  und  ij^  =  tt,  wofür  JC  =(2-^  aj±r^   Y  =  0,  so 
dass  die  wechselseitige  Entfernung  dieser  Schnittpunkte  gleich  2  r  ist.    Die 

TT 

absolut  grössten  Ordinatenwerte  treten  mit  sin  &  =  ±l,  oder  ^  =  o  und 

3 

^  =  2  ^  ein ,  es  sind  die  Coordinaten  des  höchsten  und  tiefsten  Punktes 


Mit  a=ß  =  0  erhalten  wir  den  Mittelpunkt  Oi  der  Strecken  A  JB, 

die  Gleichungen  seiner  Bahn  (Oi)  sind 

1      ^ 

. d  d 

oder  Jr=  yr*  —  a^wn  ^t//H- 2  ^^^V»  Y=2^^**V* 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  als  einzige  Bahngleichung 


oder  Y=l  /(y)'-  \±V^^  ^  3  («'-  »'')  —  -^1*- 

Diese  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe ,  bezüglich  welcher  sie  symmetrisch 

ist,  in  den  Abständen  0  ±  ^  ^^^  Ursprünge  O,  die  Coordinaten  ihres  höch- 
sten und  tiefsten  Punktes  sind  X^-^a^  —  r'^,  Y=Hh2r.  Sind  die 
Coordinaten  des  fraglichen  Systempunktes  bezüglich  der  beweglichen  Axen 

«  =  —  2»  /^  =  0,  dann  fällt  er  mit  dem  Punkte  A  zusammen,  die  Gleich- 
ungen seiner  Bahn  sind 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  MechanUc.    I.  2 
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X=r coB &,     Y=r sin &,     woraus  folgt       A'^  +  I'^  =  a^ 

m 

wie  dem  sein  muss. 

Wenn  die  Coordinaten  des  Systempunktes  rücksichtlich  der  beweglichen 

Axen  cc  =  K,  ß  =  0  sind,  so  ergeben  sich  als  Bahngleichungen 

A'  ^rco8&  ±Va^  —  r^  sin  «T,  Y  =  0. 

Die  Bahn  dieses  Punktes,  welcher  kein  anderer  als  der  Systempunkt  B  ist, 
fällt  demnach  mit  der  Abscissenaxe  zusammen,  wie  dem  sein  muss.  Mit 
a>r  gilt  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse.  In  diesem  Falle 
erhalten  wir  mit  ^  =  0,  X=za-hr^  mit  &  =  n,  JL  =  a  —  r,  wodurch 

7t 

die  Endpunkte  der  Bahn  des  Punktes  B  bestimmt  sind.    Mit  ^  =  o  ^^^ 

2  r 

^  =  ö"  TT  wird  A'  =  y  a^  —  r^.    Berührt  die  Systemgerade  A  B  den  Pühr- 

ungskreis  (A),  was  bei  einem  umlaufe  des  Punktes  A  zweimal  geschieht, 

so  ist  tff  *  =  -,  A=  ya^-f-r^.     Befindet  sich  der  Punkt  B  in  der 

r 
Mitte  seiner  Bahn,  dann  ist  cos  &  =  ö~"'  A  =  a. 

a  et 

Wenn  a<r  ist,  gelten  die  oben  für  einen  beliebigen  Systempunkt 
2>  aufgestellten  Gleichungen  ebenfalls;  die  Figur  5  (8.  14  )zeigt  die  Ge- 
stalt der  Bahn  eines  solchen  Punktes  in  diesem  Falle.  In  dem  Special- 
falle a  =:r  nehmen  die  Gleichungen  (6)  die  Form  an 

A'=  f-r-hajcos^-^  ßsin&,  Y=  f^  —  aJsin&-hßcos&. 

Vereinigen  wir  diese  Relationen  durch  Ausscheidung  des  Winkels  &,  so 
ergiebt  sich  mit      {fö'''^*^}  (^"^J"^^]  ~ ''^ 

^^  =  {(—«)'+ /J^JA-^  — 4/9rAF4.j(|r  4-«)'  + /92}r2, 

als  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  (Fig.  6,  S.  15), 
welche  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  im  Ursprünge  O  ist.  Verlegen  wir 
den  Ursprung  des   beweglichen  Goordinatensystemes   nach   A,   dann  ist 

\a  —  2)^  "  ^^  setzen,  womit  die  neue  Bahngleichung,  in  welcher  J  = 
}r2  -  («8  -f-  ß^)\  ist,  wird 

^2  =  j(^  _  ^)2  ^  ^2j  2^  _.4ßrXY+  \{r  +  a)«  -f  ß^\  Y^ 

a 
oder,  mit  r  =  0' 
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n 


^2  =  jQ_«)    +i52[^2_2a/JA'F-f-j(|-f-«)    -hß' 

welches  die  durch  das  erste  Problem  bereits  bekannte  Gleichung  ist,  wozu 
wir  in  diesem  Falle  gelangen  mussten. 


4.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
80,  dass  eine  seiner  Geraden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  O  hin- 
durch geht  und  einer  ihrer  Punkte  B  eine  gerade  Linie  Bq  B  beschreibt 
(Fig.  7).  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer  Hinsicht  un- 
tersucht werden. 

Ist  OB  eine  beliebige  Lage  der  Systemgeraden,  welche  stets  durch 
den  festen  Punkt  O  geht  und  deren  Punkt  B  die  gerade  Linie  B^  B  be- 
schreibt, so  ist  das  Momentancentrum  C  der  Durchschnittspunkt  der  in 
O  auf  O  B  und  in  B  auf  Bq  B  errichteten  Perpendikel.  Für  die  Be- 
stimmung der  Gleichung  der  Curve  {€)  wählen  wir  den  Punkt  O  als  Ur- 
sprung rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  O  jBo  -L  -Bo  ^  als  Abscissen-,  O  Y 
JlOBq  als  Ordinatenaxe ,  beide  positiv  nach  links  und  oben  hin,  setzen 
OB^^a,  2i,BoOB  =  yj,  machen  CP  J.  O  X,  so  dass  OP  =  x,  PC=y, 

die  Coordinaten  des  Momentancon- 
trums  C  sind,  und,  wenn  wir  noch 
die  Linien  OC  und  BC  ziehen, 
auch  2^0BC=  2^0  0  P=xlJ  ißt 
Weil  nun  JOBoB^JOCP,  so 
besteht  die  Doppelgleichung  o? :  ?/  = 
tgxp  =zy :  a,  woraus  folgt 

Die  Curve  der  Momentancentra 
ist  mithin  eine  gewöhnliche  Parabel 
mit  dem  Scheitel  im  festen  Punkte 
O  und  dem  Parameter  a.  Die 
Polargleichung  dieser  Curve  ist  mit 
O  als  Pol,  der  Ordinatenaxe  als 
Polaraxe  und  q  =  00  als  Fahr- 
strahl ^  =  a  sin  ip  8€C^  \p. 

Konstruieren  wir  über  JBo  ^ 
Figur  7.  alle  rechtwinkeligen  Dreiecke  BOC 

=  Dreieck  Bq  FT,  so  liegen  deren  Eckpunkte  Tauf  der  Curve  (r).  Wäh- 
len wir  den  Punkt  Bq  als  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes  mit  Bq  OJC  bIb  Abscissen- ,  der  Linie  Bq  B  als  Ordinatenaxe, 
so  dass  BoF=BO  =  x,  Fr=OC  =  y  die  Coordinaten  des  Punktes 
r  sind,   dann   erhalten  wir   die  Beziehungen  FTiFBo  =  yi^^^tgifj. 
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BOiBqO  =  .via^licosip^  aus  welchen  sich  als  Gleichung  der  Curve 
(r)  ergiebt 

Mit  Bor=  q\  also  x  =-  q  cos  xjj,  y  ^  q  sin  xp,  geht  sie  über  in  eiue 

Polargleichung 

g'  €08^  xfj  =  a,    oder     g  =  a  sec^  xp. 

Diese  krumme  Linie  schneidet  die  Abscissenaxe  in  O,  ist  bezüglich 
derselben  symmetrisch  und  erstreckt  sich  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  bis 
ins  Unendliche. 

Für  die  Bestimmung  der  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen 
Systempunktes  D  nehmen  wir  Bq  als  Ursprung  des  festen  Goordinaten- 
systemes,  OBq  als  positive  Richtung  der  Abscissen-,  BqB  als  diejenige 
der  Ordinatenaxe  desselben,  B  als  Anfangspunkt  des  beweglichen  Goor- 
dinatensystemcs  mit  der  Abscissenaxe  OBJCi^  positiv  in  der  Richtung 
O B,  der  Ordinatenaxe  BYi  d.  OB  J^i^  positiv  aufwärts,  setzen  die  Goor- 
dinaten  des  Punktes  2>  für  das  letztere  System  BD'  =  a^  D' D  =  ß^ 
diejenigen  für  das  erstere  ^o  ^'  =  -^^  -D"  D  =  Y.  Weil  die  Goordinaten 
des  Punktes  B  für  die  festen  Axen  0  und  atgip  sind,  so  erkennen  wir 
mittelst  der  Figur  sofort,  dass 

A''=  a cos xp  —  ßshitp^         Y  =  atffxp  ■+-  a sin xp  +  ß cos xp. 

Durch  Elimination  des  Winkels  xp  aus  diesen  Gleichungen  gelangen 
wir  zu 

iß  Y-  a  A'—  aa^ia^  -^  ß^  -  A'^), 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes  I>  ist.  Die 
teilweise  Gestalt  dieser  Gurve  zeigt  die  Figur.  Ausserdem  sind  noch  ver- 
zeichnet  die  Bahnen  (2>i)  und  (Z>2)  von  zwei  weiteren  Systempunkten, 
für  den  ersteren  ist  «  =  0 ,  ß  =  —  /?,  für  den  letzteren  «  =  —  a,  ß  =  ß* 
Befindet  sich  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  OB,  etwa  in  2>3  oder 
D^\  dann  ist  /^  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

AFT(-r4-a)Va^^A2=:0,  oder  Y  =  ±  (;|'+l)  V^^  —  A^, 

auch     A*  -4-  2a  A»  4-  A^  Y«  -4-  (a^  —  a^)JC^  —  2aa^j:—  a^a^  =  0, 

und  es  ist  diese  somit  eine  Gonchoide.  Alle  Punkte  der  Systemgeraden 
OB  beschreiben  demnach  Conchoiden  des  Nicomedes. 

Näheres  Aber  die  Conchoide  ist  zu  finden  in  der  Anfgabens.  yon  Sohnke  für  die 
Differentialrecbnung  etc.  Band  I.  S.  158,  Band  II.  S.  111. 

5.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  schreitet  in  seiner  Ebene  in 
der  Weise  fort,  dass  ein  Punkt  B  einer  Systemgeraden  die  gerade  Linie 
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GBüBG  beschreibt  und  diese  Gerade  zugleich  eiöen  festeo  Kreis  (ff), 
mit  dem  Mittelpunkte  in  0  und  von  dem  Badius  Off  =  r,  im  Punkte 
P  berührt.  Der  Punkt  O  ist  von  der  Führungsgeraden  (O)  um  die 
Strecke  OB^=a  entfernt  (Fig.  8).  Die  Bewegung  des  Syatemes  soll  in 
geometrischer  Hinsicht  erforscht  werdeo. 

Ist  BP  eine  beliebige 
Lage  der  den  festen  Ereis  (R) 
im  Punkte  P  berührenden 
Systemgeraden,  so  ist  offenbar 
das  entsprechende  Momentan- 
centrum  C  der  Durchschnitts- 
punkt der  zu  (ö)  normalen 
Geraden  B  C  und  des  Strah- 
les OP,  wodurch  sich  die 
Curve  (C)  leicht  verzeichnen 
lAsst.  Je  nachdem  die  System- 
gerade BP  den  Kreis  (ff) 
oberhalb  oder  unterhalb  der 
Linie  0  So  -L  (ö)  berührt,  er- 
halten wir  (C)  oder  (Ci)  als 
Curve  der  Momentaneentra, 
die  erstere  geht  durch  den 
P      ^  höchsten ,   letztere  durch  den 

tiefsten  Punkt  von  (ff),  (ö)  vertikal  vorausgesetzt,  jede  Iftuft  durch  den 
Punkt  O  und  schliesst  sich  im  Unendlichen.  Um  eine  Gleicbui^  der 
Curve  {C)  zu  erhalten ,  wftblen  wir  die  Linie  B„  0  J^  als  Plusteil 
der  Äbscissenaxe,  die  Linie  ORYJ-Bo^s]ä  solchen  der  Ordinatenaxe 
des  festen  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  mit  dem  Ursprünge  in  O, 
so  daas  durch  CcXOA',  Oc  =  A',  cC=  Y  die  Coordinaten  von  C  sind, 
setzen  2t  XO C=»,  0C  =  q.   Ziehen  wir  noch  die  Gerade  PQ  S  \\  OB^, 

dann  ist  ^PO(i  ~  2iS  ¥B  =  2i  P B  C  =  j  -  »,  JBPSc^dPOq, 
folglich 

/■n        \  PS 

e=^OC=OP-\-  PC  =  OP-^PB.tg(j-~i^\  =  OP-\-^7^^cotg  » 


schliesslich  ergiebt 

r  +  a  cos  & 


oder  auch  p«n^tf  =  r 
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Damit  ist  eine  Polargleichung  der  Cnrve  {C)  bekannt.  Weil  nun 
aber  auch  A"  =Qcosd^^  F  =  ^  sin  ^,  erhalten  wir  hierdurch  als  Gleichung 
unserer  Linie  in  rechtwinkeligen  Coordinaten 

Y*  -  (2  a  ^Y  +  r2)  F^  ^  (^2  _  ^2)  ^2  ^  0.  (2) 

Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  Curve  r(^)'(^i)]  ^^ 
Axe  der  -Y  schneidet,  sind  JY=  0,  Y=  0,  und  zwar  ist  der  Punkt  O  ein 
Doppelpunkt,  weil  Jr=0  aus  Jt^  _- 0  fQJgt  Die  Axe  der  Y  wird  ge- 
schnitten in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten  JT  =  0,  Y  =  0  oder  =  ±  r, 
d.  h.  die  Curve  geht  durch  den  Punkt  O ,  sowie  durch  den  höchsten  und 
tiefsten  Punkt  des  Kreises  {B).  Die  Coordinaten  der  Curvenpunkte ,  in 
welchen    die  Tangenten  an  (C)  parallel  zur  Ordinatenaxe  sind,  heissen 

-Y=--2~(^-V«'^"^')'    Y  =--  ±yn%^rr^ ]/^ -  Y'a^-r\        Mit 

zunehmendem  JT wächst  Y  und  wird  für  JT—  oo ,  =  ±  c^,  es  erstrecken  sich 
demnach  die  beiden  Zweige  von  (C)  bis  ins  Unendliche.     Der  Pahrstahl  q 

besitzt  mit  ^  =  aro  (co8  =  q:  -^  seinen   kleinsten   Wert ,   nämlich    den 

Wert  Null,  und  schneidet  die  Curve  die  Abscissenaxe  unter  den  Winkeln 

(r  \  ,  TT         3 

cos  =  :^  -  j.     Mit  ^  =  0,  2 '  ^'  2  ^*  ^  ^'  ^^^^  ^  =  Q'ö  1  r,  QO , 

r,  00. 

Die  Curve  (r)  ergiebt  sich  entweder  dadurch,  dass  wir  über  BP 

sämtliche  Dreiecke  BPC  konstruieren,    ihre  Eckpunkte  C  liegen  dann 

auf  (r),  oder  wir  ziehen  die  Linie  OBi  A.OP  und  verzeichnen  über  Bi  O 

die  Dreiecke  Bi  O  C,  endlich  können  wir  über  Bq  O  die  Dreiecke  BiOC 

verzeichnen,  was  in   der  Figur  geschehen  ist,  welche  so  die  Gestalt  der 

Curve  (r)   teilweise   zeigt.      Je  nachdem  der  Berührungspunkt   P  der 

Systemgeraden  B  P  und  des  Kreises  {B)  über  B^  O  oder  darunter  liegt, 

ist  (r)  oder  (Fi)  der  entsprechende  Teil  der  zu  untersuchenden  Curve. 

Nehmen  wir  ^0  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  ^o  O  als 

Axe  der  ^Y,  BqB  als  Axe  der  Y,  dann  sind  die  Coordinaten  des  Punk- 

BqO 
tes  r,  Bog=^  A",  gr=Y.    Nun  ist  Bog^BiO= = 

COS 


(f-*) 


öf                             ^  _              r  -h  a  cos  &  ^  ,       ^,  .  , 

=  jr,  gr=  OC^  q'=: ^~2~q.~~~  =  ^1    woraus    als    Gleichung 


der  Curve  (r)  folgt 

(a«  —  r2) X^ -  a*  (.Y«  +  Y^)  +  2 a^rX^  Y:=  0.  (8) 

Mit  A'  =  0 ,  wird  Y=  ±r^  so  dass  (r)  durch  den  höchsten  und 
den  tiefsten  Punkt  des  Kreises  {R)  läuft.    Die  Abscissenaxe  wird  in  dem 
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a 
Punkte  A"  =  — -.- ,   F  =  0  geschnitten.     Wächst  von  diesem  Werte 


Va«  — 


r 


2 


an  2l,  so  wächst  anch  der  positive  und  der  n^ative  Wert  von  Y ,  und 
wird  für  A"  =  oo ,  Y  =  -*-  oo ,  demnach  erstrecken  sich  beide  Curvenzweige 
bis  ins  Unendliche.  Wählen  wir  jBo  als  Pol,  BqO  als  Polaraxe,  q'  = 
J?o  r  als  Radiusvektor  und  Z^OB^F^  tp  als  Polarwinkel,  dann  erhalten 
wir  vermöge  (3)  die  Polargleichung 

(a^  —  r^)  Q^  €08*  y  -f-  2a^rQ  sin  (p  cos^  (f  =  a^.  (4) 

Zum  Zwecke  der  Ermittelung  der  Gleichung  der  Bahn  eines  belie- 
bigen Systempunktes  D  wählen  wir  den  Punkt  B  als  Ursprung  des  mit 
dem  beweglichen  Systeme  fest  verbundenen  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes  mit  PB  Xi  als  Axe  der  X,  BTi  J^B  Xi  als  Axe  der  Y,  beide 
Axen  positiv  nach  der  Buchstabenfolge,  ^o  als  Anfangspunkt  des  festen 
rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  mit  den  Axen  OBqX,  BqBY^  po- 
sitiv nach  der  Buchstabenfolge,  bezeichnen  die  unveränderlichen  Coordinaten 
des  Punktes  Z>,  B  D\  />'  D  mit  a,  /?,  dessen  Coordinaten  för  die  festen 
Axen  jBod,   dB  mit  X,Y.    Hiermit  sind  die  Coordinaten  des  beweg- 

r 
liehen  Ursprunges  0 ,  und  Bq  B  =  Bq  Bi  -h  Bi  B  =  a  cotg  &  -f-  — — ^l  = 

-  a  cos  S" 

—^—(, — ,  folglich  die  Coordinaten  des  Punktes  J?  für  die  festen  Axen 
sin -KT 

r  +  a  cos  & 
Jf  =  a  sm  xß-  —  ß  cos  &,      Y  = : — t: ■+■  a  cos  S-  -h  ß  sin  -3: 

Durch  Elimination  des  Winkels  ^  aus  diesen  beidei^  Belationen  er- 
giebt  sich  nach  einer  kleinen  Rechnung 

\ßX^  H-  aXY-{-  aßX-  (««  4.^  2)  (^  ^  ^){2  ^ 

(ß  Y—aX-aaY{a^  -H  ß^  —  X^), 

womit  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  bekannt 
ist.  Die  Figur  8  (S.  21)  zeigt  teilweise  die  Gestalt  der  Bahn  des  Punktes  D 
für  den  Fall,  dass  die  Systemgerade  BP  den  Kreis  (/?)  oberhalb  der 
Abscissenaxe  berührt. 

Mit  ß  =  Q  liegt  der  Systempunkt  auf  dem  Strahle  B  P,  die  Glei- 
chung seiner  Bahn  lautet 

XY-:i:(a  +  X)^/a^-X^-  =  ar. 
D'  ist  ein  solcher  Punkt  und  {D')  seine  Bahn. 

Fällt  der  Mittelpunkt  O  des  Kreises  (R)  mit  dem  Punkte  J5o  der 
Führungsgeraden  {O)  zusammen ,  so  ist  a  =  0.  Alsdann  sind  die  Glei- 
chungen der  Curve  der  Momentancentra 

Y*  —  r»  (A'2  -I-  Y2)  =  0,       und  Q=^r  cosec^  ^, 

femer  lautet  die  Gleichung  der  Curve  (r)  A'=0,  welche  demnach  eine 
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gerade,   augenblicklich  mit  der  Pührungsgeraden   ((?)  zusammenfaHende 
Linie  ist. 

Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  lautet: 

\ßX^  -i-aXY-^  aßX-  (««  -h  ß^)  {ß  H-  r)  j2 
=  (ßY~-c€X)^{a^-^ß^  —  Xy). 
Berührt  der  Kreis  (R)  die  Gerade  (ö),  dann  ist  a=^r.    In  solchem 
Falle  sind  die  Gleichungen  der  Curve  der  Momentancentra 

Y^  —  2rJC=r^     und  q  =  r {1 -h  cos &) cosec^ S-, 
sie  besteht  mithin  aus  zwei  Parabeln,  diejenigen  der  Curve  (r) 
{X^-hT^)r  =  2JPY,     und  2q  rsinfpcos^tf  =  a% 
und  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  ist 

IßJ^-^aXY-h  aßJC—  («2  ^  ^2)  (^  ^_  ^)j2 
=  (ßY'-'  aX--  a  r)2  (««  -^  ß^  —  X^). 
Mit  r  =  0  geht  der  Kreis  (B)  in  den  Punkt  0  über,  es  ist  alsdann 
die  Gleichung  der  Curve  (0)  für  rechtwinkelige  Coordinaten   Y^  =  aX, 
diejenige  der  Curve  (r)  {X^-h  Y^)a^  ^  X^,  und  diejenige  der  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  D 

\ßX^  +  aXY-haßX-  {a^  +  ß^)ß\^ 
=  {ß  y-  a^r—  aa)2(a2  -i-  /J«  _  A^^), 

das  ist  d^r  unter  5  besonders  behandelte  Spezialfall. 

6.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  ein  Punkt  B  einer  seiner  Systemgeraden  einen  festen  Kreis  (R) 
beschreibt  und  diese  Gerade  stets  durch  einen  festen  Punkt  O  geht.  Die 
Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer  Hinsicht  erforscht  werden. 

Erste  Lösung.  Es 
sei  (Fig.  9)  M  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  (ß)  vom 
Kadius  r,  O  der  feste  Punkt, 
durch  welchen  die  System- 
gerade OB  stets  läuft, 
0M=  e^  OB  eine  belie- 
bige Lage  der  die  Beweg- 
ung des  Systemes  bedingen- 
den Geraden. 

Ziehen  wir  den  Strahl 
BMC,  die  Gerade  OCx 
OB,  so  ist  der  Durch- 
schnittspunkt C  dieser  Linie 
das  entsprechende  Momen- 
tancentrum   des   Systemes, 

Figur  9. 
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wodurch  die  Gurve  (C)  leicht  konstruiert  werden  kann,  um  die  Gleichung 
dieser  Linie  zu  finden ,  nehmen  wir  den  Strahl  0  if  als  Polaraxe ,  resp. 
Abscissenaxe,  die  zu  ihm  senkrechte  Gerade  O  Y  als  Ordinatenaxe,  setzen 

die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  C,  Oc  =  Jl^  cC  =^Y.    Weil 

7t 

das  Dreieck  BOG  bei  O  rechtwinkelig  ist ,  so   haben  wir  y  =  s-  —  ^, 

71 

i  =  2  ""  9^-  Femer  ist  durch  das  Dreieck  0  MB,  OM:  MB  =  sin  (p :  sin y, 

oder  e:r=zsin^:cos^.  Das  Dreieck  Oif  (7 giebt:  O C :0 M ^  8in{&-\'S) 
: sin Sy  oder  QXe=.sin{ß^  -^  i)\ sin S.    Damit  bekonmien  wir 

g       sin  (^  -h  d)       cos  (&  —  y )        cos  &  cos  (p  •+■  sin  ^  sin  g: 
€  sinS  cosif  cos<p 

/r^^e^cos^&  ^    .    ,€ 

cos  &  y -H  Sin  xt  —  cos  ^r 

r  ^2  r 


y 


r^—e^cos^d- 


q\  r^  —  e^  cos^  x^=^  ecosx^  V^r^  —  e^  cos^  &  -h  e^  sin  &  cos  &, 

woraus  folgt 

{e^  —  r^)  e^  cos^  S-  • 

Q^-2Qecos^=~^—^^—^^  -,  (1) 

und 

womit  eine  Polargleichung  der  Gurve  der  Momentancentra  gefunden  ist. 
Mittelst  der  Gleichung  (1)  lässt  sich  bequem  diejenige  für  rechtwinkelige 
Goordinaten  ableiten,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  Xi  q  :=  cos  d-, 
Y:  p  =  sin  &,  was  giebt : 

{X^-^Y^'-2eX)  |(A'2  +  Y2)  r2  -  e^X\  =  {e^  ~  r^)  e^  X^,  (2) 
Konstruieren  wir  über  B  O  sämtliche  Dreiecke  -B  O  r,  so  liegen  deren  Eck- 
punkte r  auf  der  Gurve  (F)  des  beweglichen  Systemes.  Am  einfachsten 
erhalten  wir  eine  Gleichung  dieser  Gurve  dadurch,  dass  wir  den  Punkt  B 
als  Pol,  B  O  als  Polaraxe,  jB  r  =  ^'  als  Pahrstrahl,  2j:  J5  O  C  =  <p  als  Polar- 

Winkel  eines  Polarcoordinatensystemes  wählen.  Weil  cosih^-  sin  qr- ,  be- 
kommen wir  durch  (1) 

p*  —  2or«ina)  = ^-stn^  O),  —rs r-     =  {c  —  r^)sec^  it, 

^  ^  ^         cos^  q)  ^    sin^  (f       sin  (f  ^ 

und  da  q  sin  q>  =  q,  so  ergiebt  sich 

womit  eine  Gleichung  der  Gurve  (r)  gefunden  ist.    Nehmen  wir  B  O  als 
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Abscissen-,  die  zu  ihr  normale  Gerade  BS  dAs  Ordinatenaxe  eines  recht- 
winkeligen Goordinatensystemes,  dann  erhalten  wir  vermöge  (3)  und  den 
Relationen  JC=  q  cosq;^Y=g  sinqi,  eine  Gleichung  för  rechtwinkelige 
Coordinaten,  nämlich: 

( J^2  _^  y2)    (^Y2  4-  r2  —  ^2)2  ^  4  ^2  ^YK  (4) 

Behufs  der  analytischen  Darstellung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes Z>  wählen  wir  den  Punkt  JB  als  Ursprung  der  beweglichen  Coor- 
dinatenaxen  OB Xi  und  BYiJl.B Xi^  O  als  Anfangspunkt  des  festen 
Coordinatensy Sternes  mit  den  Axen  OMX^  OY±.OX^  setzen,  wie  oben, 
den  veränderlichen  Winkel  BOX=^  &\  die  Coordinaten  des  Punktes  i>, 
BD'  =  a,  D'D  =  ß,  Od  =  X,dD  =  Y. 

Die  Polargleichung  des  Kreises  {R)  ist,  wenn  O  Pol,  O  X  Polaraxe, 
Q  Fahrstrahl,  y  Polarwinkel  q^  —  2  ge coad^  =^r'^  ^e^^   woraus  folgt 

g  =  e  cos^y  ±_  Yr^  —  e^sin^ ^\  Es  sind  daher  die  Coordinaten  xq^ y^  des 
beweglichen  Ursprunges  B  bezüglich  des  festen  Coordinatensystemes 

^0  =  (>  C08  y  =  ^  €08^  y  ±_  cos  y  v  r^  —  e^ sin  ^y, 
yo  ==■  Q  sm  &'  =  e  sin  ^  cos  ^  ±  sin  &'yr^  "  e^sin^xy'. 
Dadurch  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  X^  Y  des  Systempunktes  D 

X  =^  €  cos^  y  ±_  cos  &'  yr^  —  e^  sin^  &'  -{-  a  cos  ^  —  ß sin  vA', 

Y  =  e  sin  ^  cos  &'  ±  sin  &'  \  r^  —  e^  sin^  ^  -4-  a  sin  d-'  +  ß  cos  d-\ 
und  sind  diese  zwei  Gleichungen  diejenigen  der  Bahn  des  Punktes  i>, 
welche  einer  einzigen  Gleichung  zwischen  X  und  Y,  wegen  ihrer  Compli- 
ciertheit,  vorzuziehen  sind.; 

Befindet  sich  der  Systempunkt  Z>  auf  der  Geraden  O  B^  etwa  in  D\ 
dann  ist  /?  =  0,  folglich  sind  die  Gleichungen  seiner  Bahn 

X  =  €  cos^  &'  Hh  ^'^^  ^'  V^^^  —  ^^  ^'^  ^  y  4-  a  cos  &\ 
Y^=  e  sin  y  cos  &'  ±_  sin  d-'  "V^r^  —  e^  sin^  y  -I-  a  sin  ^'. 
Aus  jeder  dieser  Gleichungen  lässt  sich  eine  Gleichung  der  Bahn  (D')  so- 
fort ableiten,  wir  erhalten  mit  OjD'  =  ^ 

Q^  —  2g{a-^  ecos&')  =  (r^  —  ^2  _  ^2  _  2aecosS'').  (7) 

Gehen  wir  von  (7)  zu  rechtwinkeligen  Coordinaten  über,  dann  finden  wir 
(X^-h  y2  -  2eX—  r2  -f-  ^2  _  «2)2(^pj  -i-Y^)z=  ia^(X^-hY^  —  eX). 
Damit  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Curven  (C),  (t)  und  (2>) 
gefunden.     Die  Gestalt  dieser  Linien  ist  abhängig  von  dem  Werte  des  Ver- 

e 
hältnisses  -  und  es  sind  folgende  besondere  Fälle  zu  unterscheiden  f^  >  r, 

^  <  r,  ^  =  r,  ^  =  0. 

Erster  Fall:  e>r.  (Fig.  9,  S.  24.)  Der  Kreis  (Ä)  schneidet  die 
Gerade  O  M  zwischen  O  und  if  in  X  Die  Grösse  des  Winkels  y ,  welchen 
die  Systemgerade  OB  mit  der  Linie  OM  einschliesst ,  liegt  zwischen  0 


(5) 


}    (6) 
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und  arc  (sin  =  ±— )i  denn  die  äussersten  Lagen  der  Geraden  OB  fallen 
zusammen  mit  den  Tangenten  von  O  an  den  Kreis  {R),    Die  Grenzlagen 

des  Fahrstrahles  q  der  Curve  (C)  sind  daher  bestimmt  durch  ^  =  -g, 
arc(co8  =  --\arc(co8  =  —  - \  n  etc.    Die  Gleichung  (l)giebt  fur^=  ^, 

(»  =  0,  f ür  ^  —  arc  ( cos  =  -\  ^  =  qo ,  etc.    Bewegt  sich  der  Punkt  B 

auf  dem  Kreise  {R)  von  J  aus  nach  Ä,  jB,  L,  iV,  j;  wobei  die  Punkte  J 
und  L  auf  der  Linie  O  M  liegen,  die  Punkte  K  und  iV  die  Berührungs- 
punkte der  Systemgeraden  OB  und  des  Kreises  {R)  sind,  dann  ist  für 
ihre  Lagen  OJ  und   OL,  ^  =  0,  für  die  Lagen  O-fi:  und  ON,  &=^ 

arc  (  sin  =  —  J  und  =  arc  (  «n  = J.   Der  Bewegung  des  Punktes  B  von 

J  bis  K  entspricht  das  Ciurenstück  der  Curve  der  Momentancentra  0  (C)  oo, 
von  K  bis  L  das  Stück  oo  (Ci)  CO,  von  L  bis  iV  der  Ast  O  (02)qc,  von 
A'  bis  J  das  Stück  oo  (Ca)  O,  so  dass  der  Lauf  der  Curve  (C)  charak- 
terisiert ist  durch  0  ±  oo  0  q:  oo  0.  Unsere  Curve  besitzt  in  O  einen  Doppel- 
punkt, sie  zerfällt  in  zwei  Zweige  (Oi)0(08)  imd  (02)0(60,  welche  in 
der  Geraden  O  Y  eine  gemeinschaftliche  Tangente  besitzen  und  bezüglich 
der  Abscissenaxe  symmetrisch  sind,  denn  es  bestehen  die  Relationen  cos  & 

=.  cos  (2  TT  —  T^),  und  cos  (n  —  ^)  =  cos  (  ^  n  —  O'y 

Als  Polargleichung  der  Curve  (r)  haben  wir  die  Gleichung  (8)  er- 
halten.    Nun  ist  sin  w  =  -cos  ^,  also  mit  ^  =  -  ,    a>  =  0 ,  mit  &  = 

^        r  z      ^ 

cos=:±-  \  stn(p  =  ±1^  y  =  9  ^^^^  ^  9  ^  ®*^'»  "^^^'^^^  kBjm  dor 
Winkel  tp  alle  Werte  zwischen  0  und  ±qo  durchlaufen.    Aus  (3)  folgt 

q'  =  r±  sec  if  \  e^  —  r^  sin^  y, 
womit  sich  ergiebt 

TT  3 

für     y=  0  2  ^  2^  271: 

^' =  ^4-r         30  € — r  QO  ^-hr, 

denn  es  ist  im  vorliegenden  Falle  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wurzel- 
grösse  zu  nehmen.  Die  Curve  {IT)  schneidet  demnach  die  Polaraxe  in  den 
Funkten  Oi  und  O2 ,  welche  von  dem  Pole  um  die  Strecken  ^  —  r  und 
tf  +  r  entfernt  sind,  ihre  Zweige  gehen  auf  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe 
ins  unendliche  und  sind  bezüglich  derselben  symmetrisch.  Bei  der  Be- 
wegung des  Systemes  treffen  abwechselnd  die  Punkte  Oi  und  O2  mit  dem 
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Doppelpunkte  O  der  Cnrve  (C)  zusammen.  Die  Figur  9  (S.  24)  veran- 
schaulicht deutlich,  wie  sich  die  Curve  (F)  auf  der  Curve  (C)  abwickelt. 
Für  einen  beliebigen  Systempunkt  D  ist  die  Bahn  (Z>)  verzeichnet, 
wir  erkennen,  dass  dieselbe  von  geschlossener,  nierenförmiger  Gestalt  ist, 
«rstere  Eigenschaft  folgt  auch  aus  ihren  Gleichungen  (5).  Befindet  sich 
der  fragliche  Systempunkt  auf  der  Geraden  OB,  etwa  in  2>',  dann  ist 
seine  Bahn  (2>')  eine  geschlossene ,  nierenf&rmige,  bezüglich  der  Abscissen- 
axe  O  Jfc' symmetrische  Curve  mit  der  (7)  als  Polargleichung.  Mit  ^=0  folgt 
^  =  a  -*-  ^  +  r,  wodurch  ihre  Schnitte  mit  der  Axe  der  A'bestimmt  sind,  die 
wechselseitige  Entfernung  derselben  ist  =  2r.  Diese  Werte  von  q  sind  zu- 
gleich dessen  Maximum  und  Minimum.  Mit  endlichen  a  sind  daher  alle 
Pahrstrahlen  endlich  gross,  d.  h.  die  Bahn  (2>')  liegt  im  Endlichen.  Wenn 
a  =  0,  so  bekommen  wir  (»^  —  2Qe  cos  0-'  =  r^  —  e^,  welches  die  Gleichung 
des  Kreises  (R)  ist. 

Zweiter  Fall:  e<r. 
(Fig.  10.)  Jetzt  schneidet  der 
Kreis  {R)  die  Abscissenaxe  in 
der  Weise,  dass  die  Punkte  O 
und  M  innerhalb  seines  üm- 
fanges  liegen.  Bei  der  Bewe- 
gung des  Systemes  wächst  der 
Winkel  &'  beständig,  oder  er 
nimmt  continuierlich  ab,  wenn 
also  der  Punkt  B  einen  vollen 
Umlauf  auf  dem  Kreise  (/?) 
macht,  beschreibt  die  Gerade 
OB  einen  vollen  Winkel.  Die 
Länge  des  Fahrstrahles  der 
^^^"'^  ^^-  Curve  derMomentancentra  giebt 

die  Gleichung  (1'),    hiermit  und  durch  die  Beziehung  zwischen  &  und 

y  ist 

für     ^  = 


y  = 


e- 


0- 
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2 
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Die  Curve  {€)  besitzt  mithin  in  den  Punkten  O  und  M  Doppelpunkte. 
Das  Maximum  von  (>  tritt  ein,  wenn  in  dem  veränderlichen  Dreiecke  OC'Jlf 


n 


die  Seite  OC  ihren  grössten  Wert  annimmt,  was  mit  Z^OMG^-^  der 
Fall  ist  uud  bei  einem  Umlaufe  des  Punktes  B  zweimal  eintritt.    Mit 
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CMB'd.  OM,  wo  B'  die  C  entsprechende  Lage  des  Punktes  B  ist,  haben 
wir ,  zufolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  O C M  und  O B'M,  tgxy  ^—y 


und    weil   OC  =  e  .sec  4,0  0M=^  ^  V 1  -h  ig\  2^0'  OM,    q„,  ax  = 
-  V^  ^  -h  r^.    Dieser  Wert  von  q  ist  von  endlicher  Grösse,  es  sind  daher  alle 


Punkte  der  Curve  der  Momentancentra  im  Endlichen  gelegen.  Von  iS^  =  (> 
bis  d-  =^2n  ändert  der  Wert  von  q  sich  stetig,  woraus  hervorgeht,  dass 
die  Curve  {C)  eine  stetige  in  sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie  ist. 
Noch  ist  dieselbe  bezüglich  der  Abscissenaxe  symmetrisch,  weil  die  Be- 
wegung des  Systemes  bezüglich  dieser  Linie  symmetrisch  ist,  und  besteht 
sie  aus  zwei  congruenten  geschlossenen  Teilen.  Bewegt  sich  der  Punkt  B 
von  Ba  aus  nach  B^  (12),  ^oi  dann  rückt  das  Momentancentrum  in 
seiner  Bahn  von  O  aus  nach  C,  C",  Jf,  Cf\  O,  C\  Jtf,  C",  O  etc.,  die  beiden 
congruenten  Curventeile  sind  OCf  MCT'O,  und  OC"  M  C"  O, 

Die  Curve  (r),  welche  hier  auf  der  festen  Curve  (C)  rollt,  ist  eine 
einfache,  geschlossene  krumme  Linie,  für  ihre  Fahrstrahllängen  haben  wir 

und  es  ist  stets  ain  y  =-co8&^  also  der  dem  Winkel  qr  entsprechende  Sinus 

r 

stets  <  +  1  und  >  —  1 .    Wir  erhalten 


mit         &=  0 


71  ö 

2  ^  2^ 


'  r  r  T 


^=  r        r  -t-  €  r         r  —  e  r 

71  3 

mit         y  =  0  ^  n  -nTi  2n 

Q  z=.        r-h  e   ocy  —  1    r-e   ocy  —  1       r  -f-  ^. 
Der  grösste  reelle  Wert  von  q  erscheint  mit  y  =  0,  der  kleinste  mit  y  =  tt, 
so  dass  kein  reeller  Wert  von  q'  unendlich  gross  ist.     Die  Polaraxe  wird 
von  der  Curve  (r;  in  den  Punkten  Oi  und  O2  geschnitten,  es  ist  B  Oi 
=  r  — ■  ^,  -B  O2  =  r  -f-  ^,  Ol  O2  =  2  r.     Die  Curve  liegt  in  dem  Winkel- 

räume  2(p  =  2arc(8in  =—\    Den  Werten  von  «n  9  =  ±-- entsprechen 

die  Fahrstrahllängen  r,  deren  Endpunkte  die  Curvenpunkte  G  und  F  geben^ 
und  es  sind  die  Strahlen  BO,  BF  Tangenten  an  (r)  in  O  und  F.  Die 
Curve  ist  bezüglich  der  Polaraxe  symmetrisch  und  eine  geschlossene  Linie. 
Für  einen  beliebigen  Systempunkt  D  ist  die  Bahn  (2>)  verzeichnet. 
Die  Bahn  (D')  eines  auf  der  Systemgeraden  O  B  gelegenen  Systempunktest 
ist  wieder  rQcksichtlich  der  Abscissenaxe  symmetrisch,  sie  schneidet  die 
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Abscissenaxe  in  den  Abständen  (r  -he  -\-  a)  und  —(r  —  e-ha),  die  Ordi- 
natenaxe  in  den  Entfernungen  ±{cc  —  y^r^  —  e^)  vom  Ursprünge  O. 

Dritter  Fall:  e  =  r.    (Fig.  11.)  Nach  (1)  und  (2)  sind  hier  Gleich- 
ungen der  Curve  (C) 

Q  =  2r€08d^,    und  X« -h  F2_  2r  A'=  0, 

sie  filllt  mit  dem  Führungskreise  (R)  zusammen.    Für  die  Curve  (F)  be- 
kommen wir  mit  (8)  und  (4) 

(>'  =  2r,  und  A'« -+- F« -- 4 ^2, 

womit  sich  dieselbe  als  eine  Kreis- 
linie vom  Badius  2  r  und  mit  dem 
Mittelpunkte  B  herausstellt.  Weil 
aber  hier  der  Winkel  9  nur  zwischen 

TT  3 

0  und  2 » 2  ^  ^^^  ^  ^  liegen  kann, 

so  kommt  nur  die  Hälfte  FOiO 
dieser  Linie  in  Frage.  Bei  der 
Bewegung  des  Systemes  schwingt 
der  Halbkreis  FOiG  des  Syste- 
mes lun  den  festen  Kreis  (C), 
Figur  11.  denn  die  Bewegimg  der  System- 

geraden O  B  ist  eine  schwingende, 
indem  die  O  J3,  wenn  B  mit  O  zusammenfällt,  die  Berührungslinie  O  Bq 
des  Kreises  (Ä)  wird. 

Die  von  einem  beliebigen  Systempunkte  D  durchlaufene  Bahn  ist 
deshalb  keine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie.  Bei  einem  positiven  a 
wird  die  Abscissenaxe  einmal,  bei  einem  negativen  a  wird  sie  zweimal 
geschnitten.  Die  zwei  Gleichungen  der  Curve  (D)  sind  nach  (5) 
J[=2rco8^S^'  -hacoed''  —  ß8m&\  Y=r8in2  0^  -h  asin»'  +  ßcos^'. 
Durch  Elimination  von  ^  folgt  aus  ihnen  die  Bahngleichung  zwischen 
^und  Y 
\{aX+ßY)^'-{X^+  F2_2rA')2j  {X^ -h  Y^)^ -h  \{aY  —  ß  X)  {X^- 

-h  Y^  —  2rX)'¥-2rY{aX'hßY)\^  =  0. 
Mit  /?  =  0  liegt  der  fragliche  Systempunkt  auf  dem  Strahle  OB,  die  Gleich- 
ungen seiner  Bahn  sind 

{X^  -4-  Y^—  2t XY  =  «M^^  +  '^\    und     p  =  a  4-  2tco8^\ 
Die  Figur  zeigt  ausser  der  Bahn  (Z>)  eines  beliebigen  Systempunktes  D  noch 
die  Bahnen  (jD')  und  (Z>")  zweier  auf  der  Geraden  O  B  gelegener  Punkte 
D'  und  Z>"  mit  positivem  und  negativem  a. 

Vierter  Fall:  ^  =  0.  Unter  dieser  Annahme  ist  die  Gerade  OB 
stets  senkrecht  zum  Führungskreise  (jß),  die  Strecke  OB  ein  Halbmesser 
desselben.     Die  Curve  (C)  reduciert  sich  auf  den  Punkt  O,  die  Curve  (r) 
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ist  imaginär/ das  System  rotirt  um  den  Punkt  O  und  jeder  seiner  Punkte 
beschreibt  einen  mit  dem  FCihrungskreise  (R)  concentrischen  Kreis,  seine 
Gleichung  ist  2L^  +  Y^  =  {r  +  a)2  +  ß\ 

ZweiteLösung.  Essei(Fig.l2) 
OB  eine  beliebige  Lage  derSystem- 
L)  geraden,  für  welche  die  Bewegung 
gegeben  ist.    Um  eine  Gleichung 
der  Curve  der  Momentancentra  zu 
erhalten,   wählen  wir  jetzt  den 
Mittelpunkt  J/des  Führungskreises 
{B)  vom  Radius  MB—r  als  Ur- 
sprung, die  Gerade  JfOA"  als 
^  Abscissen-,  die  zu  ihr  senkrechte 
Linie  MY  als  Ordinatenaxe  eines 
rechtwinkeligen  Coordinatensyste- 
mes,   welches  auch  zur  Bestim- 
mung der  Bahn  (Z>)   verwendet 
werden    soll.      Ziehen    wir    den 
Strahl  MB,  durch  O  einen  senk- 
rechten Strahl  zu  O  B,  so  schnei- 
den sich   diese   Linien    in    dem 
Momentancentrum   C.    Nun   sei 
MX  Polaraxe,  MC=  q  Pahrstrahl  der  Gurve  (0),  2^0  MB  =  ^  Polar- 
winkel, ferner  sei  2i.M0B  =  \p.    Damit  ergiebt  sich  aus  den  Dreiecken 
BOC  und  M O J5,  wenn  die  veriable  Länge  OB  =  1  gesetzt  wird, 

B  G.  co8{^  4- 1/;)  =  05,       oder       q 


Figur  12. 


r  = 


oder 


cos  {0-  ■+-  xfif 
ÖB^  =  ÖM^-hMB^  —  2.0M.MBcos^, 
l^=ze^-h  r^  —  2ercoS'9'. 


T  € '~~'~' T  €08  "^  €  C08^'''''~'ir 

Nun  ist  sin  xfj  = -j8inxh,  co8\p= , sodass cö5(^-hi/;)= , . 

Dadurch  erhalten  wir  als  Polargleichung  der  Curve  (C) 

€ — r  cos  d-  ,- . 

o  =  ^ .  (1) 

ecosx^ — r 

Setzen  wir  hier  Qcosd-^X,  q  sinih  =^  Y,  dann  geht  diese  Gleichung  über 
in  diejenige  für  rechtwinkelige  Coordinaten,  und  ergiebt  sich  nach  gehöri- 
ger Beduction 


{X—  eY  {X^  +  Y«)  -h  ~ (^2  _  ^ ^4.  Y^)\ 


(2) 


Femer  ist  eine  Gleichung  der  Gurve  (r)  zu  bestimmen.    Zu  dem  Ende 
wählen  wir  den  Punkt  B  als  Ursprung,  die  Gerade  B  0  als  Polaraxe,  resp. 
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Abscissenaxe,  bezeichnen  den  Fahrstrahl  B  r mit  q\  den  Polarwinkel  OBF 
mit  d^.  Damit  erhalten  wir  für  den  Badiusvector  q\  wenn  die  erste  Be- 
lation  fiir  q  beachtet  wird, 

, __      l     _  i  _e^  -hr^  —  2er  cos  & 

^        ^  coad"'  ""  €08  {&  -h  \p)  e  cos  ^  —  r 

Nun  ist  cos  &  = ,         l  =  —  r  cos  ^  +  Ve^  —  r^sin^&\    mit 

e 

welchen  Werten  sich  ergiebt 

Q  ■=  sec  y  Y e^  —  r^  sin^^'  — r,  (8) 

und  dieses  ist  die  gewünschte  Polargleichung.  Mit  (8)  ist  zugleich  ein  wei- 
terer Ausdruck  für  den  Badiusvector  der  Curve  (0)  gefunden,  nämlich 

^  =  sec  &'  '\fe^  —  r  2  sin^  &'. 
Aus  (3)  entsteht  die  Gleichung  der  Curve  (r)  in  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten  mit  A"  =  q'  cos  &\  Y  =  q'  sin  &\  dieselbe  lautet 

(r  -h  Vjr2^.Y2)2^p^  e^JC^-h  (<?2_r2)  Y^.  (4) 

Um  die  Gleichungen  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>  zu  er- 
langen, wählen  wir  das  bewegliche  Coordinatensystem  so,  dass  der  Punkt  B 
Ursprung,  B  O  Abscissenaxe,  die  auf  ihr  senkrechte  Gerade  B  Y  Ordinaten- 
axe,  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  D  für  beide  Systeme  wie 
gewöhnlich ;  diejenigen  des  beweglichen  Ursprunges  sind  r  cos  v^,  und  r  sin  S: 
Damit  ergiebt  sich 

A  =  r  cos  ^  -h  a  cos  ip  -h  ß  sin  xpy     Y  =  r  sin  &  —  a  sin  xp  -^  ß  cos  xp,    (5) 
und  wenn  die  Werte  von  sinxp  und  costp  substituiert  werden 

1  (  \    \ 

Jf  =  r  cos  &  H-     r—- \a  (e  —  r  cos  ^^)  -h  ßr  sin  xh> 

y  e*-  -h  r^  —  2er  cos  &[  ] 

Ye^ -h  r^  —  2er  cos  S^ 
womit  zwei  Gleichungen  for  die  Bahn  (Z>)  gefunden  sind. 

Erster  Fall:  e>r.    (Fig.  12,  S.  31.)     Für  die  Carve  (C)  ergiebt 

TT       3  e^      e^ 

sich  mit  (1)  wenn  ^  =  0,-,  ;r,  77  tt,  2  tt,  (>  =  ^,  — ,  ^,  — ,  e  und  mit  e  cos  & 

£i        a  r       r 

—  r  =  0,  d.  i.  mit  cos  ^  =  -,   wird  o  =  oc.     Der  Lauf  der  Curve   der 

e 

Momentancentra  ist,  wenn  der  Polarwinkel  von  ^  =  0  bis  ^  =  2  tt  wächst, 
OC(Ci)  oc  (02)00  0(6^3)00  (04)0.  Die  äussersten  Lagen  der  System- 
geraden A  B  fallen  mit  den  von  O  aus  an  den  Ereis  (Z2)  gezogenen  Tan- 
genten OF^  OG  zusammen,  für  dieselben  ist  \p  =  arc (sin  =^  ±,-j  ^  x^ 

=zarc(co8  =  ±-\    Die  durch  O  zu  den  Badien  MF  und  MO  gezo- 


Y  =^r  sind"  —  77^        ^ ^ =:={ arsin-d'  —  ß{e  —  r co« ^) > 


(6) 
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genen  Parallelen  enthalten  mithin  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve 
(C),  sie  liegt  in  dem  Scheitel winkelraum  2.arc(co8-=—\ 
Die  Gleichungen  der  Curve  (F)  sind 

^2  _^  y.2 2  er  cos  i^  ,      /-«- »      .'   g  a^  /q'\ 

ecoaxT  —  r 
wobei  C08 y  =  -^    ^^^rL^  ,  cö^^  =-«n2y4.— --V^^^T^^,-,^'. 

Hiermit  ergiebt  sich 

für     ^  =      0  ^  TT  ?-7r  2;r 

2  2 


y  =      0  arcfcos  = ^r-  )  tt  arcfcos  = 7 ) 


2/1 


^2  ^  y.2  <?2_^y2 


^  r  r 


n 


3 


für     y  =      0  2  ^  2^  2;r 


^  ==      0  arc 


(  cöÄ  =  —  j  n         arc  (  co«  =—  j 


TT 


(*  =   e — r  QO  ^  4-  r  QO  e — r 

unsere  Cui*ve  schneidet  die  Polaraxe  zweimal,  in  den  Abständen  BOi 
zi^e  —  r  und  BO^  =  ^  +  r  vom  Ursprünge  B,  besteht  aus  zwei  Zweigen, 
welche  sich  auf  .beiden  Seiten  dieser  Axe  ins  unendliche  erstrecken  und 
auf  derselben  Seite  der  Ordinatenaxe  B  Y  liegen.  Ändert  sich  der  Winkel  ^ 
von  ^  =  0  bis  ^  =  2  n,  dann  ist  der  Lauf  der  Curve  (r),  Oi  r(ri)oc(r2) 

o^{n)^(r,)o,. 

Zweiter  Fall:  e  >  r.  (Fig.  10,  S.  28.)  Die  in  O  auf  O  J5  errich- 
tete Senkrechte  trifft  den  Halbmesser  MB  stets  innerhalb  des  Kreises  (Ä). 
so  dass  die  Curve  der  Moraentancentra  nur  endlich  ferne  Punkte  besitzt. 
Hier  kann  r  —  ^^ö^vi^nie  gleich  Null  werden,  weil  stets  r>  ecosO-bX, 

n       3 
was  nur  endliche  Fahrstrahllängen  q  bedingt.     Für  ^  =  0,  ^,  n^  ^ttt,  27r, 

et        2 

^2^2  ^  ^  ^ 

ist  q  =6»,  — ,  6», — ,  €.     Mit  r  cos  x>  —  e?  =  0  ist  cos  0-  ——<,  o  =  0 ,  welcher 
r       r  T 

Wert  von  q  bei  einem  vollen  Umlaufe  des  Punktes  B  zweimal  erscheint, 
wodurch  die  Curve  (C)  in  M  und  O  Doppelpunkte  besitzt.    Das  Maximum 

TT  3  e^ 

von  Q  tritt  ein  mit  ^  =  0  ^^^  ^  =  0^'   ^s  ist  q^ax  =^  — .    Beschreibt 

der  Strahl  MB  um  M  einen  vollen  Winkel  von  i^  =  0  bis  iJ^  =  2  tt,  dann 
ist  der  Weg  des  Momentancertrums  0  0'  MC'  OC'' MC'''  O. 

TT  3 

Aus  der  Gleichung  (3')  für  die  Curve  (r)  folgt  mit  ^  =  0,  ^,  tt,  ^7r, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  3 
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27r,  Q  =  r—'€^  2QO,  r-^e,  «oo,  r  —  e;  mit  e^  —  r^8in^^'=zO^  wird 
sin  y  =  -,  ö  =  r,  und  giebt  sin  ^  =  ±  -  die  Grenzwerte  des  Winkels  y 

T  T 

für  reelle  Werte  von  q\  Die  Curve  (r)  (Fig.  10,  S.  28)  ist  bezüglich  der 
Polaraxe  symmetrisch,  sie  schneidet  dieselbe  in  den  Abständen  (r  —  e)  mid 
(r  4-  e)  vom  Pole  B  und  besitzt  keinen  Doppelpunkt. 

Dritter  Fall:  e  =  r,  (Fig.  11,  S.  80).  Hier  sind  die  Polargleich- 
ungen der  Curven  {O)  und  (r)  (>  =  r,  und  ^'  =  2r,  erstere  Linie  fällt  mit 
dem  Führungskreise  {R)  zusammen,  letztere  ist  eine  Kreislinie  von  zwei- 
fachem Halbmesser  etc.  wie  unter  der  ersten  Lösung. 

VierterFall:^  =  0.  Die  Gleichungen  der  Curven  {€)  und  (r)  sind 
(>  =  0,  und  ^'  =  r  (1  ^itgO)^  woraus  folgt,  dass  das  System  um  dea 
Punkt  M  rotiert. 

Was  nun  die  Gleichungen  der  Bahnen  der  einzelnen  Systempunkte 
bei  diesen  Specialf&Uen  betrifft,  so  kann  deren  Aufstellung  mit  Rücksicht 
auf  die  (6)  und  die  erste  Lösung  dem  Studierenden  überlassen  werden.  Die 
Figur  12,  (S.  31)  giebt  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D. 


7.  Die  Bewegung  eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes  in  seiner 
Ebene  ist  so  beschaffen,  dass  eine  der  zwei  im  Punkte  P  fest  mit  ein- 
ander verbundenen  Systemgeraden  OP  und  PS  (Fig.  13),  welche  sich 
rechtwinkelig  schneiden,  immer  durch  den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere 
Gerade  P/S  an  einem  in  der  Ebene  des  Systemes  festliegenden  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  M  hingleitet.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  geome- 
trisch untersucht  werden. 

Wir  bezeichnen  den  wech- 
selseitigen Abstand  der  Punkte 
O  und  M  mit  ^,  den  Halb- 
messer des  Führungskreises  {U) 
mit  r,  und  wählen  die  Linie  OP 
als  eine  beliebige  Lage  der  durch 
den  Punkt  O  gehenden  System- 
geraden. 

Errichten  wir  in  O  eine 
Senkrechte  0  0  zu  OP  und 
legen  durch  den  entsprechenden 
Berührungspunkt  S  der  Geraden 
PS  mit  dem  festen  Kreise  {R) 
die  Normale  SM  zuP Ä,  dann 
schneiden  sich  die  Linien  O  C 
Figur  18.  und  SM  in  dem  entsprechen- 
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den  Momentancentrum  O.  Es  ist  nun  das  Dreieck  OCM  bei  C  stets 
rechtwinkelig,  seine  Hypotenuse  0M=  e  bleibt  für  alle  Lagen  des Systemes 
konstant,  mithin  ist  die  Curye  der  Momentancentra  ein  über  O  M  als  Durch- 
messer beschriebener  Kreis.  Mit  O  als  Ursprung  eines  rechtwinkeligen 
Coordinatensystemes,  dessen  Axen  OMX^  OY  A.OX,  letztere  positiv  nach 
oben,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  C^Od  =  X,  dC  = — Y,  so  dass  — 
2i.G0X^^  setzend  —  die  Gleichungen  der  Geraden  O  G  und  MS  sind 
y=  —Xtg  x>,  Y=^(X —  e)  cotg  i^.  Aus  diesen  Relationen  resultiert,  durch 
Elimination  des  Winkels  ^,  als  Gleichung  des  Ortes  der  Momentancentra 

^Y2-h  Y^  —  eX=Q,  (1) 

welche  dem  bereits  genannten  Kreise  angehört. 

Die  Curve  (r)  des  Systemes  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  2.0 M 
=  2  ^,  sein  Mittelpunkt  ist  für  die  gegebene  Lage  von  O  P  der  Eckpunkt 
Ol  des  in  dem  Kreise  (C)  liegenden  Rechteckes  OGMO^  denn  das  Vier- 
eck OGMOi  bleibt  für  alle  Lagen  des  Systemes  ein  Rechteck  mit  con- 
stanten  Diagonalen  0M~  GOy  =■€.  Weil  die  Curve  (F)  der  geometrische 
Ort  der  Eckpunkte  T  der  Dreiecke  POG  resp.  POT über  P O  ist,  wählen 
wir  zur  Ableitung  ihrer  Gleichung  das  Coordinatensystem  so,  dass  der 
Punkt  P  Ursprung,  die  Linie  P  O  Abscissen-,  der  Strahl  P  S  Ordiuaten- 
axe,  für  welches  PO  =  X,  Or=^Y,  die  Coordinaten  des  Punktes  r sind, 
und  setzen  2^0  0i  C  =  (f.  Dadurch  lassen  sich  die  Relationen  aufstellen 
X=  PO  =  POi  -f-  Ol  O  =  r  -r  ecosip^  Y=  esin<p,  womit  sich,  q)  eli- 
minierend, ergiebt 

(A'-r)«+  Y^  =  €K  (2) 

Verlegen  wir  den  Ursprung  nach  Oi ,  die  Axen  parallel  mit  sich  selbst 
verschiebend,  so  ist  für  dieses  Coordinatensystem 

X'^-h  Y^=t\  (2') 

die  Gleichung  der  Curve  (F),  welche  demnach  ein  mit  dem  Radius  e  um 
Ol  als  Centnim  beschriebener  Kreis  ist.  Die  Curven  (0)  und  (rj  sind 
von  der  Grösse  des  Führungskreises  (Ä)  unabhängig.  Die  Bewegung  des 
Systemes  kann  mithin  aufgefasst  werden  als  das  Rollen  eines  Systemkreises 
(r)  mit  seiner  Linenseite  auf  der  äusseren  Seite  eines  festen  Kreises  (C) 
von  halb  so  grossem  Radius. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist  durch  die  Bewegung  der 
Geraden  O  P  und  OiM\\  PS,  das  ist  durch  diejenige  des  Durchschnitts- 
punktes Ol  der  ebengenannten  Linien  geregelt.  Wir  wollen  daher,  zum  Zwecke 
der  Aufstellung  einer  Gleichung  dieser  Bahn,  das  bewegliche  Coordinaten- 
system so  annehmen,  dass  Oi  Ursprung,  die  Geraden  OO^P Xx^,  MOiYi^ 
positiv  im  Sinne  der  Buchstabenfolge,  Axen  desselben  sind,  als  festes  Coor- 
dinatensystem das  oben  gewählte  beibehalten.  Die  Coordinaten  des  Punktes 
D  seien  für  diese  beiden  Systeme  «,  ß  und  -JT,  Y\  der  von  den  beiden 
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Abscissenaxen  eingeschlossene,  veränderliche  Winkel  sei  gleich  ^>.  Sind 
nun  m,  n  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges  Oi,  dann  ist 

^  =  m  -+-  «  C08  &  —  ß  sin  ^,  Y  =^n-^  a  sin  &  -h  ß  cos  &. 

Weil  aber  die  Polargleichung  des  Kreises  (C),  auf  welchem  sich  der  Ur- 
sprung Ol  bewegt,  Q^=ecos&  für  das  leicht  zu  erkennende  Goordinaten- 
system  ist,  so  haben  wir  m  =  q  cos  x^  =  e  cos^  ^^n  =^  q  sin  ^  =  <»  sin  &  cos  ^, 
mit  welchen  Werten  sich  ergiebt 

Jir=  ecos^xh  4-  acosx^  —  ß sin-d-,  Y~  esind'cosd'  4-  asinO-  -h  ßcosx^. 
Durch  Elimination  des  Winkels  ^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

1^2+  Y^^eX\'  =  \aY  —  ß(X—e)\^^\aX-^ßY\\       (3) 

welches  die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  der 

auch  die  Form  gegeben  werden  kann 

X*-2eX^+{€^  —  a^'-ß^-^2Y^)X^  —  2eXY^-^2ß^eX-^2aß€Y 

—  («2  ^  /92)  Y2  _^  y4  __  ^2  ^2  ^  0.  (3') 

Die  Bahnkurve  (£>)  ist  mithin  vom  vierten  Grade,  ihre  Gestalt  ist  aus  der 
Figur  ersichtlich.  Befindet  sich  der  Systempunkt  auf  der  Geraden  OP^ 
dann  ist  ß  =  0,  folglich  die  Gleichung  seiner  Bahn 

\X^-h  Y2_  eX\^  =  a^\X^-h  Y^ 
oder  X^  —  2^^»  -+-  (<?«  -  «^  +2  Y^)X^  —  2eXY^  —  ««  Y^-h  Y^=0. 
Die  Curve  schneidet  die  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  X=^e±a,  Y  =  0, 
und  X=0,  Y=  ±a. 

Die  Coordinaten  a,  ß  des  Punktes  P  sind  r,  0,  er  beschreibt  die  so- 
genannte Fusspunktcurve  des  Kreises  (J3),  deren  Gleichung  ist 

I X^  +  Y»  —  ^  JTj«  =  r2  \X^  +  Y«}, 
sie  schneidet  die  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  X=e±i.rj    Y=0, 
und  jr=  0,  Y  =  ±r.    Bezüglich  der  festen  Abscissenaxe  sind  die  Bahnen 
aller  Punkte  («,  0)  symmetrisch. 

Wenn  a  =  ß  =  0  ist,  so  fiült  der  Systempunkt  mit  dem  Ursprünge 
Ol  zusammen,  die  Gleichung  seiner  Bahn  (Oi)  ist  X^ -h  Y^  —  eX=^0^ 
diejenige  der  Curve  (C). 

Mit  a^  -h  ß^  =  e^  liegt  der  Systempunkt  auf  dem  Kreise  (r),  es  ist 

die  Gleichung  seiner  Bahn  

(^2  4- Y«  -  €X:)'^:=^\aY-{X—e)^[e^~-a^Y  +  {«  A^+  Y  V'^-^^jz, 
und  wenn  a  =  ^  ist 

U'2  +  Y«  —  ^  A')*  =  ^^(-f  ^  +  Y2), 
oder  J:*~2efjr8  +  (2X2.^2^^— ^2)  Y2+  Y4  =  0. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  relative  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes D  ermitteln.  Damit  wir  zu  der  Gleichung  dieser  Bahn  gelangen 
können,  haben  wir  uns  das  Coordinatensystem  mit  den  Axen  Oi  Xx ,  Oi  Yi 
als  fest,  dasjenige  mit  den  Axen  O  JT,  O  Y  als  beweglich  vorzustellen ,  so 
dass  a  und  ß  jetzt  die  laufenden  Coordinaten  sind.   Aus  Gleichung  (3')  folgt 
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(^2  -f-  y2)«2  _^  2e  Yaß  -h\(JC—€)^  -h  Y^\ß^  =  {JX^  -^  F^  _  ^^)2^ 
oder  Aa^  -hBaß-h  Cß^  =  F. 

Diese  Gleichung  zweiten  Grades  sagt,  dass  die  relative  Bahn  des  Punktes  D 
ein  Kegelschnitt  ist.  Weil  in  ihr  die  Glieder  der  ersten  Dimension  von 
a  und  ß  fehlen,  fällt  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge  Oi  zusammen; 
ferner  ist  ^^  —  4 .  ^ .  C  =  —  4  ».Y«  +  Y 2  _  ^  ^12^  also  negativ ,  folglich 

ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse. 

Die  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  dieser  Ellipse  ist  Sache  der  analytischen 
Geometrie,  beide  sind  gegeben,  wenn  wir  die  Bichtung  und  Grosse  der  Hauptaxen 
kennen. 

Bezeichnet  9>  den  Winkel,  welchen  die  eine  Hauptaxenrichtung  mit  der  Abscissen- 

B  2  r 

axe  Ol  Xl  einschliesst,  so  ist       tg2q)  =- j^  =  ^-^= — . 

Um  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  ihre  einfachste  Form  zu  bringen,  haben  wir  die  Re- 
lation zu  bilden 

ä2  — 2(^H-C)2?-^-h4^C=0; 
d.  i.  Ä2  — 2}2(X2+  r2-cX)4-e2|Ä-f-4(X2-h  y2-eX>2  =  0, 

und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  zu  suchen,  welche  sind 

^ll==2(X2-h  T^^eX)-he^±ey4{X^-\-~Y^'-ixyi^^~. 

Bezeichnen  jetzt  1;^  und  ^  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Ellipsenpunktes  für  die 
Hauptaxen  als  Coordinatenaxen,  dann  ist  die  Gleichung  unserer  Curve 

iii' 1^2 -h  iÄ"  r«  =  (X2  4- r2  -  c  X)2, 

oder  .  -^^  4- = -^.  =  1, 

(2(X2  4-y2_cX)2i2 


^p.-Hr^-aA)y    ^ji 


R" 

/2 


so  dass  ihre  Halbaxenlangen  a  =:  (X2  +  Y2  —  c  X)l/  i^,  6  =  (X2  h-  yz  —  «X)  1/  -^„- 

Damit  sind  die  nötigen  Daten  zur  Berechnung  und  Konstruktion  der  relativen  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunktes  D  gegeben. 

Ist  z.  B.  e  =  1,  X  =  3,  F  =  6,  so  bekommen  wir  für  die  relative  Bahn  {D)  die 
Gleichung 

45  a2  H-  12  a  (i  -h  40  /?2  ==  1764. 

Daraus  folgt  R  =  98,  Ji^'  =  72,  womit  die  Richtungen  der  Hauptaxen  sich  bestimmen 
durch  cotg  ^j  =  ^,  ^-^  =.  1  •  5,  es  ist  ^i  =  83o  41'  24-  2",  q^.^  =  1230  41'  24  •  2".    Die  auf 

»2         ^2 

die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung  der  Ellipse  lautet  1^  +  ^  =:=  1,  so  dass  a  =  6,  6=7. 

Die  hier  behandelte  Bewegung  ist  die  Umkehrung  der  unter  1  be- 
trachteten Bewegung,  dort  rollt  der  Kreis  (r)  in  dem  Kreise  (C),  sie  ist 
wichtig  ffir  die  Konstruktion  der  Ovalwerke  (Ellipsendrehbank),  welche 
Leonardo  da  Vinci  erfand. 

Siehe  auch:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc.  B.  1.  S.  237.  etc. 
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8.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
in  der  Weise,  dass  die  eine  der  zwei  Systemgeraden  OF^  PS,  welche 
einen  beliebigen  spitzen  Winkel  O  P  S  =  y  mit  einander  einschliessen, 
stets  durch  den  festen  Funkt  O  geht,  die  andere  Linie  PS  b.u  einem  in 
der  Ebene  der  Bewegung  festliegenden  Kreise  (12),  dessen  Mittelpunkt  M 
nicht  mit  O  zusammenfällt,  hingleitet.  Die  Curven  (C),  (F),  (2>)  und 
die  relative  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  sollen  bestimmt  werden. 

Es  sei  (Fig.  U)Oif=^, 
derBadius  des  Führungskrei- 
ses (R)  =  r,  O  P,PS  seien 
die  augenblicklichen  Lagen 
der  die  Bewegung  des  Sy- 
stemes  bedingenden  Ge- 
raden, von  denen  die  letz- 
tere (R)  in  S  berührt. 

Curve  der  Momen- 
tancentra.  Ziehen  wir  die 
Strahlen  OCJ_OjP,  SMC 
_lPS,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  Momentan- 
centrum C,  und  machen  wir 
Figar  u.  noch  dic  Linie  MOi  ||  PS, 

so  entsteht  das  Kreisviereck  OOMOi,  denn  die  Winkel  COOi  und 
CM  Ol  sind  rechte  Winkel,  der  Mittelpunkt  N  des  umschriebenen  Kreises 
liegt  auf  der  Diagonale  COi.  Wir  nehmen  durchweg  das  in  der  Ebene 
der  Bewegung  feste  Coordinatensystem  so  an,  dass  der  Punkt  O  Ursprung, 
die  Gerade  O  M  Abscissenr,  die  zu  ihr  normale  Gerade  O  Y  Ordinatenaxe, 
beide  positiv  nach  der  Buchstabenfolge.  Die  Coordinaten  des  Momentan- 
centrums C  sind,  mit  Cpj^OJ^,  Op=-X,  pC=  —  Y.  Setzen  wir 
2i.M0C=^g>,  beachten,  dass  4;  O Oi  3f  =  y,  also  2i.OCM  =^2n  —  y, 
folglich  2^  C3/A'=  2  7r4- 9)  —  y,  dann  bestehen  für  die  Geraden  ()C 
und  M  S  die  Gleichungen  Y  =  —  Xtg  tßj ,  und  Y  =  ( Jl'  —  e)  tp  (y  —  y), 
aus  welchen  durch  Elimination  von  <f  folgt 

A-^-f-  Y^  —  eiX-r-  Ycotffy)  =  0,  (1) 

welches  die  einen  Kreis  bedeutende  Gleichung  der  Curve  (C)  ist  Dieser 
Kreis  geht  durch  die  Punkte  O  und  Jf,  denn  für  F  =  0  ist  A"=  0  und 
=  <»;  mithin  ist  die  Curve  (C)  der  dem  Vierecke  OCMOi  umschriebene 

e  e 

Kreis.  Die  Mittelpunktscoordinaten  dieses  Kreises  sindo^o  =2»2/o  =0  ^^'.^  Y* 

Verlegen  wir  den  Coordinatenursprung  durch  Parallelverschiebung  der 
Axen    nach    diesem   Punkte    und  bezeichnen   die   laufenden   Coordinaten 
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des  Kreises  für  das  neue  CoordinateDsystem  mit  oc^y,  dann  ist  die  neue 
<jleichung  der  Curve  (C)  x'^ -^  y^  — -^  e^  cosec^  y\  daraus  folgt,  dass  der 

Eadius  der  Curve  {C)  gleich  -Kecosecy  und  die  Diagonale  COi  des  Vier- 
eckes OCMOi  gleich  ecoj^ecy,  also  konstant  ist. 

Die  Curve  (F).  Um  diese  Systemcurve  zu  erhalten,  haben  wir 
Ton  P  aus  über  PO  sämtliche  Dreiecke  POC  zu  verzeichnen,  ihre  Eck- 
punkte C  resp.  r  geben  den  Ort  der  Punkte  r.  Mit  Zugrundelegung 
eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes ,  dessen  Ursprung  P^  dessen 
Abscissenaxe  P  O ,  dessen  Ordinatenaxe  P  Ä,  und  setzend  2i0  0i  C=xp, 
Ol  C=^  a,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  r,  welcher  augenblicklich  mit 
-C  zusammenfällt ,  JL=:r  cosee  y  -h  acostp,  Y  =  a  sin  \p ,  womit  sich  als 
Oleichung  der  Curve  (F)  ergiebt 

Jl^ -h  Y'^  —  2r  co8€C y .  X  =^  a^  —  r^coaec^y^  (2) 

welche  demnach  ein  Kreis  mit  den  Mittelpunktscoordinaten  xa^reosecy^ 
Vo  =  0  ist,  welche  Coordinaten  dem  Punkte  Oi  angehören.  Mit  dem  nach 
Ol  als  Anfangspunkt  verschobenen  Coordinatensysteme  bekommen  wir  die 
Oleichung 

X^^Y^=a'^  =  e^  cosec^  y.  (2') 

Dass  die  Curve  (r)  ein  um  Oi  als  Mittelpunkt  mit  .dem  Badius 
Ol  C^=e  cosec  y  beschriebener  Kreis  ist,  konnte  aus  dem  unveränderlichen 
Abstände  des  Punktes  O]  von  dem  Momentancentrum  (7,  während  der 
ganzen  Bewegung  des  Systemes,  auch  sofort  gefolgert  werden. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  2>.  Die  Gleichung 
dieser  krummen  Linie  suchen  wir  ganz  ebenso  wie  in  dem  vorhergehenden 
Ealle  auf.  Wir  nehmen  das  bewegliche  rechtwinkelige  Coordinatensystem 
so  an,  dass  Oi  Ursprung,  Oi  PJTi  Axe  der  JCi,  Oi  Yi  Axe  der  Yi,  für 
welches  Oi  2>'  =  a,  D'  D  =  ß  die  Coordinaten  des  Punktes  D ,  während 
für  das  feste  Coordinatensystem  Oq  =  JT,  qD  =  Y  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  sind,  setzen  2^jriO JC=0-^  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Ursprunges  Oi ,  Ot  =  m,  tOi  =  n.    Damit  erhalten  wir 

A''=  m  -h  a  CO8  &  —  ßsin  ^,         Y  =^  n -{-  a  ein  x^-  -^  ß  cos  vh. 

Die  Polargleichung  des  Kreises,  welchen  der  Ursprung  Oi  beschreibt, 
ist  g  =  e{cos& -h  cotffysin^),  wenn  O  Pol,  OA'Axe,  ^Winkel,  (>  Fahr- 
strahl  des  Polarcoordinatensystemes ,  mithin  sind  die  Coordinaten  des 
Punktes  Oi 

in  =  Q  cos  vß"  =  e  {cos  0-  -h  cotg  y  sin  &)  cos  &^ 
n  =  ^  sin  0-  =  e  {cos  &  ■+■  cotg  y  sin  xf-)  sin  vß. 

Diese  Werte  von  m  und  n  in  die  Gleichungen  für  JC  und  Y  sub- 
stituiert giebt  mit  e  cotg  y  =  fx 


(3> 


(3'> 
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X^=-e  co8^  ^  -4-  jii  sin&cos  &  -+■  a  cos  &  —  ß  sin  ^, 

Y=  e  sin  &  cos  0-  -h  fi  sin^  &  -h  a  sin  &  -{-  ß  cosx)-. 

Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  den  veränderlichen  Winkel 

^,  so  folgt  als  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes 
j^2  +  y2_  ^^_  ^  yj2  ^  |„  y_^(^_  ^)|2 

-h\aJ^^ß{Y•-fl)\^ 
welche  vom  vierten  Grade  ist  und  in  nach  Potenzen  von  ^geordneter 
Form  lautet 

—  2\€Y^—efAY—ß{ße-hua)[2r—2ß(ae'^lLiß)Y 

—  (a2  4-  ^2  _  ^2)  Y2  _  2^  1-3  ^  y4 

Einen  Spezialfall  herausgreifend,  erhalten  wir  mit  «  =  rcosecy,  ß  =  0^ 
die  Bahn  des  Punktes  P  durch  die  Gleichung  dargestellt 

\J[^+Y^  —  ejr—fiY\^=^r^co8ec^y(JC^-h  Y% 

Die  Figur  14  zeigt  sowohl  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes. 
D,  als  auch  diejenige  des  Punktes  P. 

Die  relative  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>.  Diese 
erhalten  wir  dadurch,  dass  wir  das  Coordinatensystem  A^i  Oi  Yi  als  fest,, 
dasjenige  J^O  Y  als  beweglich  ansehen,  also  a  und  ß  zu  laufenden  Coor- 
dinaten  maqjien,  ihre  Gleichung  folgt  aus  (3'),  deren  Glieder  wir  einfach 
nach  a  und  ß  zu  ordnen  haben,  was  giebt 
(JC2-f.  Y^)a^-\-2{eY—fiJC)aß'h\(j:'-e)^-^  Y^  —  2fiY-hfi^\ß^ 

=r  (A^4-  Y^  —  eJT—fiY)^ 
oder  Aa^-hBaß-h  O ß^  =  F. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieser  Curve  zweiten  Grades  sind 
«0  =  0,  /9o  =  0,  ferner  ist  B^  —  4. ^.C  =  —  4(^2  -f-  Y^  —  eJC-h  fi  F)«. 
Daraus  folgt, «dass  die  relative  Bahn  des  Punktes  D  eine  Ellipse  mit 
dem  Mittelpunkte  im  Coordinatenursprunge  Oi  ist. 

Die  Richtung  der  Hanptaxen  dieser  Ellipse  bestimmt  sich  mittelst  der  Belatioik 

ferner  ist  ihre  Hauptaxengleichung 

-l-Ä' 1^2-1-^72- j2=.(X2-|-  Yi-eX~,x  r)2, 

wo  R'  und  R"  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 


JB  =  |2(X2  4-y2_eX— ^  DH-eä-H/u 


2' 


±  y4(X2-i-r2~-eJC)(c2-H^2)-|-4/u|(c2  — 4X2-f-^2)~r-t-  eiu2|-,-e4  +  ^4  ^ 

Die  hier  behandelte  Bewegung  ist  die  ümkehrung  der  unter  2  be- 
trachteten Bewegung,  j 

TT 

Mit  y  =  -H- ,  also  <?ö;^  y  =  0,  wird  f.i  =  €  cotg  y  =  0,  sämtliche  Glie- 
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der  mit  fi  verschwinden  in  diesem  Falle  und  die  sich  ergebenden  Glei^ 
chungen  reduzieren  sich  auf  die  entsprechenden  des  vorhergehenden  Problems» 
denn  die  Systemgeraden  OP  und  PS  stehen  jetzt  senkrecht  aufeinander.. 

9.  Die  Bewegung  eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes  in  .seiner 
Ebene  ist  so  beschaffen,  dass  eine  seiner  Geraden  PB  stets  einen  feste» 
Kreis  (Äj)  im  Punkte  P  berührt,  während  ihr  Punkt  B  einen  festen 
Kreis  (R2)  beschreibt.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll  in  geometrischer 
Hinsicht  untersucht  werden. 


Figar  15. 

Es  sei  (Fig.  15)  O  der  Mittelpunkt  des  von  der  Systemgeraden  P  B 
im  Punkte  P  berührten  Kreises  (Äi)  vom  Kadius  ri,  M  derjenige  des 
Kreises  {B2)  mit  dem  Halbmesser  r^,  welcher  von  dem  Systempunkte  B 
beschrieben  werden  muss,  OM=e. 

Die  Curve  der  Momentancentra.  Für  die  gegebene  Phase  ist 
der  Durchschnittspunkt  C  der  Strahlen  O  P  und  MB  Momentancentrum. 
Behufs  Aufstellung  von  Gleichungen  der  Curve  (C)  nehmen  wir  ein  Polar- 
coordinaten-  und  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  so  an,  dass  der 
Punkt  O  Ursprung,  die  Gerade  OMX  Polaraxe,  resp.  Abscissenaxe,  die- 
zu  ihr  senkrechte  Linie  OQ  Ordinatenaxe ,  die  Bichturtg  dieser  Linien 
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positiv  nach  der  Buchstabenfolge  denkend ,  2Jl  MO  (7  =  ^  Polarwinkel, 
OC  =,q  Fahrstrahl.  Femer  verlängern  wir  ^  P  bis  zum  Schnittpunkte 
N mit  der  Polaraxe,  setzen  2j: MB  Ar=  <p,  2j:  PNÖ  =  4^^,  2^,0 CM=^ <J, 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  C  =  JT,  F.  Weil  die  Drei- 
ecke NFO  und  CPB  bei  P  rechtwinkelig  sind,  erhalten  wir  mit  Be- 
rücksichtigung der  Figur 

n       ^    ^       n                         NM                NO-^OM 
^1  =  o"  ~"       ^  ~  2" ""^'  ^^^  ~  IdB ^^^  ^^  " Wb  —  ^^*  ^ 

Vi   -^  €  €08  &  ^  1        r — 

= »    sin o  =  cos y  =  -—  yvt^  —  (ri  +  e cosS-j^ 

Vi  -h  e  cos  x^ 
cos  d  =  sin  q>  = 

Femer  ergiebt  sich  durch  das  Dreieck  OMC 

^^  ^  ,  e  sin  (&  4-  d) 

0  C:  OM=sin{d'  ■+-  d) :  sin  6,        oder  g  = t-t — - 

^  '  ^  smö 

Daraus  folgt  durch  Elimination  des  Winkels  S 

2       o  €L        o  {ri -h  e cos &)^ — r2^cos^O^ 

^  ^  r^^  —  {ri  -h  e cos &)^  ^^ 

welches  eine  Polargleichung  der  Curve  (C)  ist.     Setzen  wir  in  (1)  qcos& 

=  A",  Q  sin  d^  =^Y  mxlSl  entwinkeln,   so  erhalten  wir  als  deren  Gleichung 

für  rechtwinkelige  Coordinaten 

=  |[A2-h  Y«  — 2^A^][(A'2-|- y2)(ri2— r22)-.^2^  I        ^g) 

Die  Curve  (r)  des  Systemes,  welche  auf  der  Curve  {C) 
rollt.  Diese  krumme  Linie  erhalten  wir  durch  Eonstmktion  sämtlicher 
Dreiecke  BPC  von  B  aus  über  B N,  ihre  Eckpunkte  C  resp.  r  geben 
«den  Ort  der  Punkte  F.  Zur  Bestimmung  einer  Gleichung  der  Curve  (F) 
legen  wir  ein  Polarcoordinatensystem  zugrunde  mit  dem  Pole  B,  der 
Polaraxe  BP N,  dem  Fahrstrahle  BC  =  q\  dem  Polarwinkel  CBP  =  g>. 
Beachten  wir,  dass 

ri  -h  e  cos  0-  ^  r.       ^2  ^i^  <P  —  ^i  /       P  4"  **! 

^in  cp  = ,        also  cos  ^  = ,       g  =  — ; i 

r2  e  sinip 

«0  bekommen  wir  mit  (1),  nach  einer  kleinen  Sechnung,  die  Polargleichung 
^'2  —  2r2  Q  =  }e?*  —  r2^  —  ri  *  H-  2ri  ^2  «m y  j «<»<?* ^.  (3) 

Zu  rechtwinkeligen  Coordinaten,  mit  B  als  Ursprung  und  der  Polar- 
axe als  Abscissenaxe ,  von  (3)  übergehend,  finden  wir  die  Gleichung  der 
Cui-ve  (r) 

(A'«  +  Y'^)\X^  -*-  ri  2  -♦-  r«^  —  ^8  j2  r*  =     4  rg^  { A^«  Y-h  n  p.     (4) 

Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  Z>. 

Wir  wählen  das  mit  dem  Systeme  sich  bewegende  rechtwinkelige  Coor- 
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dinatensystem  so,  dass  jff  dessen  Ursprung,  die  Linien  PBXi,  J5  Yi  -LJB  A'i, 
erstere  positiv  von  links  nach  rechts,  letztere  positiv  nach  oben,  Axen  der 
Xi,  Yi  sind.  Zu  festen  Coordinatenaxen  nehmen  wir  die  Linien  OMX 
und  OYi^O  X,  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  D  für  das  erstere 
System  mit  a,  ß,  diejenigen  fQr  das  letztere  mit  X^  Y  und  den  Winkel 
BNX^  welcher  früher  ^i  genannt  wurde,  hier  mit  &.  Die  Coordinaten 
;ro,?/o  ^^  beweglichen  Ursprunges  sind 

a?o  =  ^  +  r2  cos  (^  -»-  r/),  yo  =  »"a  ^'«  (^  +  ^)i 
und  wenn  wir  die  oben  für  8in<p  und  coa^  angeschriebenen  Werte  be- 
achten 

^Q  =  <?  coH^  ^  —  Vi  sin  ^  4-  cos  ^  yr^  ^  —  {r\  -H  e  sin  ^)*, 

.Vo  =  (^  ^'*i  xA  +  f'i )  coÄ  v^  -+-  sin  ^  'V^r2  ^  —  (ri  -»-  ^  «m  v>)-. 
Für  die  Coordinaten  Xy  Y  des  Systempunktes  D  erhalten  wir 
JT  =  a?o  +  a  cos  x)-  —  ß  sin  S',  Y=.yQ  +  a  sin  xh  -h  ß  cos  d^, 

oder,  mit  den  Werten  von  a?o  und  y^, 

X=  \ecos  0-  -h  a  -h  \^r2  *  —  (r^  -he  sin  &)^}  cos  & 

—  iß  -\-  ri)sind'^ 
Y=  {esin^-{-  ß  +  n)  cos& 

Diese  zwei  Gleichungen  zusammen  geben  die  Bahn  des  Punktes  Z> ; 
€S  sind  für  gegebene  Werte  von  &  mit  ihrer  Hilfe  die  Coordinaten  X,  Y 
dieses  Punktes  zu  berechnen ;  eine  aus  ihnen  abgeleitete  einzige  Gleichung 
zwischen  X  und  Y  ist  unpraktikabel. 

Befindet  sich  der  fragliche  Systempunkt  auf  der  Geraden  B  P,  dann 
ist  ß  =  0,  und  sind  die  Gleichungen  seiner  Bahn 

X  =\ecosO'  -h  a  -h  V^'a ^  —  (»^i  -t-  c sin  ^)*  j  cos  x^ 

—  Vi  sin  -3-^ 
Y  =  (e  sin  &  -+-  7\)  cos  & 


(5) 


(6) 


-f-  I  a  +  V"r2  2  —  (rj  -t-  e  sin  ^Y  \  sin  ^. 

Wir  haben  die  Gleichungen  der  Cm-ven  (C),  (f)  und  (2>)  ermittelt, 
ohne  auf  das  Verhültnis  der  Grössen  e,  ri  und  r2  zu  einander  Rücksicht 
zu  nehmen,  so  dass  die  gefundenen  Besultate  ganz  allgemein  gültig  sind. 
Die  Gestalt  dieser  Curven  lässt  sich  bequem  durch  ihre  Verzeichnung  er- 
kennen, sie  ist  abhängig  von  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Kreise 
(ßi)  und  (/?2)^  sowie  von  dem  Verhältnisse  der  Durchmesser  dieser  Kreise. 
Einige  Spezialfälle  sollen  hier  etwas  näher  betrachtet  werden. 

Erster  Fall:  e>ri  -+■  r2,  rz  >  n  (Fig.  15,  S.  41).  Hier  liegt  der 
Kreis  (/?i)  ganz  ausserhalb  des  Kreises  {R2).  Die  Bewegung  des  Systemes 
bleibt  dieselbe ,  gleichviel  ob  ri  §.  r2  ist.  Die  Bewegung  der  System- 
geraden B  P  erfolgt  zwischen  einer  äusseren  und  einer  inneren  Tangente 
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an  die  beiden  Kreise  (Ri)  und  (Ä2)i  so  dass,  wenn  der  Punkt  B  den 
Kreis  (Ä2)  im  Sinne  des  Pfeiles  beschreibt,  der  Berührungspunkt  P  nicht 
den  ganzen  Umfang  des  Kreises  (Rz)^  sondern  nur  einen  Bogen  Po  P'o 
desselben  durchläuft.  Die  Winkel,  welche  diese  Grenzlagen  der  Geraden 
BP  mit  der  Abscissenaxe  einschliessen ,  lassen  sich  bequem  bestimmen» 
Denken  wir  uns  durch  Pq,  d.  i.  der  der  äusseren  Grenzlage  entsprechende 
Punkt  P,  zu  OJCeme  Parallele  gezogen,  so  erhalten  wir  das  rechtwin- 
kelige Dreieck  Pq  Bq  So  mit  einem  Winkel  ^1  bei  Pq?  för  welchen  sin&i 

1*2  ""~  ^1 

= 1  womit  die  äussere  Grenzlage  bestimmt  ist.     Für  die  innere 

Grenzlage  haben  wir  zufolge  der  Ähnlichkeit  der  rechtwinkeligen  Dreiecke 
O  Fo  Ä'o  und  MB'o  S'o,  wenn  41  P'o  Ä'o  O  =  ^2.  O  Ä'o  =  o?  gesetzt  wird» 

9*1  -4-  r2 

ri  :x  =  r2:{e  —  iv)  =  sin ^2 »    woraus  sin  &2  =  •     ^^^  von  dem 

Punkte   P  durchlaufene   Bogen   Pq  F  0    ist  gleich  r2    (^^i    -h   ^2)  = 

ri  !ar(7(  «/n  = ^  )"^  arclsin  =-^^ -)\.     Die  den  Grenzlagen  von 

B  P  entsprechenden  Kichtungen  des  Fahrstrahles  q  der  Curve  der  Momen- 

tancentra    bestimmen    sich   durch    die   Relationen   cos  x>  = ,  und 

Ti  4-  r2 
cos  0^  =  ^         --•     Aus   der   Gleichung   (1)   folgt  für   die  Länge   des 

Cr 

Kadiusvektor  der  Curve  (C)  bei  gegebenem  Polarwinkel 

e  (ri  -he  cos  6^)  sin  vA 

Q  =,  e  cos  &±,    ' — ^^^ ^      — • 

y  ^2 ^  —  {^1  -h  e  cos x^)^ 

Der  Polarwinkel  Ifegt  zwischen  ^  =  arcfcos  =  ±.— —  ^- jund^=  arc{cos 

=  ^  — ) ,  die  Curve   befindet  sich  innerhalb  der  von  den  Strahlen 

e      J 

OPo  und  OPo'  begrenzten  Flächenräume  mit  den  Winkeln  arc  (sin  = 

\  H-  arc  {  sin  =  — ~  j.   Wir  bekommen  für  cos  ,>  =  -^-    -  ^  und 

cosO-  = — ,  Q  =  QC,  {\\r  0^  =  ^,  und  &  =  :^n,  Q  =  —:=^.^-~ 

€  ^  ^  yj  T2^ — rt* 

dieser  Fahrstrahllänge  entsprechen  die  Curvenpunkte  F  und  ö,  welches 

die  Schnittpunkte  der  Curve  (C)  und  der  Ordinat«naxe  sind.    Für  (>  =  0» 

erhalten  wir  cos  x^  =  —  -^-     ,  und  cosd-^  —     ^^    ,  wobei     ^^      < 

^ -+■  ^2  e  —  Ti  €'hT2 


€ 


•l^t 


1  -+■  ^2     „„^        ^1         ^  n   -+-  ^2 


,  und <       —  *,  so  dass  der  Punkt  O  ein  Doppelpunkt  der 

e-'T2  €  rr     r 
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Curve  ist.  Dieser  Wert  von  q  tritt  ein,  wenn  der  Punkt  B  mit  den 
Schnittpunkten  Bi  und  B2  des  Kreises  (R^)  und  der  Centrallinie  O  M  beider 
Kreise  zusammenfällt.  Lassen  wir  das  System  sich  in  der  Weise  bewegen, 
dass  der  Punkt  B  von  Bi  aus  seine  Bahn  im  Sinne  des  Pfeiles  durch- 
läuft, so  rückt  das  Momentancentrum  von  O  aus  nach  F^C^iC)  und  ge- 
langt ins  Unendliche,  wenn  der  Punkt  B  in  Bq'  ankommt.  Bewegt  sich 
der  Punkt  B  nun  von  Bq'  aus  nach  Bi  hin,  dann  geht  das  Momentan- 
centrum aus  Qo  nach  (Ci),  ö,  O;  beim  weiteren  Fortschreiten  nach  B^ 
durchläuft  der  Punkt  C  die  Bahn  0(C2)qo;  schliesslich  durchfährt  dieser 
Punkt  das  Curvenstück  ao  (C3)  O,  wenn  der  Punkt  B  seinen  Bogen  JBo  Bi 
zurücklegt.  Damit  ist  die  Curve  (C)  und  die  Bewegung  des  Momentan- 
centrums charakterisiert. 

Für  den  Lauf  der  Curve  (r)  des  Systemes  ergiebt  sich  das  folgende ; 
Aus  ihrer  Polargleichung  (3)  ersehen  wir,  dass 

g'  =  ro  ±  — yfe^  —  (r2  sin  w  —  ri  )2. 

€08  <p 

9*1    — i~  €  COS  x)" 

Die  Winkel  gj  und  ^  stehen  zueinander  in  der  Beziehung  sin  a>  = 

Für  die  Grenzwerte  von  d^  haben  wir  cos  &  =       — - ,  und  cos  &  = 

e 

^ -,  die  entsprechenden  Werte  von  y  ergeben  sich  aus  'sinq)  =  ±  1, 

CT 

SO  dass  dieselben  sind  «>  =  ^r  und  «)  =  —  tt.  Mit  «>  =  0  ist  cos  ^  = -^ 

^'  =  r2  ±V<^'^  —  ^1^1  ^s  sind  daher  die  Abstände  der  Schnittpunkte  -rii 
und  A2  der  Curve  (r)  und  der  Polaraxe  vom  Pole  BAi  =  r»  -f-  Y^i  — n  '^, 

B  Az  =  ^e^  —  7'i  *  — •  r2.     Mit  9  =  0  "^^  y  =  "o  ^  ^^*  (>'  =  Q^ ,   der 

crstere  Wert  korrespondiert  q,  wenn  dieser  Fahrstrahl  normal  zur  äusseren 
Tangente,  der  letztere,  wenn  er  senkrecht  zur  inneren  Tangente  an  beide 

Kreise  ist.     Für  0  =  0  ist  cos -3-= ^ —  und  = —  - ,  die  ent- 

e-^r^  €  —  r2 

sprechenden  Werte  von  9  ergeben  sich  aus  sin  y  =  -  --  -,und  —    ^  -,  die 

zugehörigen  Fahrstrahllängen  der  Curve  (r)  sind  ^'  =  ^  ±  r2,  Oq  und  O'o 
sind  die  Endpunkte  dieser  Radiivektores.  Von  Interesse  sind  noch  die- 
jenigen Punkte  von  (r),  welche  den  Punkten  F  und  G  von  {C)  ent- 
sprechen, für  welche  ^  =  ^  und  -^  n  ist.     In  diesem  Falle  haben  wir 

^in  (f  =  — ,  (»'  =  r2(l±    /. - ),  F'  und  ö'  sind   die  zugehörigen 

^2  V        Vr2*  —  ri^' 


I 
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Vierter  Fall:  ^^n,  e-^vi  <r^.    (Fig.  16). 


Punkte  von  (r).  Bewegt  sich  der  Punkt  B  der  Systemgeraden  B  P  von 
Bi  aus  im  Sinne  des  Pfeiles  einmal  auf  seinem  Kreise,  so  ist  der  Lauf 
der  Curve  (r)  0^  F'  r{r)  cx)(ri)  ö'  ^2  O'o  (r2)Q0  in)  Ai  Oo. 

Die  Bahn  eines  beliebigen  im  Endlichen  gelegenen  Systempunktes 
D,  welche  die  Gleichungen  (5)  bestimmen,  ist  die  geschlossene  Curve  (2>). 
Die  Bahn  (£)')  eines  auf  der  Systemgeraden  BP  liegenden  Punktes  D' 
ist  mittelst  der  Gleichungen  (6)  zu  berechnen. 

Zweiter  Fall:  ^  =  n  +  r^.  Hier  berühren  sich  die  beiden  Kreise 
(JF?i)  und  (jßs)  äusserlich.  Eine  Modifikation  der  Bewegung,  rücksichtlich 
des  ersten  Falles,  tritt  nur  in  sofern  ein,  als  die  Berührungspunkte  der 
inneren  Tangente  jetzt  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  welcher  auf  der 
Centralen  OM  sich  befindet.  Die  Curve  {€)  nähert  sich  asymptotisch 
der  Abscissenaxe. 

Dritter  Fall:  ^  =  r2,<ri.  Der  Kreis  (^^2)  berührt  die  Ordinalen- 
axe  und  schneidet  den  Kreis  (Ri).  Jetzt  können  nur  die  beiden  äusseren 
Tangenten  an  die  Kreise  (Ri)  und  {R^)  gezogen  werden.  Der  Punkt  B 
schwingt  zwischen  den  Schnittpunkten  beider  Kreise  auf  dem  ausserhalb 
des  Kreises  {Ri)  gelegenen  Periphörieteile  des  Kreises  (fi2)- 

Jetzt  befindet  sieb 
der  Kreis  (Äi)  in- 
nerhalb des  Krei- 
ses (Ä2)  ohne  den- 
selben zu  berühren. 
In  der  Figur  wurde 
e  >  Vi  gewählt. 
Hier  durchläuft  der 
Winkel  &  alle 
Werte  zwischen  0 
und  2  TT,  denn  die 
Gerade  BP  kann 
bei  ihrer  Bewegung 
niemals  Tangente 
des  Kreises  i^R^) 
werden.  Veraeich- 
nen  wir  die  Curve 
der  Momentan- 
centra,  so  ergiebt 
^*«^  ^^-  sich      eine      ver- 

schlungene, in  sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie,  alle  ihre  Punkte 
liegen  im  Endlichen,  die  Punkte  O  und  M  sind  Doppelpunkte  derselben. 


\^. 


i^i 


:^ 


^ 

X, 

\ 

/*  V  w 

\\ 

\    1     \K 

^    i 

*x 

fc). 


max. 
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Wir  finden ,   dass  mit   i9^  =  0,  -^-i  tt,  -^  tt,  2  ;r,  p  =  <»,  ^ 


^         ,  e  etc.     Die   Fahrstrahllänge   ist  gleich   Null ,   wenn   &  = 


ar<7  fco8  = ^ — I  und  x)'  =  ar(?  (cos  = ^  |.  Der  grösste  Wert 

von  Q  tritt  ein,  wenn   das  Dreieck  OMG  bei  M  rechtwinkelig  ist,   was- 
mit  ^  -H  rf  =  ö" ,  oder  cos  (^  +  (5)  =  0,  der  Fall  ist.    Dadurch  ergiebt  sich 

7*1    ~f~  €  COS  xh 

als  entsprechender  Polarwinkel  mit  Rücksicht  auf  cos  S  =^ 


&=^arc\cos  =  —  ^2  _^.  ^  Ml'^^^  "^  *"*  ^ 


»•2 


^^  -i-  r2^  —  ri^ 


,  wo  gegenwärtig 


das  obere  Zeichen  vor  der  Wurzelgrösse  zu  nehmen  ist,  und  folgt  mit 
diesem  Werte 

cos  \>      y.^  Y  ^2  +  j*2  2  —  y,^  2  —  ^.^^ 

Dieser  Betrag  von  q  ist  endlich,  denn  der  Nenner  des  Bruches  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist  grösser  als  Null.  Daraus  folgt,  das» 
sämtliche  Punkte  der  Curve  (C)  im  Endlichen  gelegen  sind.  Lassen  wir 
den  Punkt  B  der  Geraden  BP  den  Kreis  {R^)  von  Bi  aus  einmal  durch- 
laufen, dann  ist  der  entsprechende  Weg  des  Momentancentrums  OFC  {cy 
M{Ci)  OFiCz)  M{Os)  O.    Der  Punkt  F,  welcher  mit  der  Ordinaten- 

axe  zusammenfällt,  mit  ^  =  -jr  und  &  =  —  n  erreicht  wird ,  ist  ebenfalls- 

ein  Doppelpunkt. 

Für  die  Curve  (F)  des  Systemes  bekommen  wir  eine  einfache  ia 
sich  selbst  zurücklaufende  krumme  Linie.  Der  Polarwinkel  (p  durchläuft 
hier    nicht   alle  Werte  zwischen   0   und   2n^   denn  durch   die  Relation 

sin  (D  =  ~ erhalten  wir  für  ^  =  0  und  =  tt,  — —  $•  ±  1. 

r2  »'2 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  unserer  Curve  sehen  wir  leicht,  dass: 
für    y  =  0  ~-  n 

Q  =•        r2±.€\e^  —  Vi^  ±00^/^ — 1  r2T^V^^~"^i^ 

für    w  =  ^n  271 

^  2 
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fQr        ^=  0  ^  n 


sm  y  = 


2 


r^  ^2  '^% 

(>    =  ^2 


'•<^+v^^) 


3 
für       0^^  y^  2  TT 


«^ny  = 


»•2  ^2 


Wenn  0  =  0  ist,  dann  ist  coad-^ ^^ —   und  = -^     ,    folg- 

7*1                            1*1 
lieh  8in(f>  =  — - —  und  = —  ,  so  dass  die  entsprechenden  Werte 


Yon  Q=^r2±.e.  Den  Punkten  O,  O  der  Curve  {C)  entsprechen  die 
Punkte  Oo ,  0\  der  Curve  (r).  Den  Werten  9  =  0  und  if>  =  n  ent- 
sprechen die  auf  der  Polaraxe  gelegenen  Curvenpunkte  A^  und  A^,  In- 
nerhalb des  Winkelraumes  von  9  =  arc  fain  =  -~ )   bis  g)  =  arc  fain 

-=  -^^ 1  liegen  nur  imaginäre  Curvenpunkte,  die  zu  diesen  Winkeln  ge- 

liörigen  Fahrstrahlen  BO  und  BG'  sind  Tangenten  an  die  Curve  (r) 
in  den  Punkten  O  und  G\  Der  Wert  des  Eadiusvektor  q  wird  zu  einem 
Maximum,  wenn  das  Dreieck  MTO  ein  bei  O  rechtwinkeliges  ist,  d.  i. 

urenn  ^  =  -^ ,  so  dass  q^ox  =  »•2  (  ^  +  -  f- \  welcher  Fahrstrahl 

-dem  Punkte  F' ^  dem  der  Doppelpunkt  F  von  (CO  entspricht,  angehört. 
Weil  dieser  Wert  von  q  endlich  ist,  so  liegen  alle  Punkte  der  Curve  (<7) 
im  Endlichen.  Lassen  wir  wieder  den  Punkt  B  der  Systemgeraden  BP 
Ton  Bi  auf  seinem  Kreise  sich  bewegen,   dann  ist  der  Ort  der  Punkte 

r,  Oo  r  (r)  go\  Ai&a^Oo. 

Die  Figur  (S.  46)  zeigt  noch  die  Bahn  (Z>)  eines  beliebigen  System- 
punktes 1>,  sowie  die  Bahn  (£>')  eines  auf  der  Systemgeraden  BP  ge- 
legenen Punktes  D';  beide  Curven  laufen  in  sich  selbst  zurück  und  be- 
-sitzen  keine  Doppelpunkte. 

Die  Bildung  weiterer  Spezialfälle  ist  dem  Studierenden  anzuraten. 
Mit  ri  =  0  kommen  wir  auf  das  Problem  6  zurück ,  denn  unter  dieser 
Annahme  geht  der  Kreis  (JRi)  in  den  Punkt  O  über. 
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Die  Losung  des  hier  behandelten  Problems  in  der  Weise,  dass  der 
Mittelpunkt  M  des  Kreises  (R^)  als  Ursprung  des  festen  Coordinaten-% 
systemes  gewählt  wird,  soll  dem  Studierenden  zur  selbständigen  Übung 
anheim  gegeben  werden. 

Es  ist  sehr  zweckmässig  alle  derartigen  Angaben  nicht  nur  analjrtisch,  sondern 
auch  konstruktiv  durchzuarbeiten,  letzteres  wirkt  sehr  anregend  auf  das  Studium  dieses 
Teiles  der  Mechanik.  —  Die  eingehende  Untersuchung  der  Curven  (C),  (T),  (D)  ge- 
hört in  die  analytische  Geometrie,  sie  wflrde  hier  zu  weit  fflhren. 

10.  Der  Ort  des  Momentancentrums  C  und  die  Bahn  (D)  eines 
Punktes  des  Systemes  sind  gerade  Linien,  beide  schneiden  sich  unter  einem 
gegebenen  Winkel  a.  Zu  beweisen ,  dass  die  Curve  (F)  des  Systemes 
eine  logarithmische  Spirale  mit  dem  Pole  auf  der  Geraden  (D)  ist. 

11.  Die  Bahn  (/>)  eines  Punktes  des  Systemes  ist  eine  Eettenlinie, 
die  Curve  (C)  ihre  Direktrix.  Zu  beweisen,  dass  die  Curve  (r)  dann  eine 
Parabel  ist. 

12.  Es  soll  dargethan  werden,  dass  der  Brennpunkt  einer  Parabel 
eine  Eettenlinie  beschreibt,  wenn  die  Parabel  auf  einer  Geraden  rollt. 

Die  Lösungen  der  drei  letzten  Aufgaben  siehe  Schell,  Theorie  der 
Bewegung  etc.  B.  L  S*  240—241. 


F.  Kraft,  Probl.  d.  anal>-t.  Mechanik.  I. 


Z^vsreiter  Teil. 


Die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung 
der  Bewegung  eines  Punktes. 


Erstes  Kapitel. 

Projektionen,  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Geschwindigkeit 

und  der  Besclileunigung  eines  Punktes. 

a)    Die  Geschwindigkeit. 

Sind  Vx,  Vy,  Vz  die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  v  eines  Punktes  auf  drei 
zu  einander  rechtwinkelige  Azen  der  x,  y,  Zy  a,  ß,  y  die  Neigungen  der  Tangente  im 
Punkte  (a;,  y,  z)  der  Bahn  gegen  diese  Axen,  so  haben  wir,  wenn  t  die  Zeit  bezeichnet» 
die  Beziehungen 

OiSC  OfiJ  SiZ 

Vx  ^  -T,  =  V  cos  Ut  t?«  =  -^  =  V  €08  /?,  Vz  =  -57  =  ^  C08  y, 

ai  at  at 

_  _  „  ^       cosa       cosß       C08y 

'  Vx  Vy  «•* 

Projizieren  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  eine  der  Coordinatenebenen,  etwa  die- 
jenige der  xyy  bezeichnet  ds  das  Bogeneleraent  der  Hauptbahn,  de  dasjenige  der 
Projektionsbahn  des  Punktes,  y  die  Neigung  der  Tangente  im  Punkte  {x^y^z)  der 
Hauptbahn  gegen  die  Ebene  der  xy,  dann  ist  die  Projektionsgeschwindigkeit 

do      da  ds 

Vxti  =  TT  ^=  -•,-  '  TZ  =  ^  CöS  y. 

^      dt      ds  dt  ' 


1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  einem 
Kreise,  seine  Bewegung  wird  auf  einen  Durchmesser  der  Bahn  projiziert. 
Welches  ist  die  Projektionsbewegung  und  die  Projektionsgeschwindigkeit? 

Es  sei  (Fig.  17,  S  51)  ^jB  =  2r  der  Diameter  der  Bahn,  auf 
welchen  die  Bewegung  des  Punktes  zu  projizieren  ist,  A  die  Lage  des  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  v  =  «  bewegenden  Punktes  zur  Zeit  ^  =  0,  Jlf  sein 
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Ort  zur  Zeit  <  = «,  O  das  Kreiscentrum,  4I  .1  (>  Jf  =  xp^ 
MPJlOA,  OPz=a!,  €  =  Bogen  AM=  dem  in  der 
Zeit  t  von  dem  Punkte   zurückgelegten  Wege,   w  die 
ör  Winkelgeschwindigkeit  des  Punktes  Jf. 
Weil  s  =  ai  =  r  xff  =  r  (0 1^ 


Figur  17. 


at 
,v  =  r  C08  xp  =  r  cos  =r  cos  w  t^ 

r 


at 


so  ist         t'jc  =  —  r  cö  sin  wt  =  —  a  sin  cd  ^  =  —  a  sin  xD  =  —  a  sin 

r 

Die  Projektionsbahn  und  die  Projektionsgeschwindigkeit  sind  periodische 
Funktionen  der  Zeit,  so  dass  die  Projektionsbewegung  eine  oszillierende  ist. 

Mit  1//  =  0,  und  1/;  =  tt,  ist  o?  =  r,  und  x  =  — r,  Vjr  =  0;  mit  xp  = 


n 


und   1/;  =  -  ;r,   ist  er  =  0,  ^'^r  =  —  a,  und  v»=a.     Die  Minimalwerte 

von  Vx  fallen  mit  den  Maximas  von  x  zusammen,  nämlich  in  den  Punk- 
ten A  und  B.  Das  Maximum  von  Vjc  tritt  ein,  wenn  oj  sein  Mini- 
mum annimmt,  nämlich  so  oft  die  Projektion  des  Punktes  M  durch  das 
Centrum  O  geht.    Bezeichnet  T  die  Schwingungszeit  des  Punktes  P,   so 

ist  cos  —  =  1,  also  T= =  — .    Die  Periode  der  Bewegung  ist  bei 

r  a  0) 

der  Haupt-  und  bei  der  Projektionsbewegung  dieselbe. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  mit  der 
konstauten  Geschwindigkeit  c,  oder  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  o). 
Die  Bewegung  des  Punktes  wird  auf  eine  Ebene  projiziert,  welche  die 
Ebene  der  Bewegung  unter  einen  Winkel  y  schneidet.  Die  Projektions- 
beweguug  soll  untersucht  werden. 

Die  Projektionsbahn  ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  =  a^  und 
h^=^acos  y.  Für  den  Kreis  sind  die  Projektionsbewegungen  bezüglich  zweier 
sich  rechtwinkelig  schneidender,  mit  den  Hauptaxen  der  Ellipse  gleich  liegen- 
der Durchmesser  «r  =  a  cos  (ot,  y  --ci  sin  oa  t^  und  die  entsprechenden  Projek- 
tionsgeschwindigkeiten Vx  =  —  amsincDt^  Vy  =^  ato  cos  (o  t;  daher  haben  wir 
für  die  Projektionsbewegungen  auf  den  Hauptaxen  der  Ellipse :  x  =acos(o  t, 
y'  =  6  sin  a>  t,  Vx  =■  —  öt  w  sin  cot,  Vy  =  ba)  cos  o)  U  v^=^  w^  (a^  sin^  w  ^  -h 

b^cos^oyt\  oder  auch  v=  — «,  denn  die  Polargleichung  der  Ellipse  ist 

Q 

^g=    e   .  9 T^ ^ — •    Für  die  Neigung  ß  der  Geschwindigkeit  v 


a^  sin  ^  (ot  +  h^  cos^  co  t 


v 


gegen  die  grosse  Axe  besteht  die  Relation  tgß  =  -r  ^ cotg  (o  t  — 

i  •  -•     Die  Schwingungszeit  der  Hauptbewegung  und  diejenige  der  Pro- 

a^  ij 
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2n 

jektionsbewegung  ist  T  =  — .    Vx  wird  jedesmal  zu  einem  Maximum,  wenn 

die  Projektion  des  Punktes  einen  Endpunkt  der  kleinen  Axe  passiert, 
v\  wird  jedesmal  zu  einem  solchen,  wenn  die  Projektion  des  Punktes  mit 
einem  der  Endpunkte  der  grossen  Axe  zusammenfällt,  dann  istvx='^<i(o 

=  :j:<?,  Vy=  ±.—c.    Für  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  ist  Vx^  fiir  die- 

jenigen  der  kleinen  v  ^  ein  Minimum,  nämlich  gleich  Null. 

3.  Es  sind  gegeben  die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  bezüglich 
zweier  sich  rechtwinkelig  schneidender  Axen  durch  die  Gleichungen  ai=aco8mt^ 
y  =  bein (ot  Man  soll  bestimmen  a)  die  Bahn,  ß)  die  Projektionen  der 
Geschwindigkeit,  y)  die  Geschwindigkeit  selbst  und  ihre  Bichtung. 

a)  Der  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse,  denn  es  ist -s=<?ö«^a)^,'7^  = 
sin^ioi,  woraus  folgt:  — s  -f-f^  =  1,  als  Bahngleichung. 

ß)  Vx^=-  —  öt  w sin  (ot  =  —  c sin  cot^     Vy^=^h(o co8  wt  =  —  c cos w  t. 

y)  V  =  (o'Va^ein^cat-hö^cos^tat  —  —  0)  =   -«  7  V«*^^ -+- ^^^-^ 

b^  X 

tga  = -•-• 

a^   y 

4.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 
sich  schneidende,  in  der  Ebene  der  Bewegung  gelegene  Axen  sind  x  =  cty 

y^jrgt^.    Welche  Bewegung  ist  durch   diese  Gleichungen  dargestellt? 

Eliminieren  wir  aus   diesen  Gleichungen  die    Zeit,   so  folgt  als  Bahn- 

2  c^ 
gleichung  des  Punktes  x^  = 2/,  derselbe  beschreibt  mithin  eine  Parabel 

2  c^ 
vom  Parameter Die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  sind  Vx  =  e, 

Vy  =gt=  -  a\   Sonach  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Bichtung  der  Abscissen- 

axe  mit  konstanter,  in  der  Bichtung  der  Ordinatenaxe  mit  einer  der  Zeit 
proportional  sich  vergrössernden  Geschwindigkeit.    Die  Geschwindigkeit  des 

r 1       / 

Punktes  ist  v  =  \  c^  -h  g^  t  ^  =  -\  c^  -^  g^ x^ ,  und  ihre  Neigung  gegen 

die  Abscissenaxe  bestimmt  sich  durch  tga  =  -t  =  ~{c. 

^         c        c^ 

5.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 
sich  schneidende,  in   der  Bewegungsebene  gelegene  Axen  sind  Ä?  =  ai, 
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y  =  bt  —  -^gt^^  Welche  Bewegung  ist  durch  diese  Gleichungen  dar- 
gestellt? 

Die  Elimination   von  t  aus  den  gegebenen  Gleichungen   fuhrt  zu 

b  x^ 

2/=  -  oc  —  J5— 5;  es  ist  daher  die  Bahn  des  Punktes  eine  Parabel,  welche 

9 

^  n  h 

die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  ü?  =  0,  und  x  =- schneidet,   und 

9 

deren  höchster  Punkt  die  Coordinaten  x=  • — ,  y  =  —  besitzt.  Verlegen 

wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystenoies  nach  diesem  höchsten  Punkte, 
die  Coordinatenaxen  parallel  mit  sich  selbst  verschiebend,  und  nehmen  wir 
die  neue  Ordinatenaxe   im  entgegengesetzten  Sinne  positiv,  dann  ist  die 

Bahngleichung  für  das  neue  System  x'^=^ y\  mithin der  Parameter 

9  9 

der  Bahn.     Die  Projektionsgeschwindigkeiten   sind  Vx  =  a^   Vy^h-^gt 

Femer  ist  v  =  V«^  +  (^  —  ^0^  ^^^  ^^^  Winkel,  welchen  die  Richtung 
dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  ist  a  =  arc{tg  = 

^—  j  =  arc  ytg  = —  \    Weil  die  Geschwindigkeiten  Vy  und  v  von 

der  Zeit  t  abhängig,  so  sind  dieselben  während  der  Bewegimg  des  Punktes 
nicht  konstaut. 

6.  Auf  einem  Kegelschnitte  y^  =  2mx  -l-  nx^  bewegt  sich  ein  Punkt 
mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  c.  Welches  sind  die  Projektionen 
seiner  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenaxen? 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  (07,3/) 

der  Bahn  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  so  ist  tqa  =  -:r^  =^ ^^, 

-^         dx  y      ' 

/.  1  V  V                                         <^y                          .               c(m-^  nx) 
lolglicn  Vx  =^  c cos a  =     ^—  —  Vy  =  csina=    ^ — :• 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  auf  einer 
Cycloide,  die  Gleichungen  dieser  Curve  sind  x  =  a  {cp — sin  (f)^y=a(l—co8(p). 
Welches  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  und  die  Projektionsbahnen 
dieses  Punktes  bezuglich  der  Coordinatenaxen? 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  (x^y) 

der  Bahn  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  dann  ist 

dy  a  sin  w  dip  sin  w  a 

dx      a(l  —  C08(p)dq>       l^costp  l 

folglich     Va?  =  c cosa  =  csin~*         Vy  =  csina  =  c .  cos^- 
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Für  die  Ermittelung  der  Projektionsbahn  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber 
an^  dass  zur  Zeit  t  =  0  der  Punkt  im  Coordinatenursprunge  sich  befindet. 

Weil  Vy  =  —,  so  ist  a  sin  (pd<f  =  c  cos  ^dt^ 

oder  2asin^d(fi  =  cdt^ 

folglich :       2  aj    sin  ^d(f  =^  cj    rf  ^,  d.  i.  4  a  (1  —  <?ö«  ^  j  =  ^  ^  =  ä. 

Damit  ergiebt  sich  cos  tp  =  — -      ^—^ ,szn(p  ==         ^    y  (8  a— et)  ct. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  von  cosq>  und  sin(p  in  die  Gleichungen 
der  Gycloide  erhalten  wir  die  Projektionsbahnen 

r       /  8a(a  —  ct)-hc^t^)      ct  —  Aa^r/s ^— I 

0D  =  a{arclcos= g— ^ 1 ö~T~  \(pa  —  ct)cth 

(8  a  — et)  et 

y  =  — 8^r-' 

oder  x  =  a  larc  icos  = ^ J  +    g    ^     V(8  a  --  s)sV 

(8  a  —  s)  ,s 


y  = 


8a 


Weil  «n  ^  =  —  V^(8  a  —  et)  ct^  eos^  =  — j ,  so  sind  die  Projektions- 
geschwindigkeiten auch 
Va-  =  j — V(oa  —  et)  et  =  -—  V  (8  a  — s)s,  v«  =  — -. c  =  — ,  —  c 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

4  a  —  et  4  a  —  s 

v  —  e,     ga-^  ^____  __  _  ^,____ 

Die  gefundenen  Gleichungen  führen  ims  zu  den  nachstehenden  Resultaten: 

Mit  ^  =  0,  resp.  «  =  0,  ist  Vx  =  0,  Vy  =  c,  x  =  0,  y  =  0.     Mit  *  ==  4a, 

4« 
d.  i.  zur  Zeit  t  =■  — ,  wenn  also  der  Punkt  den  Scheitel  der  Cycloide 

passiert,  ist  r^  =  ^ ,  Vy  =  0,  x=^an,  y  =  2a.    Mit  s --=  8a,  d.  i.  zur  Zeit 

Q 

t  =  — ,  wenn  also  der  Punkt  wieder  auf  der  Abscissenaxe  angekommen  ist, 

haben  wir  Vx  =  0,  r^  =  —  c,  w  =  2a tt,  y  =  0.  Die  Maxima  und  Minima 
der  Projektionsgeschwindigkeiten  sind  dann  vorhanden,  wenn  der  Punkt  mit 
den  Spitzen  und  dem  Scheitel  der  Curve  zusammenfällt,  dem  Minimum  von 
Vx  entspricht  das  Maximum  von  i'^,  und  umgekehrt.     Die  Projektion  der 

Bahn  auf  die  Abscissenaxe  wächst  von  ^  =  0,  bis  i  =  — ,  d.  i.  von  5  =  0, 

c 
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bis  8  =  S  a.    Die  Projektion  der  Bahn  auf  die  Ordinatenaxe  wächst  von 

^  =  0,  bis  <  ==  — ,  d.  i.  von  *  =  0,  bis  «  =  4  a,  und  nimmt  dann  wieder 

c 

ab  von  t  =  — ,  bis  ^  =  — ,  d.  i.  von  *  =  4  a ,  bis  ^  =  8  a ,  in  welchem 

c  c 

Momente  sie  wieder  gleich  Null  wird.  Durchläuft  der  Punkt  die  ganze 
Cycloide,  dann  ist  die  Projektionsbahn  auf  die  Axe  der  .v  gleich  ihrer  Basis, 
diejenige  auf  die  Axe  der  p  gleich  der  doppelten  Curvenaxe;  es  werden 

die  Hauptbahn  und  Projektionsbahnen  in  der  Zeit  T  =  —  beschrieben. 

c 

8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  auf 
«iner  gemeinen  Schraubenlinie.  Die  Bewegung  des  Punktes  wird  auf  drei 
zu  einander  rechtwinkelige  Axen,  nämlich  auf  zwei  zu  einander  senkrechte 
Durchmesser  des  Basiskreises  und  die  Schraubenaxe  projiziert.  Welches 
sind  die  Gleichungen  seiner  Projektionsbewegungen  und  die  Geschwindig- 
keiten derselben  ?  Welches  sind  die  Projectionsbewegungen  in  den  Ebenen 
der  drei  Axen  und  ihre  Geschwindigkeiten? 

a)  Nehmen  wir  die  Axe  der  Schraubenlinie  zur  Axe  der  ^,  so  dass 
in  der  Ebene  der  x  y  der  Basiskreis  der  Curve  liegt,  bezeichnen  mit  a  den 
konstanten  Winkel,  welchen  die  Schraubenlinie  mit  der  Ebene  der  x  y  ein- 
schliesst,  mit  (o?,  t/,  z)  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes,  mit  if 
den  Winkel,  welche  die  durch  den  Punkt  {x,y^  z)  und  die  Schraubenlinienaxe 
gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  der  «r  z  einschliesst,  und  mit  a  den  Halbmesser 
des  Basiskreises,  dann  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Schraubenlinie,  annehmend,  dass  dieselbe  in  der  Axe  der  x  beginnt, 

07  =  a  cos  9>,  y  =  <x,  ein  9,  ^  =  a  ^^  er .  9)  =?  m  9, 

wo  m  =  a  ^^  a,  den  sogenannten  Parameter  der  Curve  darstellt.  Damit  er- 
geben sich  als  Gleichungen  der  Projektionen  der  Curve  auf  die  Ebene  x  y, 
WZ  und  yz 

x^  -H  y^  =■  a-. 


Z 

.    z 

xz=aco8 — 1 

V  =  a82n  — 

m 

m 

Zunächst   bestimmen   wir   die  Projektionsgeschwindigkeiten   für  die  drei 
Axen.    Die   Winkel,   welche  die  Tangente  im   Curvenpunkte  (x,  y,  z) 
mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst ,  seien  a^ ,  ßi,  /i .    Aus  den  Glei- 
chungen für  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  folgt: 
dx  '='  —  a  sin  (p  d  g),      dy  =-  a  cos  ^  d<f,      d  z  =^  m  d  (p, 

d8=ya^-\-m^d(p=^a  sec  a  d  <f, 

,  dx  .  ^        dy 

80  dass  cosai  =  —  =  —  cosasin y,  cos /yi  =  -—  =  cos a cos if, 

CL  S  u  S 

dz, 

cos  Vi  =  -T"  =  *'**  «• 

'         ds 
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(1) 


Mithin  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  für  die  Coordinatenaxen 

Vjf.  =  c  €08  ai=  —  c  cos  a  sin  y ,     Vy  =  t?  cos  ßi=c  cos  a  cos  y, 

Vz  =  c  cos  Yi  =  c  sin  a. 

Weiter  sind  die  Projektionsbewegungen  bezüglich  der  Coordinatenaxen 
zu  bestimmen.  Wir  nehmen  an ,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  die  Coordinaten 
des  Punktes  ^  =  a,  y  =  0,  z  =  0  sind.     Weil  da;  =  Vxdt,  so  ist 

—  asin(pd(fi  =  —  c  cos a sin  <fdt^  oder  adg)  =€cosad  t,  wodurch  a  1    dq> 

=  c  cos  a  /  dt,  folglich  aw  =  et  cos  a,  was  giebt  a  =  —  cos  a  =  —  cos  a. 
•/o  a  a 

Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  von  (f  in  die  Belationen  für  x,  y^  z  er- 
halten wir  die  Gleichungen  der  Projektionsbahnen 

X  =a  cos(  —  cosa  J  =  a  cos  f  —  cosa\  1 

y  =:  a  sini  — cos  a  j '=^  a  sin  I — cosa  u  i 

z=^ct.  sin  a  =  s .  sin  a,  ' 

Setzen   wir   die  konstante   Grösse   =  « ,    so    ist    &>  die    Winkel- 

a 

geschwindigkeit  der  Horizontalprojektion  des  Punktes,  womit  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  übergehen  in 

Vx  =  —  aco  sin  tat,       Vy  =aca  cos  tat,       Vg  =^  aig  a.(o  =-  mco.        (3) 
X  :=^  a  cos  (ot^  y  "=-  <^  ^^n  <i>^i  z=^atffa.a}t  =  fn.cot,    (4) 

Die  Projektionsbewegungen  für  die  Axen  der  x  und  der  y  sind  os- 
zillatorisch; die  Schwingungsperioden   sind  gleich,  es  ist  die  Zeit  einer 

vollen  Schwingung  T=  —  =  2  7i  .  —  seca.    Die  Maxima  und  Minima  der 

Geschwindigkeiten  sind  gleich,  nämlich  ccosa  =  a(o,  und  Null.  Einem 
Maximum  von  Vx  entspricht  stets  ein  Minimum  von  Vy ,  und  umgekehrt. 
Die  Projektionsbewegung  bezüglich  der  Axe  der  Schraubenlinie  ist  eine 
gleichförmige,  sie  erfolgt  mit  der  Geschwindigkeit  csina  =  mco.  Aus  den 
Gleichungen  für  die  Projektionsgeschwindigkeiten  folgt  als  Geschwindig- 
keit des  Punktes  v  =  \v%  -hv%  '^v\  =^  a(ü.seca  =  c. 

Die  Projektionsgeschwindigkeiten  für  die  Ebenen  der  drei  Axen  können 
auf  zweierlei  Weise  gefunden  werden.  Sind  «2,  ^2»  Y2  ^i^  Winkel, 
welche  die  Tangente  im  Punkte  {x,  y,  z)  der  Bahn  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  einschliesst,  so  haben  wir 


■j/d  .r2  +  dy^                               ^        i/d\v^  -hdz^ 
cos  ai=  y — -^ =  cosuy  cosßz  =  y -7-2 = 
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(6) 


8in^  q>  H-  tg^  a,     cos  y^  =  y  ^ =  cos  a  y  cos^  (p  -h  tg^  a^ 

womit  sich  ergiebt 

Vaey  =  c  COS  «,         v^ ,  =  <?  COS a  \  sin^  (f  -\-  tff'^  a,  1         .^ 

Vyg=zc  cos  a  Y  cos^  (p  -+-  tg^  a.  1 

Weil  aber  cos  a  =■  —  co ,   sin  w  •=  sin  na  t^    cos  a>  =  cos  cat  ^    so    lässt   sich 

c 

auch  schreiben 

Vj.yz=aw^       Vxz  =  <i(o\ sin^ (ot  -+-  tg^ a^ 

Vy  ,  =  am  ^cos^oDt-htg^a 

Wenn  Vx,  Vyi  *'s  bekannt  sind,  wie  dieses  hier  der  Fall  ist,  dann  er- 
geben sich  die  soeben  ermittelten  Geschwindigkeiten  rascher,  wir  haben 
einfach: 

^xy  —  \Vx^-^Vy^  =  a(ü,         Vxz'=  \Vx^'hVg^  =  a  od '^  sin^  (o  t  -h  tg^ay 

Vyg=  yVjf^-hVg^  =  a(o\  cos^  cot-htg^a. 

Weil  Vxy  konstant  ist,  so  folgt,  dass  die  Horizontalprojektion  des  Punk- 
tes sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  bewegt. 

Die  Gleichung  der  Projektionsbahn  für  die  Ebene  der  ojy  folgt  aus 
x^^acoswt  und  i/  =  a sin  w t,  sie  ist  x^  -hy^  =  a^.    Die  Gleichung  der 

Projektionsbahn  für  die  Ebene  der  xz  folgt  dxiBx  =  acosf-'Cosa\  und 
z  =  et  sin  a,  sie  ist  x  =  a  cos  -^--  =  a  cos  — .  Die  Gleichung  der  Projek- 
tionsbahn für  die  Ebene  der  y  z  folgt  aus  y  =  asin(-cosa\y  und  z  = 

^  z  z 

et  sin  a,  sie  ist  ?/  =  asin  -^^ —  =  asin  — .     Diese  Gleichungen  müssen  na- 

atga  m 

türlich  mit  denjenigen  der  Projektionen  der  Schraubenlinie  auf  die  Coor- 

dinatenebenen  identisch  sein. 

Pur  die  Projektion  des  Punktes  auf  die  Ebene  der  xz  sind  die  Hori- 
zontal- und  Vertikalgeschwindigkeit  Vx  =  —  a  (osin  (o  t,  Vg  =  c  sina 
=  m  a> ;  für  seine  Projektion  auf  die  Ebene  der  y  z  sind  dieselben  Geschwin- 
digkeiten Vy  =  aa)cosa>t,  Vg=:ma>;  ferner  sind  die  entsprechenden  Pro- 
jektionsbahnen x  =  a cos ö) ^,  z  =  ma)t,  und  y  =  a sin oj ^,  z  =^  mmt.  Die 
Projektionsbewegungen  auf  diesen  Ebenen  sind  mithin  gleiche  oszillatorishe 
Bewegungen.  Die  Projektionen  des  Punktes  schwingen  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  aufsteigend  zwischen  zwei  zur  Axe  der  Schraubenlinie 
parallelen  Geraden,  welche  einen  wechselseitigen  Abstand  gleich  dem 
Durchmesser  des  Basiskreises  besitzen.    Die  Zeit  einer  vollen  Schwingung 
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ist  !r  = =  — ,  innerhalb  welcher  der  Punkt  eine  Höhe  h  =  2nm, 

ccosa         o) 

oder  einen  Weg  s  =  2na8eca  auf  der  Schraubenlinie  durchläuft. 

b)  Denken  wir  uns  den  mit  der  Geschwindigkeit  c  auf  der  Schrau- 
benlinie sich  bewegenden  Punkt,  so  legt  derselbe  in  der  Zeit  t  den  Weg 
s  ^ct  zurück.  Weil  nun  die  Curve  unter  konstantem  Winkel  gegen  die 
Ebene  der  op  y  geneigt  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der  Horizontalpro- 
jektion des  Punktes  und  seine  Vertikalgesch windigkeit  konstant,  so  dass 
sich  der  Punkt,  weil  die  Horizontalprojektion  der  Hauptbahn  ein  Kreis 
ist,  mit  einer  konstanten,  horizontalen  Winkelgeschwindigkeit  <a  bewegt. 
Die  Coordinaten  des  Punktes  (.r,  y,  z)  der  Schraubenlinie  sind 

Es  ist    aber    hier    9  =  07^,   mithin    werden  die    Projektionsbewegungen 

des  Punktes   bezüglich   der  Goordinatenaxen  durch  die  Gleichungen  re- 
präsentiert 

,r  =  a  cos  (ot,     y  =^  a  sin  wt,  z  =^  m .  oy  t. 

Daraus  ergeben  sich  die  entsprechenden  Projektionsgeschwindigkeiten 

1'  ar  =  —  aco  sin  CO  ^,     Vy  =^  aoa  cos  w  ^,     v  g  =  in ,  <a. 

Weil  CO  =  —  cos  a ,  SO  lassen  sich  diese  Ausdrücke  leicht  in  die  unter 
a 

(a)  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  gegebenen  Resultate  umwandeln. 

Für  die  Bewegung  der  Projektion  des  Punktes  in  der  Ebene  der  xy 
bestehen  die  Gleichungen 

a?  =  rt  cos  Cr)  <,    y  ^=  a  sin  w  <,     woraus  folgt    oc^  -^  y-  =  a^, 

und  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Projektion  den  Basiskreis 

durchläuft  Vjy  =  '\(vx^^Vy^  =  a  oa.      Die    Projektionsbewegung  in  der 
Ebene  der  ^r  z  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

X  =  a cos coty      z  =  mcot^      woraus      00 '=^  a cos ~ 

m 

als  Gleichung  der  Projektionsbahn  sich  ergiebt.     Die  Geschwindigkeit  der 

Projektion  des  Punktes  in  dieser  Ebene  ist 

Vxe  =  yvx^  -t-Vm^  =  ata  ysin^  cn  ^  -f-  tg^cc. 

Die  Projektionsbewegung  in  der  Ebene  der  y  z  ist  durch  die  Gleichungen 
gegeben 

y  =  a  sm  cot,     z  =  mco  f,     woraus     y  =^a  stn  — 

m 

als  Gleichung  der  Projektionsbahn    folgt,    die  mit   der  Geschwindigkeit 
Vys  =  V^V^"*"  ^'«^  =  a  CO  "yfcos^  (ot-^  tff^a  beschrieben  wird. 
Die  weitere  Ausfühnmg  ergiebt  sich  durch  die  erste  Lösung. 
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b)  RobervaFs  TaHg«ntenkoD8trnktion«D. 

Boberval  (1602—1675)  hat  eine  sehr  geistreiche  Anwendung  auf  die  Konstruk- 
tion der  Tangenten  von  Curven  gemacht,  die  von  einem  beweglichen  Punkte  beschrie- 
ben werden.  Derselbe  zerlegte  die  Bewegnmg  in  zwei  oder  mehrere  Componenten, 
bestimmte  die  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  und  suchte  hieraus  die  Richtung 
ihrer  Resultanten,  welche  diejenige  der  Tangente  ist.  Diese  Methode  hat  er  auf  18 
Curven  angewendet. 

a)  Tangente  und  Normale  für  Polarcurven. 

Ist  r  =  f(S)  die  Polargleichung  der  Curve,  so  sind  die  Geschwindigkeiten  des 

dr 
die  Curve  beschreibenden  Punktes  l&ngs  des  Fahrstrahles  und  senkrecht  dazu  -jr  und 

dr 

r-T-j  mithin  ist  deren  Verhältnis       »      =— —  .    Vermöge  dieses  Verhältnisses  kön- 
dt  r  d  &        r 

nen  wir  das  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  oder  ein  ihm  ähnliches  konstruieren, 
seine  durch  den  Cnrvenpunkt  gehende  Diagonale  giebt  dann  die  Richtung  der  Tan- 
gente für  diesen  Punkt.  Wird  dieses  Parallelogramm  im  Sinne  der  Rotation  gedreht,  an- 
nehmend der  Punkt  bewege  sich  vom  Pole  aus,  um  einen  rechten  Winkel,  dann  wird 
die  Richtung  dieser  Diagonale  zur  Richtung  der  Normalen  des  fraglichen  Curvenpunktes. 

1.  Die  archimetische  Spirale.  Bezeichneta  denjenigen  konstanten 
Badiusvektor,  welcher  dem  Bogen  ^  =  1  entspricht,  so  ist  die  Gleichung  der 
Curve  r  =  ad^.  Nun  sei,  wie  auch  in  der  Folge,  die  Geschwindigkeit  in  der 
Bichtung  des  Radiusvektor  r  gleich  Vr^  diejenige  senkrecht  dazu  gleich 

dr 

Vs^  dann  haben  wir    —  =  —  = —  Ist  daherimCuiTenpunkteJf  (Fig.  18) 

r         r 

eine  Tangente  zu  ziehen,  so  machen  wir  auf 
dem  Fahrstrahle  M  Mi  ^a  =  OA,  die  zu  ihm 
senkrechte  Gerade  31 M2  ^=:r  =  0 M,  verzeich- 
nen mit  MMi ,  M  Af2  das  Parallelogramm  MM^ 
VM2  und  ziehen  den  Strahl  M  V,  letzterer  ist 
die  verlangte  Berührungslinie.  Drehen  wir  die- 
ses Parallelogramm  3/Jfi  V3fo  um  den  Punkt 
M  durch  einen  rechten  Winkel  in  die  Lage 
MM\ro,  so  giebt  die  Diagonale  J/F'  die 
Bichtung  der  Normalen  des  Punktes  ^Hf,  denn  es  ist  2C  Tilf  r'  =  2{l  VMM2 

-\-  2iM2  M  r  =  2t03ir-h2i.M2MV'  =  ^,     Die  Strecke  O  r  ist 

immer  konstant,  es  ist  O  V  =  «,  sie  ist  die  Projektion  der  Normalen  auf 
die  zum  Fahrstrahle  senkrechte  Gerade  durch  O,  also  die  Länge  der  Sub- 
normalen, so  dass  die  Länge  der  Subnormalen  der  archimetischen  Spirale 
eine  konstante  Grösse  ist. 


Figur  18* 
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2.  Die  hyperbolische  Spirale.    (Kg.  19.)    Die  Gleichung  dieser 

Curve  ergiebt  sich  durch  Vertauschung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  in  der 
Gleichung  xy  =^a^  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel mit  den  Polarcoordinaten  r  und  ^,  sie 

V  1 

ist  r  ^  =  a.  Damit  finden  wir  -— ^  =  —  --. 

Hier  ist  OA^a  der  dem  Bogen  BEC 
Figur  19.  =  O  jB  =  1    entsprechende    Fahrstrahl. 

Halbieren  wir  den  Bogen  BC  m  E  und  machen  auf  dem  Strahle  0£, 
O  J'  =  2  .  0 .4  =  2  ö,  so  ist  F  ein  weiterer  Curvenpunkt  u.  s.  f.  Soll  nun 
im  Punkte  J/  die  Tangente  gezogen  werden,  so  machen  wir  auf  seinem 
Fahrstrahle  J/3/i=0S  =  l,  MM^A-OM  und  gleich  Bogen  JBC, 
zeichnen  über  MMi  und  MMo  das  Parallelogramm  MMi  VM^  und 
dessen  Diagonale  M  V,  letztere  giebt  die  Richtung  der  verlangten  Tan- 
gente. Die  Diagonale  MV  dieses  um  90^  gedrehten  Parallelogrammes, 
des  Bechteckes  M  M\  V*  M\ ,  ist  die  Richtung  der  Normalen  des  Punktes 
M,  Die  Tangente  und  Normale  des  Punktes  M  treffen  den  durch  O 
gehenden,  zu  dem  Radiusvektor  OM  senkrechten  Strahl  in  den  Punkten 
T  und  IT.    Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  TOM,  MOU,  MM\  V' 

^  folgt  OT  =  \r^^r  O  JI=  a,  es  ist  daher  die  Subtangente  dieser  Curve 

eine  konstante  Grösse. 


3.    Die  logarithmische  Spirale.     Die  Gleichung  dieser  Linie  ist 
r  =  ro  a^,  wo  ro  gewöhnlich  gleich  der  Einheit  genommen  wird,  so  dass 

—  =  1  {a).    Mit  ro  =  1   und  a  als  Basis  eines  Logarithmensystemes  ist 

^  =  /  (r),  der  Polarwinkel  Logarithmus  des  Leitstrahles.    Ist  nun  (Fig.  20) 

O^  =  ro  =  1 ,  der  Primradiusvektor,  O  A  =^ 
dem  Fahrstrahle  a,  so  ist  der  mit  dem  Halb- 
messer OE  von  O  aus  beschriebene  Kreisbogen 
EF  zwischen  OE  und  OA  gleich  l{a).  Soll 
daher  im  Punkte  M  die  Tangente  gezogen  wer- 
den, dann  machen  wir  MMi  =  Bogen  EF, 
M J/2  ±.0M  und  =  OE,  verzeichnen  das 
Fign»  20.  Parallelogramm   MJIi  VM2 ,   worauf  die  Be- 

rührungslinie durch  den  vierten  Eckpunkt  V  dieses  Viereckes  geht.     Be- 
zeichnet jit  den  Winkel  zwischen  Fahrstrahl  und  Tangente,  so  ist 

also  konstant. 


'^^  =  Z(^ 


II.  Th.  Kap.  I. 


Bobervars  Tangentenkonstraktionen. 


61 


V 


4.  Die  Lemniscate  r2=a2cöÄ  2 19^.  In  diesem  Falle  ist  — =:  —  ^^2i5^. 


V 


8 


Um  die  Tangente  füi*  den  Punkt  M 
(Fig.  21)  zu  verzeichnen,  machen  wir 
2^XOB=^2?iXOM,  nehmen  OA 
beliebig ,  ziehen  >1  J5 _L O  A"  bis  OB, 
machen  M 3Ii  =AB,  31 M^  1.0M 
Figur  21.  und  z=OAy  konstruieren  das  bekannte 

Parallelogramm  MMiVM^  und  ziehen  den  Strahl  MV,  dieser  ist  die 

Berührungslinie. 

6.  Die  Curve  deren  Gleichung  ist  (x^  ^y^Y  =  ^a^x^}/^,    Zu 

Polarcoordinaten  übergehend,  erhalten  wir  die 
Gleichung  r  =  a  sin  2  ^ ,  wodurch  die  Curve 
leicht  verzeichnet  werden  kann  (Fig.  22),  es 

Vr  2 

ist  —  =  — ZT—  =  2  coto  2  &.     Machen   wir 
V,      tg2& 

daher  2^.  X  O  N  =  2  2^.  XOM,  OP  auf 
OX  beliebig  gross,  PNJ^OX,  31  Mi  = 
PN,  31 M^  X  O  3/  und  =  2  .  O  P,  kon- 
struieren damit  das  bekannte  Parallelogramm 
Figur  22.  ^^^  ziehen   den  Strahl  M  F,  so  ist  dieser 

Tangente  im  Punkte  M  der  Curve. 

6.    Die   Cardioide  r  =^  2  a  cos  ^  ±  a.     (Fig.  23.)     ffier  ist 

: — ^-     Um  die  Tangente   für 

den  Curvenpunkt  31  zu  erhalten,  schlagen 
wir  von  O  aus  mit  dem  beliebig  grossen 
Badius  OA  den  Kreisbogen  AB,  machen 
BCA.OX,  wodurch  BC  =  sin^,  0C  = 
cos  &.  Nun  zeichnen  wir  M  3£i  =  B  O, 
MM2  JL  O  Jf  und  =:20A  —  0C,  verzeich- 
nen das  bekannte  Rechteck  und  den  Strahl 
MV,  letzterer  ist  Berührungslinie. 

ß)  Tangente  und  Normale  für  andere  Curven. 

1.   Die  Kegelschnitte,    a)   Ellipse.    Die  Projektionsgeschwindig- 
keiten für  die  Hauptaxen  der  Curve  sind,   wenn   a^t/^  +  fc^^^  —  a^ft^ 

C  CL    \l  C  h    3ß 

ihre  Gleichung  ist,  v^  = 


dass  ~  = 

Vx 


Ya^y^-hb^x^' 


Vu  = 


Ya^y^-hb^x' 


so 


Ist  die  Tangente  für  den  Curvenpunkt  M  (Fig.  24) 
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ZU  koDstruiereD,  so  machen  wir  auf  den  Pa- 
rallelen   durch  M  zu  den   Axen   MMi  = 

,0  Mo,  was  arithmographisch  bewirkt  werden 
kann,  bilden  das  Rechteck  MMi  VM2  und 
FigTip  24,  ziehen  den  Strahl  M  V,  dieser  ist  die  ver- 

langte Tangente.  Ein  anderes  Verfahren  ist  einfacher.  Sind  Fi  M\ 
F2M'  die  Fahrstrahlen  des  Punktes  M'  von  den  Brennpunkten  Fi  und 
F2  aus,  so  nimn^t  bei  der  Bewegung  des  Punktes  M\  wenn  er  die  Curve 
beschreibt,  weil  immer  Fi  M'  -^  F2M'  =  2  «  =  konst,  der  grösser«  Fahr- 
strdhl  F2  M'  um  ebensoviel  ab,  als  der  kleinere  F2  M'  zunimmt,  wenn  die 
Bewegung  im  Sinne  des  Pfeiles  erfolgt.  Zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  M'  längs  eines  jeden  Radiusvektor  und  senkrecht  dazu,  so 
ist  die  Componente  längs  des  wachsenden  Fahrstrahles  nach  dem  Aussen- 
raume,  längs  des  abnehmenden  nach  dem  Innenraume  der  Curve  gerichtet. 
Machen  wir  daher  31'  Vi  =  M'  V2 ,  gleich  den  Geschwindigkeiten ,  mit 
welchen  die  Zu-  und  Abnahme  der  Vektorenlängen  erfolgt,  und  errichten 
in  Fl,  V2  Senkrechte  Fj  F3,  Vz  Fg  zu  Fi  M\  F2  M\  so  schneiden 
sich  diese  in  dem  Punkte  Fg,  welcher  der  vierte  Eckpunkt  der  beiden 
Parallelogramme  ist ,  von  denen  M'  Vi  und  M'  V2  Seiten  sind ,  es  ist 
M'  Fg  die  ^  gemeinschaftliche  Diagonale  beider  Parallelogramme  und  daher 
der  Strahl  M'  F3  die  Tangente  an  die  Ellipse  im  Punkte  M\  Machen 
wir  noch  M'  V\  =  M'  Vi,  Vi  V\J-Fi  M\  Fg  F'3  -LFg  M\  dann  ist 
offenbar  der  Schnittpunkt  F'3  dieser  beiden  Senkrechten  ein  Punkt  der 
Normalen  für  den  Curvenpunkt  M\ 

b.  Parabel.    \%iy^=^2poß  die  Gleichung  der  Curve,  dann  sind  die 
Projektionsgeschwindigkeiten  eines  sie  beschreibenden  Punktes  für  die  Coor- 


dinatenaxen  Vjt  = 


=,  r,  =  -T^^.  folglich  ist^  ^K   um  hier- 
2/2'  '      Yp2  +  t/2'      ®  vx     y 

mit  die  Tangente  für  den  Punkt  M  (Fig.  25)  zu 
konstruieren,  machen  wir  auf  den  Parallelen,  durch 
Jf,  zu  den  Coordinatenaxen  MMi  ~  Mq  M  =  y, 
MM2  =2'ÄF=^p^  dem  Halbparameter,  zeich- 
nen über  diesen  Strecken  das  Rechteck  MMi  VM 
und  ziehen  den  Strahl  M  F,  dieser  ist  die  ge- 
suchte Linie.  Drehen  wir  dieses  Rechteck  um 
den  Punkt  M  durch  einen  Winkel  von  90^  im 
Sinne  des  Pfeiles,  dann  wird  sein  Eckpunkt  V  zu 
einem  Punkte  der  Normalen  in  M,  Bei  Beach- 
tung, dass  der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  im  Unendlichen  liegt,  können 
wir  nach  dem  für  die  Ellipse  gegebenen  zweiten  Verfahren  die  Tangente 


ILTh.  Kap.  I. 
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eines  beliebigen  Punktes  M'  finden.  Durch  M'  legen  wir  einen  Brenn- 
punktsstrahl und  eine  Parallele  zur  Axe,  machen  3f'  Fi=  Jf'Fg,  Vi  Fs 
_L  FM\  V2  Fs  -L  J/'  F2,  dann  ist  der  Schnittpunkt  Fg  dieser  Senkrechten 
ein  weiterer  Punkt  der  Tangente.  Ferner  ist  mit  Jlf'  F'  =  M'  Fg,  F'  V 
AJFM\  FgF'xOA;   F"  ein  Punkt  der  Curvennormalen  in  M\ 

c.  Hyperbel.    Ist  a^y^  —  b^.v^  =  —  a^ft^  ^jj^  Gleichung  der  CurvcT 
dann  sind  die  Projektionsgescbwindigkeiten  des  sie  erzeugenden  Punktes 


J7—  — 


ca^y 


cb^.v 


V, 


V«  — 


V^*y2-^6*^2'    *'■*    Va^t/2-i-ft*a?2' 


folglich  -  = 


V* 


Mittelst 


Figur  26. 


dieses  Verhältnisses  kann  wie  bei  der  Ellipse  die 
Tangente  eines  Gurvenpunktes  (x^y)  gefunden 
werden,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  hier  v^ 
entgegengesetzte  Sichtung  besitzt.  Benutzen  wir 
für  die  Konstruktion  der  Tangente  im  Punkte  M ' 
(Fig.  26)  die  Brennstrahlen,  so  bekommen  wir 
mit  M'  Fi  =  J/'  F2  das  Viereck  M'  Vi  Fs  Fg, 
seine  Diagonale  Jf'  F3  giebt  die  verlangte  Tan- 
gentenrichtung. 

2)  Die  gemeine  Cycloide.  Sindd?=a(y  —  «ny),  t/=a(l — costp) 
die  Gleichungen  der  Curve,  so  sind  die  Projektionsgeschwindigkeiten  für 

die  Coordinatenaxen  Vx^=c8in^^  t'y  =  ^^*o  wodurch  —  =  eo<^^.  Soll  nun 

im  Punkte  iV  (Fig.  27)  die  Curventangente 
gezogen  werden,  so  verzeichnen  wir  die 
diesem  Punkte  entsprechende  Lage  des 
Rollkreises,  C  ist  sein  Mittelpunkt,  ziehen 
CM,  CF±.OJC,  womit  2^FCM=^, 
halbieren  Bogen  FM  durch  P,  machen 

PQ  II  OJr,  womit  2j:  FCP=  |,  tff^^PQiCQ.    Jetzt  legen  wir  durch 

M  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen ,  machen  auf  diesen  MMi  =  PQ^ 
MM2  =  CQ,  konstruieren  das  Rechteck  MMi  VM2,  seine  Diagonale  MV 
giebt  die  Richtung  der  Tangente.  Eine  andere  einfachere  Lösung  ist  di^ 
folgende.  Die  Cycloide  wird  durch  einen  Punkt  eines  auf  einer  Geraden 
seiner  Ebene  rollenden  Kreises  beschrieben.  Ist  M'  ein  beliebiger  Punkt 
der  Curve,  Oi  der  Mittelpunkt  des  Rollkreises  in  entsprechender  Lage,  D  E 
dessen  vertikaler  Durchmesser,  (die  Basis  horizontal  vorausgesetzt)  zerlegen 
wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M'  in  zwei  Componenten,  parallel 
zur  Basis  und  senkrecht  zum  Rollkreise,  so  entspricht  diese  Zerlegung  einer 
Teilung  der  Elementarbewegung  um  das  Momentancentrum  E  des  Systemes 
in  eine  Translation  parallel  zur  Basis  und  in  eine  Rotation  um  O^.    Be- 
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zeichnet  d  &  die  Elementaramplitude  um  JEJ,  dann  ist  die  Componente  pa- 

rallel  zur  Basis  M'  V  =  EOi-  -^^  die  Tangentialcomponente  M'  V"  = 

dt 

d& 
OiJf' .-7-,  und  es  sind  mithin  diese  beiden  Seitengeschwindigkeiten  von 

gleicher  Grösse.  Machen  wir  daher  M'  V  =3f  V'\  zeichnen  das  Pa- 
rallelogramm M'  F'  V  F"  und  die  Gerade  M'  F,  so  ist  letztere  die  ge- 
wünschte Tangente.  Die  Dreiecke  Jf'FF"  und  EO^  M!  sind  ähnlich,  weil 
VV''±JEOu  M'  V" A.OiM\  daher  ist  auch  J5JJ/' JL  Jf'  F,  mithin  geht 
die  Tangente  durch  den  Scheitelpunkt  D  des  Rollkreises,  wodurch  sich 
eine  weitere  Tangentenkonstruktion  ergiebt. 

3)  Die  Conchoide.    Diese  Curve  (Fig.  28)  wird  von  dem  Punkte  D 

einer  Geraden  beschrieben,  welche 
stets  durch  einen  festen  Punkt  O  geht 
und  mit  einem  Punkte  B  auf  einer 
festen  Geraden  gleitet,  wobei  die 
Strecke  BD  unveränderlich  bleibt. 
Die  Geschwindigkeit  t;,  mit  welcher 
der  Punkt  B  auf  der  festen  Geraden 
fortrückt,  können  wir  nach  den  Rich- 
tungen parallel  und  senkrecht  zum  Fahrstrahle  O  B  zerlegen,  es  seien  r',  %'' 
diese  Componenten ,  so  dass  v'  die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Punktes  B 
um  O  repräsentiert.  Weil  der  Abstand  des  Punktes  D  vom  Punkte  B  sich 
nicht  ändert,  so  ist  dessen  Yektorengesch windigkeit  gleich  derjenigen  von  B\ 
seine  Rotationsgeschwindigkeit  und  diejenige  des  Punktes  JB  um  O  stehen 
hingegen  in  dem  Verhältnisse  ihrer  Abstände  vom  Punkte  O.  Ziehen  wir 
daher  den  Strahl  Ov\  machen  D  F'  auf  dem  Strahle  OD  gleich  Bv\ 
D  F"  ±0D,  verzeichnen  das  Parallelogramm  DV'  VV"  und  den  Strahl 
J>F,  so  ist  letzterer  die  Tangente  des  Curvenpimktes  D. 

Siehe  auch  Schell,  Theorie  der  Bewe^^g  etc.    Bd.  I.  S.  206-208. 


e)    Die  Besehieunigung  eines  Pnnlites. 

Projizieren  wir  die  Bewegung  eines  Panktes  auf  drei  rechtwinkelige  Axen  der 
X,  y,  e,  bezeichnet  9>  seine  Beschleunigung,  deren  Richtung  mit  diesen  Axen  die  Winkel 
«c,  /?,  y  einschliesst,  sind  9»^,  9  ,  9^  die  Projektionen  der  Acceleration  g>  auf  die  genannten 

Axen,  dann  bestehen  die  Relationen 

d2a*  cßy  cßz 

2  0,0.0.        COSa        COS  ^         COSy         1 

^  1f  '  q>  if,  q,  g> 


II.  Th.  Kap.  L 
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1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  auf  einem 
Kreise  vom  Halbmesser  r.  Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen 
für  zwei  sich  rechtwinkelig  schneidende  Diameter?. 

Bezeichnet  c  die  konstante  Geschwindigkeit  des  Punktes,   a>  seine 

Winkelgeschwindigkeit,  so  ist  w  =  -,  und  für  seine  Projektionsbewegungen 

r 

haben  wir  bekanntlich  aj=  rcoscot,  v  —  *"  ^^n  co  t   Diese  Gleichungen  geben 

durch  Differentiation  nach  t 


dx 


dy 

"      dt 


d  CO  d^  11 

womit  die  verlangten  Beschleunigungen  bestimmt  sind.  Beide  Projektions- 
bewegungen sind  oszillatorisch,  von  gleicher  Periode  mit  der  Schwingungs- 

zeit  r=--,  sie  sind  an  und  für  sich  identisch,  jedoch  sind  ihre  Epochen 

so  verschoben,  dass  die  Maxima  der  Projektionsbahn,  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  der  einen  Bewegung,  in  absolutem  Sinne  genommen,  mit 
den   Minimalwerten   der   entsprechenden   Grössen   der  anderen  Bewegung 

korrespondieren.  Die  Beschleunigung  des  Punktes  ist  y = ^(px  ^  -+-  y y  ^ = r  co  2, 
für  ihre  Neigung  a  gegen  die  Axe  der  x  besteht  die  Relation  tga  =  ^ 

(px 

=  ig(ot^  d.  i.  a  =  o)  t  Damit  haben  wir  den  bekannten  Satz ,  dass  die 
Beschleunigung  bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  das  Produkt  aus  dem 
Kreishalbmesser  und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  ist,  dass  sie 
stets  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  hin  gerichtet  ist. 


2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Radius  a  mit  kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit  w,  seine  Bewegung  wird  auf  eine  die  Ebene 
des  Kreises  unter  dem  Winkel  a  schneidende  Ebene  projiziert.  Wie  ist  die 
Projektionsbewegung  bezüglich  der  Beschleunigung  beschaffen? 

Ist  (Fig.  29)  ABiAiB  der  Kreis  in  der 
Ebene  E  mit  dem  Mittelpunkte  C,  abi  aib 
seine  Projektion  auf  die  Ebene  ^,  welche  eine 
Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  c  ist,  so  sind  mit 
^-4i  II  aai  II  zur  Schnittlinie  beider  Ebenen, 
BB1A.AA1  in  der  Ebene  E,  bbi-Laai  in 
der  Ebene  e,  die  Halbaxen  der  Projektions- 
bahn aai=^a,  bbi=- aco8a  =  b.  Für  die 
Projektionsbewegungen  bezüglich  der  Haupt- 
axen  der  Ellipse  haben  wir 

F.  Kraft,  PpoW.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  5 
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a?  =  a  cos  (ot^  y  ■=^  a  cos  asin  oyt  =■  h  sin  w  t^ 

daher  Vx  =  —  a  w  sin  ooi^  t'y  =  J  «0  cos  « ?, 

(px=  —  a  cö^  cos  (ot^  %  =  —  ^  (o^sin  co  t^ 

und  für  die  Projektion  m  des  Punktes  M  ist 

V  =  yVx^-h  ify^  =  (o  \a^  sin^  tot  -h  b^  cos^  (ot=  —  60 , 

wenn  (>  den  Radiusvektor  der  Ellipse  für  den  Pol  c  bezeichnet.    Die  Um- 

271: 

laufszeit  des  Punktes  m  ist  jr=  — ,  oder  auch,  weil  der  vom  Radius- 

'   Cr) 

Vektor  q  durchfahrene  Flächenraum  der  Zeit  proportional  ist,  wenn  wir  die 
in  der  Zeiteinheit  vom  Fahrstrahle  beschriebene  Fläxihe  mit  c  bezeichnen, 

T=^.  daraus  folgt  noch  (p  =  iö^Q  =  -^Q  =  -^^ q. 

Die  Neigung  &  der  Acceleration  (p  gegen  die  Axe  a  ai  ergiebt  sich 

durch  tgO-  =  —tg(üL    Die  Beschleunigung  y  ist  mithin  proportional  dem 

Cb 

Radiusvektor  q  und  nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  gerichtet. 

3.  Die  Projektionen  einer  ebenen  Bewegung  auf  zwei  rechtwinkelig 

in  der  Bewegungsebene  sich  schneidende  Axen  sind  x  z=z  at^y  =  bt  —^  g  t^. 

Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen,  und  welches  ist  die  Beschleu- 
nigung des  Punktes? 

Der  Punkt  bewegt  sich  bekanntlich  in  einer  Parabel  und  finden  wir 

Vx  =  a,         Vy  =  b—  gt,         (px  =  ^^         9y^  -^  9i         V  =  ~~  9- 
Der  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Acceleration  —g  parallel  zur  Ordinatenaxe. 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  auf 
einer  Schraubenlinie  x  =  acosg),  y  =  asin%  z  =  m(p.  Welches  sind 
die  Projektionsbeschleunigungen  für  die  Coordinatenaxen?  Welches  ist  die 
Hauptbeschleunigung  ? 

Nach  Aufgabe  8  unter  (a)  sind  mit  — cos  «  =  w,  da  w  =  cUga,  die 

Projektionen  der  Bahn  auf  die  Coordinatenaxen 

o)  =  a  cos  (ö  <,         y  =  d  Ä^Vi  w  ^,         z  =  m  ft)  t, 
wodurch  sich  ergiebt 

Vx=  —  aco  sin  o)  ^,     v^  =  a  0)  cos  cö  <,     v«  =  m  cö, 
(jPa-=  —  aa)^coscot^    ^]ry= — aa}sin(ot^  (p^  r=  0,     y  =  ao>^. 
Die  Beschleunigung  (p  ist  konstant,  sie  ist  nach  der  Axe  der  Curve  ge- 
richtet und  wirkt  in  einer  zum  Basiskreise  parallelen  Ebene. 
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Welches  sind  die  Projektionsbeschleunigungen  für  die  Coordinaten- 
•ebenen  ? 

Weitere  hierher  gehörende  Anwendungen  können  aus  den  folgenden  Kapiteln 
dieses  Teiles  geschöpft  werden. 


Zweites  Kapitel. 

Freie  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes. 

Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit,  g>  die  Beschleunigung  mit  welcher,  t  die  Zeit 
"Während  welcher  sich  ein  Punkt  in  gerader  Linie  um  den  Weg  8  fortbewegt,  so  sind 
-die  allgemeinen  Gleichungen  zur  analytischen  Bestimmung  der  Bewegung  des  Punktes 

J1-.      a)      '-:  =  -     (2) 

41U8  welchen  die  zwei  folgenden  abgeleitet  werden  können 

j^  =  ^,        (3)  ^57  =  ^^        (4) 

•und  ^  (»,  V,  g>,  t)  =  0,  (5) 

wobei  die  Gleichung  (5)  die  individuelle  Natur  der  Bewegung  giebt. 

Die  vier  ersten  Gleichungen,  welche  den  vollständigen  Ausdruck  der  Beschaffen- 
lieit  geradliniger  Bewegung  in  der  Sprache  der  Differentialrechnung  fQr  jede  Bedingung 
"betreffs  der  Beschleunigung  oder  Verzögerung  in  sich  schliessen,  sind  Varignon  zu 
Terdanken,  sie  wurden  zuerst  in  Les  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1700,  p.  22 
TerOffentlicht.  Es  ist  indessen  zu  erwähnen,  dass  lange  vorher  durch  Newton  gerad- 
linige Bewegungen  mit  veränderlichen  Beschleanigungen  (Kräften)  auf  geometrischem 
Wege  untersucht  worden  sind  (Principia,  Lib.  I.  sect.  7;  Lib.  IL  sect.  1). 

Aus  der  Formel  vdv  =  gtds  erkennen  wir,  dass  dv^  sich  wie  gtds  ändert. 
Daniel  Bernoulli  war  der  Meinung,  dass  kein  Grund  vorhanden  sei,  dieses  als  das 
-einzig  mögliche  Gesetz  der  Variationen  zu  hetrachten,  z.  B.  dass  auch  wohl  dvr  pro- 
-portional  q>d8  vorkommen  könne  (Gomment.  Petrop.  1727,  p.  136),  wo  r  eine  beliebige 
•Grösse  bedeutet.  Im  Gegensatze  zu  Bemoulli's  Ansicht  bemflhte  sich  Euler  eifrig,  zu 
beweisen,  dass  das  Gesetz  des  Quadrates  das  richtige  sei  (Mechanica,  Tom.  I.  p.  62  et 
seq.),  und  D'Alembert  zeigte,  dass  die  Wahrheit  dieses  Gesetzes  einfach  von  der  Er- 
klärung der  Bedeutung  des  Symboles  g)  abhängig  sei  (Trait^  de  Dynamique). 

Die  vollständige  Lösung  einer  die  geradlinige  Bewegung  betreffenden  Aufgabe 
besteht  in  der  Bestimmung  von  Relationen  zwischen  je  zweien  der  Grössen  s,  v,  9>,  t, 
JNTun  bieten  uns  aber  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  nur  zwei 
unabhängige  Beziehungen  zwischen  diesen  vier  Grössen  dar,  es  ist  daher  klar,  dass 
in  jeder  Aufgabe  Angaben  enthalten  sein  müssen,  die  durch  eine  besondere  Gleichung 
zwischen  s,  v,  9>,  t  Ausdruck  finden  können,  welches  die  Gleichung  (5)  ist,  wodurch  im 
«Ganzen  drei  Gleichungen  zur  Verfügung  stehen,  welche  die  vier  Variablen  verbinden. 

Die  Funktion  ^  (.9,  v,  9>,  /)  kann  zwei ,  drei  oder  alle  von  den  Grössen  s,  v,  g>,  t 
«enthalten.  Durch  die  Combinationslehre  wissen  wir,  dass  hier  sechs  Variationen  der 
•ersten  und  vier  der  zweiten  Klasse  vorhanden  sind.    Es  löst  sich  daher  das  allgemeine 
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Problem  der  geradlinigen  Bewegung  in  elf  Yerscbiedene  Klassen  Ton  Aufgaben  anf.  Wir 
werden  uns  indessen  auf  die  Betrachtung  jener  zwei  Klassen  beschränken,  in  welcbeik 
die  gegebene  Funktion  entweder  s  und  9>  allein,  oder  8,  v  und  q>  enthält,  denn  die 
anderen  Klassen  sind  von  keiner  physikalischen  Bedeutung.  In  dem  ersten  Abschnitte- 
befassen  wir  uns  mit  der  Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Baume,  in  dem  zweiteiv 
mit  derjenigen  im  widerstehenden  Mittel. 


Erster  Abschnitt. 

Bewegung  im  leeren  Räume. 

1»  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  der  Beschleunigung  y  =  Q^ 
Welches  ist  der  von  der  Zeit  to  bis  zur  Zeit  t  zurückgelegte  Weg?  • 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind  in  diesem  Falle: 

-r-  =  v,     3-  =  0,     oder     d8  =  vdt    (1),  dv  =  Q.         (2) 

dt  dt 

Aus  (2)  folgt  V  =■  honst  —  vq.     Die  Substitution  dieses  Wertes  in  (1)  giebt^ 

wenn  der  Abstand  des  Punktes  von  einem  festen  Orte  seiner  Bahn  zur 

Zeit  ^0  gleich  sq^  zur  Zeit  t  gleich  s  ist, 

I   d8=^VQ  I  dt>t     so  dass     8  —  «o  =  *'o  (^  —  ^o)- 

Mit  8q  ==  0,  und  ^  =  0  erscheint  die  einfache  Gleichung  «  =  i'o  <  für  die- 
Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit. 

Auf  der  letzten  Gleichung  beruht  die  Lösung  einer  Reihe  einfacher 
Bew^ngsaufgaben ,  welche  hur  die  Formierung  von  Gleichungen  erstea 
und  zweiten  Grades  fordert.  Solche  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der 
Sammlung  von  Aufgaben  für  die  Arithmetik  und  Algebra  von  Heis  und 
in  dem  Lehrbuche  der  Elementarmechanik  von  Wernicke. 

2.  Zwei  Punkte  A^  B  bewegen  sich  in  einer  Geraden  von  zwei  Orte» 
^1,^1,  welche  um  die  Strecke  «o  von  einander  entfernt  sind,  mit  den 
konstanten  Geschwindigkeiten  ci ,  c^  in  derselben  Bichtung.  "Wann  und  wo» 
werden  diese  Punkte  zusammentreffen,  und  in  welchem  Falle  ist  die  Lösung 
der  Aufgabe  unmöglich? 

Sind  «1 ,  82,  die  von  den  Punkten  A,  B  gleichzeitig  vom  Beginn  der 
Bewegungen  bis  zu  ihrem  Zusammentreffen  nach  der  Zeit  t  zurückgelegten 
Wege,   so  ist  *i  =<?i^  «2  =  ^2^/  *i — ^2  =*o-     Daraus  folgt  die  bis  zu 

8t\ 

ihrem  Zusammentreffen  verfliessende  Zeit  t  = — - — ,  und  die  Entfernungen 
der  Punkte  in  diesem  Momente  von  den  Orten  A  und  B  sind  ä= s^^ 

Ci C2 


II.  Th.  Kap.  II. 


Bewegung  im  leeren  Räume. 


69 


^2  = 


c^ 


€i—C2 


Sq.    Mit  ci  =^2  und  äq  >  0  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  un- 
möglich, denn  dann  ist  e  =  Qc.    Mit  ci=cz  und  5o=0,  ist  <  =  ^,  welcher 


»0 


negativ, 


Ausdruck  jede  beliebige  Zeit  bedeutet.    Ist  ci<  ^2»  so  wird 

ci — <?2 

-d.  h.  die  beiden  Punkte  trafen  vor  t  Zeiteinheiten  zusammen.  Unsere  Auf- 
gabe lässt  sich  aber  auch  geometrisch  lösen,  indem  wir  die  Bewegung 
beider  Punkte  auf  ein  rechtwinkeliges  Cioordinatensystem  beziehen,  dessen 
^ine  Axe  O  -^  die  Zeitaxe,  dessen  andere  O  Y  die  Wegaxe  ist.  Die  Weg- 
gleichungen der  beiden  Punkte  sind  y  =  cit  und  ?/  =  «o  +  ^2  ^-  Die 
doordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch  diese  Gleichungen  gegebenen 
Geraden  liefern  die  Zeit  und  den  vom  Punkte  A  zurückgelegten  Weg  bis 

So  ^    _      ^1 

'y  =  8i  = 


2um  Zusammentreifen,  nämlich  t  = 


;?o.     Mit  OA 


Ci — Ö2    "  ~         Ci — C2 

(Fig.  30)  =  «Ol  den  Geraden  OM,  AN,  unter 
den  Winkeln  «i  =  arc  (tg  =  Ci ),  «2 =ctrc  {tg  =  c^) 
gegen  die  Abscissenaxe  geneigt,  sind  die  durch 
die  Gleichungen  2/  =  <?i  <,  2/  =  «0  +  ^2  ^  gegebenen 
Linien  dargestellt,  welche  sich  im  Punkte  C 
schneiden.  Die  Abscisse  O  D  des  Schnittpunktes 
G  repräsentiert  die  bis  zum  Zusammentreffen 
Terfliessende  Zeit  t ,  seine  Ordinate  2>(?  =  O J^  den  vom  Punkte  A  in 
-dieser  Zeit  zurückgelegten  Weg,  die  Strecke  AE=^  s^  den  entsprechenden 
Weg  des  Punktes  B  und  E  ist  der  Ort  des  ZusammentrefiFens. 

Bewegen  sich  die  Punkte  A,  B  einander  entgegen,  dann  ist  t 


Figur  30. 


«0 


q-l-^2 


^1  = 


Cl 


^1-4-^2 


«Ol    *2  = 


^2 


Ci-¥C2, 


€o> 


3.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  der  konstanten  Beschleu- 
nigung a,  zur  Zeit  ^0  ist  seine  Geschwindigkeit  vq  und  von  gleicher  oder 
entgegengesetzter  Richtung  mit  der  Beschleunigung.  Welches  ist  die  Ge- 
schwindigkeit und  der  Weg  am  Ende  der  Zeit  t? 

Die  Bewegungsgleichungen  sind 
ds  _.  dv 


=  1' 


(1) 


=(p 


(2) 


y  =  z:  «. 


(3) 


dt        '  '"'  dt 

Mit  (2)  und  (3)  wird 

dv=  ±adt,  also  /  dv=±a  /  dt,  r  —  i'o  =  ±  « (^  —  <o)i 
oder  v  =  vo±a(t  —  ^ ),  (4) 
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womit  die  Geschwindigkeit  bestimmt  ist.  Für  den  Weg  s  folgt  aus  (1> 
und  (4),  wenn  derselbe  zur  Zeit  ^  gleich  sq  gedacht  wird, 

-T^=Vo±a(^  — <o)i/  d8  =  vofdi±a\ftdt  —  tof  dt% 

e  —  8o=vo{t--to)±^{t—to)\  s  =  8o-^Vo{t-'to)±^{t  —  toy.     (5> 
Zu  denselben  Eesultaten  fuhrt  auch  folgender  Weg.    Aus  den  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  erhalten  wir       ^=±a, 
und  giebt  die  Integration  dieser  Differentialgleichung 

dt  2 

Zur  Zeit  t  =  to  ist  aber  t;  =  i'o,  «=«o»  womit  die  Werte  der  Integrations- 
konstanten sind  C=  sq  ±at(i,  i>  =  «o  —  ^o  ^o  ±  ö  'o ^ »  und  folglich  er- 
giebt  sich 

V  —  i'o  =  ±  ait  —  to),     8  —  ^0  =  Vo(i  —  ^o)±2  (^  —  ^o)^- 

Dieses  sind  die  beiden  Hauptgleichungen  für  die  gleichförmig  beschleunigte- 
und  die  gleichförmig  verzögerte  Bewegung  eines  Punktes.  Eliminieren  wir 
aus  diesen  Relationen  die  Zeit  oder  die  Acceleration,  so  erhalten  wir  die* 
weiteren  Beziehungen 

8  —  8q=:^  ^^^  ,         und         «  — Äo  =2(v-hro)U~^o). 

Rechnen  wir  von  der  Zeit  <o  =  0  an,  was  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
geschehen  kann,  dann  ist  ^o  =  0,  vq  die  sogenannte  Anfangsgeschwindig- 
keit, und  die  allgemeinen  Gleichungen  nehmen  die  Form  an 

1 

Ist  in  diesem  Falle  t/o  =  0,  dann  haben  wir  ' 

v=:a^         «=x-<^         8=^^vt^         v^=2a8, 

wobei  nur  das  obere  Zeichen  berücksichtigt  ist,  weil  die  Bewegung  lediglich 
in  der  Richtung  der  Acceleration  erfolgen  kann.  Mit  a  =  ^  =  der  Be- 
schleunigung der  Schwere  gehen  die  sämtlichen  Resultate  über  in  diejeni- 
gen für  die  vertikale  Bewegung  eines  Punktes  im  luftleeren  Räume. 

4.  Ein  Punkt  steigt  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  i'o  im  luft- 
leeren Raum  vertikal  aufwärts.  1)  Welches  ist  seine  Steighöhe  H  und 
seine  Steigzeit  T?  2)  Nach  welcher  Zeit  T'  kehrt  der  Punkt  in  seine 
Anfangslage  zurück?  3)  Wann  erreicht  der  Punkt  den  n^^^  Teil  der  Steig- 
höhe und  wie  gross  ist  daselbst  seine  Geschwindigkeit? 
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Nehmen  wir  die  Geschwindigkeit  vq  positiv,  dann  ist  die  auf  den 
Punkt  wirkende  Fallbeschleunigung p  negativ.  Zur  Zeit  t=  0  ist  v  =  voi 
8  =  0;  zur  Zeit  t=t  bestehen  die  Beziehungen 

1)  Im  höchsten  Punkte  der  Bahn  ist  v  =  0 ,  daher  v^  2=  2gH,  also 
die  Steighöhe  JGT  =  ^,  •ferner  Q  =  v^-gT,  folglich  die  Steigzeit  T^^i 

und  H=  '^  T. 

2)  Die  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zur  Rückkehr  des  Punktes  in 
seine  Anfangslage  verfliessende  Zeit  ist,  weil  während  derselben  der  Punkt 
die  Steighöhe  zu  durchlaufen  und  sodann  diese  Höhe  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit zu  durchfallen  hat ,   T'  =  T  4-  j/^--=  2^  =  2  T=  der  doppel- 

9  9 

ten  Steigzeit. 

3)  Aus  der    zweiten   Gleichung    folgt  ^=  ^  Tl  ±  z/i—  ^^^V  so 

dass  mit  .=-  =  ^'A  ^  =  '-<!- /TU)  ^tU^j/i^^A  die 

n       2ng  g^^  w^  ^        ^  n^ 

entsprechende  Steigzeit,  und  v=^vJ/  \ die  Geschwindigkeit  des  Punktes 

71 

am  Ende  dieser  Zeit  ist.    Für  die  halbe  Steighöhe  ergiebt  sich,  da  dann 

n  =  2,    ^  =  0-293-^  =  0-298T',     v  =  0-7071vo. 

9 

5.  Zwei  Punkte  A  und  B  befinden  sich  an  den  Orten  Äi  und  Bi 
einer  vertikalen  Geraden  und  bewegen  sich  im  luftleeren  Baume  auf  der 
Linie  Ai  Bi  =-  a  z\x  gleicher  Zeit  gegeneinander.  Der  frei  herabfallende 
Punkt  A  besitzt  keine  Anfangsgeschwindigkeit;  der  Punkt  B  wird  mit 
einer  Anfangsgeschwindigkeit  vq  vertikal  in  die  Höhe  geschleudert.  Wann 
und  wo  treffen  sich  die  Punkte?  Wie  gross  muss  die  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Punktes  B  sein,  wenn  die  Punkte  in  der  Mitte  von  Ai  B\  sich 
treffen  sollen? 

Bezeichnet  x  den  Abstand  des  EoUisionspunktes  vom  Punkte  Bu 
t  die  bis  zum  Zusammentreffen  verfliessende  Zeit,   so  sind  die  bis  dahin 

von  A  und  B  zurückgelegten  Wege  si  =  a  —  x=-^gt^,  und*2  =  -^  =  vo^ 
—  -^^^  aus  welchen  Gleichungen,  durch  Elimination  von  ^,  als  gesuchte 
Zeit  folgt  /  =  — »  und  die  bis  zur  Kollision  von  A  und  B  durchlaufenen 


72  Freie  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes.  IL  Th.  Kap  II. 

Wege  sind  s^  =-pf—j  ,  g^  =  afl  —  ^j  g  -^ \     Damit  die  Punkte  in 

1 

der  Mitte  von  AiBi  zusammentreffen,  muss  a)=^a  =  si  =«2  sein,  mit 

welchem  Werte  sich  für  die  erforderliche  Anfangsgeschwindigkeit  desPunktesjB 

ergiebt  vq  =■  ^ag. 

Enrdwanowski,  M^ra.  de  TAcad.  des  Scienes  de  Berlin,  1755,  p.  394. 

6.  Ein  Punkt  fällt  im  leeren  Räume.  Wie  ist  die  Bewegung  be- 
schaffen, wenn  die  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  der  Schwere  berück- 
sichtigt wird,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung 
des  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Erde  ist,  und  der  Punkt  keine  Anfangs- 
geschwindigkeit besitzt? 

Es  sei  B  der  Halbmesser  der  kugelförmig  gedachten  Erde,  a  der 
Abstand  des  Punktes  vom  Erdmittelpunkte,  für  welche  Lage  v  =  0,  /  =  0, 
8  sein  Fallraum  nach  t  Sekunden,  g  die  Beschleunigung  an  der  Erdober- 
fläche, 9  diejenige  im  Abstände  a  —  s  vom  Erdcentrum. 

Zwischen  den  Beschleunigungen  g  und  y  besteht  die  Beziehung  p :  9 

=  jy2'~{ \2^  ^^  ^^^^  ^^®  ^^^^  ^^  Frage  kommenden  Fundamentalglei- 

chungen  sind 

dt  =  '^      (1)       -^-^  =  <p,      (2)       y  =  (^z::^.^-      (3). 

Aus  diesen  Belationen  folgt: 

V  d  V  ■■=  -    -  V  o  <7  •  ^  *i     durch  Integration     -jr  = h  C. 

{a  —  sy'  2        a  —  s 

Nun  ist  zur  Zeit  e  —  0,  v  =^  0,  s  =  0,  daher  C  =^  —-R^,  mithin  die  Ge- 

a 

seh  windigkeit  des  Punktes  -./  2ns~  /^x 

v=Ry  -,-^-'  w 

Um  die  Fallzeit  zu  erhalten,  substituieren  wir  diesen  Wert  von  v  in  (2), 
was  nach  einer  kleinen  Umformung  giebt 

d  t  =  4/^-  /"  "*  rf  «,    also  ist  f'd  t^^j/J-  fV^-^^ds, 
und  giebt  die  Ausführung  der  Integration 

<  =  1  ^.  ^  I  yfJlä^^)  +  a  arc  (sin  =  f  -)  •  (^) 

Gelangt  der  Punkt  bis  zur  Erdoberfläche,  dann  ist  s  =  a  —  R^  so  dass  in 
diesem  Falle,  vermöge  (4)  und  (5), 
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Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  gelten  nur  innerhalb  der  Grenzen  «  =  0,  und 
*  =  a  —  Ä ,  aber  nicht  für  «  >  a  —  Ä ,  da  dann  ein  anderes  Fallgesetz 
eintritt. 

Ist  der  Fallraum  sehr  klein  und  geht  die  Bewegung  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  vor  sich,  so  kann,  ohne  merklichen  Fehler,  an  Stelle 
von  a  —  8  und  a,  a  und  B  gesetzt  werden,  auch  ist  in  (5)  der  Sinus  des 
sehr  kleinen  Bogens  mit  seinem  Bogen  vertauschbar,  wodurch  unter  dieser 
Annahme 


(p  =  ff,      f  =  y"2^«,   .   t=y —^ 

welche  Formeln  die  gewöhnlichen  Fallgesetze  geben. 


7.  Beim  Fallen  eines  Punktes  innerhalb  der  Erdoberfläche  ist  die 
Beschleunigung  seiner  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  direkt  proportional. 
Welches  ist  die  Geschwindigkeit  v  und  die  Fallzeit  t,  wenn  der  Punkt 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit  von  der  Erdoberfläche  aus  den  Raum  s  zu- 
rücklegt ? 

Es  sei  (Fig.  31)  AM=  JR  der  vertikale  Erdhalbmesser, 
auf  welchem  der  Punkt  sich  bewegt,  nach  der  Zeit  t  befinde 
er  sich  in  der  Tiefe  AC  =  8  unter  der  Oberfläche,  //  die  Be- 
schleunigung an  der  Erdoberfläche,  v  die  Geschwindigkeit  und 
(f  die  Beschleunigung  an  der  beliebigen  Stelle  C  zwischen  A 
Figtir3i.      |2Q^  ^gjji  Erdmittelpunkte.     Die  Grundgleichungen  für  die 

Bewegung  sind  damit  hier 

22 g 

vdv  =  (pd8,       (1)  d8  =  vdt,       (2)  y  =  — ^— ^.      (3) 

Aus  (1)  und  (3)  folgt: 

vdv  =ff     ^  ^ ds,      lvdv=^  -^  f  {R  —  8)d8,      ^  =  ;b  T^  ~"  ^V 

V  =  j/a  \2Rs  —  s^'.  (4) 

Machen  wir  CDA^AM^  so  ist  CD  —  '^2R8  —  8^,  demnach  die 
Geschwindigkeit  in  C  dieser  Ordinate  proportional.  Für  den  Oberflächen- 
punkt A  ist  diese  Linie  gleich  Null,  für  den  Erdmittelpunkt  M  ist  sie 
ein  Maximum,  so  dass  der  fallende  Punkt  mit  seiner  grössten  Geschwin- 
digkeit im  Erdmittel  ankommt.  Im  zweiten  Oberflächenpunkte  B  des 
Durchmessers  AB  ist  die  Geschwindigkeit,  wenn  der  Punkt  von  M  aus 
weiter  fällt,  wieder  gleich  Null,  es  erfolgt  jetzt  seine  Anziehung  von  M 
aus,  wie  vorhin  in  A,  wodurch  der  Diameter  A  B  von  dem  Punkte  rück- 
wärts gerade  so   durchlaufen  wird  wie  vorwärts.     Demnach  besitzt  der 
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Punkt  zwischen  den  Endpunkten  des  Durchmessers  A  B  eine  schwingende 
Bewegung  und  lässt  sich  der  Halbkreis  ADEB  als  Geschwindigkeits- 
curve  ansehen. 

Durch  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  erhalten  wir 

und  giebt  die  Ausführung  der  Integrationen  als  Fallzeit 

t  =  y  —  arc  Qos  =  —^y  (5> 

Beschreibt  der  Punkt  den  Badius  A  M,  so  ist  «  =  R,  daher  ergiebt  sich 
für  den  Augenblick  der  Ankunft  im  Erdcentram  aus  (4)  und  (5) 

v  =  MiB,     t^lY^' 
Mit  «  =  2jK  durchfallt  der  Punkt  einen  Durchmesser,   bei   seiner  An- 
kunft in  J?  ist  t;  =  0,  t  =  ny  ä.^  letztere   ist  zugleich   die  Zeit  einer 
halben  Schwingung. 

8.  Ein  Punkt  wird  von  der  Erdoberfläche  aus  mit  einer  Geschwin- 
digkeit vq  vertikal  aufwärts  geschleudert.  Welches  ist  seine  Steighöhe 
H  und  seine  Steigzeit  T  im  luftleeren  Räume,  wenn  die  Veränderlichkeit 
der  Beschleunigung  der  Schwere  berücksichtigt  wird? 

Bezeichnet  R  den  Erdradius,  a  den  Abstand  des  steigenden  Punktes 
vom  Erdcentnmi  zur  Zeit  ^,  so  haben  wir,  weil 

R^ 

if  = — ^""2"'  vdv= — (fdsy 

vdv= — g—i^ds^  I   vdv=^ — 9R    I    ~2' 

woraus  folgt  s  -~  ^ — p  /   » ö- 

In  dem  Augenblicke  des  grössten  Abstandes  des  Punktes  vom  Erd- 
centrum ist  v  =  0,  daher  die  verlangte  Steighöhe 

77  =      2.^-R^      _.  ß  ^  _^o^ 
2ffR—Vo^  2ffR^vo^' 

Wenn  i'o  >  V^i?^?  kann  der  Punkt  nie  fallen. 

Die  dem  Abstände  s  des  Punktes  vom  Erdcentrum  entsprechende 
Zeit  folgt  aus  den  Gleichungen 
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dv 

9=         ^,2' 

f'dv^ 

mit  ihnen  ergiebt  sich 
dv  =  —ff—ä-dtj  I    dv=  —  g  -^  I   dt,         v  —  Vq  ^  —g-^ty 


^     0 

so  dass  t=:(vQ—  v)  -^. 

glt^ 

Für  das  Maximum  von  s  ist  v  =  0,  mithin  die  Steigzeit 


9.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  ist  fortwährend  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet  und  direkt  proportional  seinem  Abstände  vom 
Centrum.  Zur  Zeit  ^  =  0  ist  seine  Geschwindigkeit  v  =  0 ,  seine  Ent- 
fernung vom  Centrum  gleich  a.    Wie  ist  die  Bewegung  beschaffen? 

Ist  die  Beschleunigung  im  Abstände  der  Einheit  vom  Centrum  =  k\ 
so  ist,  die  nach  dem  Centrum  gerichtete  Geschwindigkeit  und  Beschleu» 
nigung  positiv  genommen,  (p=zJc^Xy  wenn  x  den  augenblicklichen  Ab- 
stand des  Punktes  vom  Centrum  bezeichnet.  Wird  noch  die  Entfernung 
des  Punktes  zur  Zeit  t  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  gleich  s  gesetzt^ 
so  erhalten  wir  fQr  die  Bewegung  das  Gleichungensystem 

ds  dv  ,2 

dt  dt 

Durch  Elimination  von  tp  und  v  folgt 

— -  =  k^ X.     oder      -— -,-  -¥-k^x=^Q,     weil  d8=^  —  dx  ist. 
dt^  dt^ 

Die  Auflösung  dieser  linearen  Differentialgleichung  kann  zweifach  bewirkt 

werden.     Indem  wir  das  Integral  sofort  anschreiben,  ist 

x=^  A  sin  kt  -h  B  cos  k  t. 

m 

Weil  nun  x  =  a  —  s  ist,  so  ergiebt  sich 

ds 
8  =^a  —  (-4  sin kt  -{-  S cos k  t),      3—  =  v=  —  k{A  cos kt  —  B sin  k  t). 

dt 

Mit  t  =  0  ist  v  =  0,  s  =  a^  daher  sind  die  Werte  der  Integrationskon- 
stauten  -4  =  0,  B  =  a,  folglich  wird 

8=  a(i  —  cos kt)^       X  =-  a sos ktj       v  =  ak sin k  t 

Durch  Multiplikation    der   beiden    Seiten    der   Differentialgleichung    mit 

2  ^  wird 
dt 

^d^xdx       ,p     dx       ^         d  /^dx\^       ,o^/ov       ^ 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Mit  v  =  0  ist  aber  x  =  a,  folglich  C=:  a^k\  und  daher 

Weiter  erhalten  wir  nun 

ff=^^  =  fcV^^^^^      mithin       kf'dt=^   r  //^-. 
dt  dt  ^  J,  Ja   yfa^  —  x^ 

woraus  folgt:        ht  =  arc  (cos  =■  — \       ~  =  cos k t, 

sodass  t  =  —  (co8=^—\      x  =  acoskt 

Mit  diesen  Werten  von  x  und  t  bekommen  wir  wie  oben 

«  =  a(l  —  coskt)^       v  =  ak  sinkt 
Ist  für  8  =  a,   k^  =  p  =  der   Fallbeschleunigung ,   so   ist   für  eine  be- 

liebige  Lage  des  Punktes  zwischen  Centrum  und  Anfangspunkt  ä;^  x  =  — ^, 
folglich  k'^  =  ^.     Damit  gehen  die  erhaltenen  Resultate  über  in: 

t  =  y  —  arc  (  cos  =  ^)  =  2/  —  arc  (  cos  = p 

g         ^  ay       ^     g         ^  a    ^ 


s 


=:a(^l  -  cosY—ty 


V  =  y^  V«  2  -  a?2  =  y-^^  ^/2aS'-s^  =  ^ag'  sin  f  -^  t. 

Cl  CL  CL 

Dieses  sind  Gleichungen  für  den  freien  Fall  im  Innern  der  Erde,  welcher 
besonders  unter  7  behandelt  wurde. 

10.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  i'o  =  0 
von  einem  festen  Centrum  aus  mit  einer  Beschleunigung,  welche  einer  be- 
liebigen Potenz  des  Abstandes  des  Punktes  vom  Centrum  direkt  propor- 
tional ist.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des  Weges  s, 
imd  die  für  diesen  Weg  erforderliche  Zeit? 

Bezeichnet  k  die  Beschleunigung  in  der  Einheit»  der  Entfernung,  so 
ist  (p  =  k  «**.     Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind 

ds  dv 

dt  dt       ^ 
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Durch  Elimination  von  t  erhalten  wir 

V dv  ^=  (f  d s  =  k 8**  d s^       folglich   j  vdv  =  k  1  s''  ds. 

Ja  %/o 


d.  i.    lt;2  =  _-i-^*  +  l 

2  n-h  1 


woraus  sich  ergiebt     v  =  j/  ^«  + 1 

'^    n  +  1 


d  8 


Weiter  ist  ^  =  r  =  /-^*»  +  i,  daher  d<  -  F^JlI- 

Wenn  die  Beschleunigung  dem  Wege  direkt  proportional  ist,  habeo 
wir,  weil  in  diesem  Falle  n  =  1,      v  —  '\/k8,        t=  -^l  (s). 

Ealer,  Meehanica,  Tom  I.  p.  123. 

W.  Walton,   Collect ion  of  Problems  in  Illustration  of  th«  Principles  of 
Theoretical  Mechanic?,  IIL  Edit.  p.  221. 

Anmerkung:    In  der  Folge  bezeichnet  der  Kürze  halber  der  Name  , Walton '^ 
das  ebengenannte  Werk. 


11.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  nach  einem  festen  Centrum 
mit  einer  der  n*^"  Potenz  seines  Abstandes  vom  Centrum  umgekehrt  pro- 
portionalen Beschleunigung.  Wie  gross  ist  der  Wert  von  n,  wenn  die 
Geschwindigkeit  des  aus  dem  Unendlichen  kommenden  Punktes  in  einer 
Entfernung  a  vom  Centrum  gleich  der  Geschwindigkeit  ist,  welche  er  an- 
nehmen wfirde  bei  seiner  Bewegung  aus  dem  Abstände  a  bis  zu  dem- 
jenigen -ja  vom  Centrum? 

Ist  k  eine  Eonstante,  x  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum 
nach  der  Zeit  ^,  sind  v^ ,  v^  die  Geschwindigkeiten  in  den  Abständen  Of 

-ja  resp.  vom  Centrum,  dann  besteht  die  Gleichung 

rfv  _       k 

dx  x"* 

Daher  ist  für  die  Bewegung  des  Punktes  aus  dem  Unendlichen  bis  zum 
Abstände  a  vom  Centrum 

/^i.  /*^  2  k 

vdv  =  —k  I    x^'^dx,     folglich     t^i  ^  —     _  t  ^  ^ ""  "^ 

und  för  seine  Bewegung  auf  der  Bahn  a  —  -j  ff. 
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— -ai--(4  — ^-1). 


1* 

/*vdv  =^  —  k  r^x''^'dx,     folglich      V2^=     _, 
Ja 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  vx^=^v2\  mitbin 

^A^ai--  =  -^ai--(4"-'-l),     d.i.  4" -'=2,  folglich  n=|. 
n —  In  —  1  £i 

Walton,  p.  221. 

12.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  nach  einem  festen  Centnim 
aus  einer  Entfernung  a  von  demselben  mit  einer  dem  Kubus  seines  Ab- 
«tandes  vom  Centrum  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung.  Welches 
ist  der  Ort  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  und  seine  Fallzeit  T 
nach  dem  Centnim? 

Ist  X  der  Abstand  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t  vom  Centinim^ 
dann  ist  seine  Bewegimg  gegeben  durch 

—--  z=ifp=, r,         0?  =  a,  -r-  =  0,  zur  Zeit  i  =  0. 

dt^       ^  x^  'dt 

D.,.«»  folgt    (jfy="/ff=^-Kc=i(i,-^i,), 


dx 
d 


x"       a 
Perner  haben  wir  für  die  Fallzeit 


a  xdx  r^jf^  ^     [^      xdx 


,2 


t=^-^^fa'^-x\ 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  für  den  gesuchten  Ort  des  Punktes  und 
den  Weg  a  in  der  Zeit  t 

x^—'\[a^  —  kt'^,       S'=a  —  —  ^['^^^kt'^. 
a  a    ^ 

Weil  für  die  Fallzeit  a?  =  0,  so  ist  dieselbe 


y[  k 

Walton,  p.  225. 

13.  Ein  Punkt  Jbf,  welcher  sich  in  der  Verbindungslinie  zweier 
Oentren  A  und  B  befindet,  wird  von  diesen  Centren  so  angezogen ,  dass 
ihm  Beschleunigungen  mitgeteilt  werden,  welche  direkt  proportional  den 
Quadraten  der  Entfernungen  des  Punktes  von  denselben  sind.    Der  Punkt 
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befindet  sich  zur  Zeit  i  =  0  in  Mq  und  besitzt  zu  derselben  eine  Anfangs- 
geschwindigkeit, welche  nach  B  gerichtet  ist  (Fig.  32) ;  zur  Zeit  t  sei  er 

in  M  und  habe  die  Beschleunigungen  g»  in  der  Richtung  MA,  und 

A  M 

1  in  der  Richtung  MB,  so  wie  die  Geschwindigkeit  v.    Die  wech- 


BM 

selseitige  Entfernung  der  Centren  A  und  B  sei  a^  für  die  Anfangslage 
sei  J.  Jfo  =«1 1  BMo  =  a2.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  un- 
tersuchen. 

j^r       X        M  Bezeichnet  x  den  am  Ende  der  Zeit  t 

Jf       ^t;        '         ^      3  von  dem  Punkte  zurückgelegten  Weg  Mq  Jf, 
' '  '  so    ist    die    resultierende  Beschleunigung   zu 

^*"  8»-  dieser  Zeit,  weil  0^=0  —  01, 

rf'a;^  feg'  fei« 

^      d  <«       (a  -  ai  -  «)« ~   (ai  +  a;)«'  ''^ 

80  dass  mit  ai  +  a;  =  ^ 

d'^z         kt^  ifci« 


d<2       (a— ^)2      (a  4-^)2 
Die  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  dz  giebt 

dt^    "       ^dz\.dt)  ~  {fl—z)^         z^    ' 
und  wenn  wir  integrieren  wird 

^  va^y  a  — z         z 

Daher  ist  auch,  weü  —  =  —  =  v, 

<^^      dt 

-i-t,2+C  =  J?2_^.^.  (2) 

^  a  —  z        z 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  für  o;  =  0,  ;?  =  oi, 
2/  =  vo ,  also  wird 

y.^      ^2^       ,   A:!^        1       2       *2^       fci^        1       o 

und  wenn  wir  diesen  Wert  von  C  in  die  (2)  substituieren,  so  folgt 

^  ai         «2        V  ^        a  —  ^y  ^ 

oder  ^:2!^  =  ^VV_/^^^_A^Y 

Jetzt  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichung  (2),  weil  —  =  v. 
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'     a — z        z  dt 


=  V2// 


^^      ^fUl/k^^^z^Ici^a  —  ki^z—Caz'^'Cz- 


dt  ^  (a  —  z)z 

woraus  folgt 

t  =^  /%. yw:=r^zdz__ 

Aus  der  Gleichung  (3)  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  am  Ende  des 
Weges  0?;  die  Gleichung  (4)  stellt  die  zum  Beschreiben  dieses  Weges  er- 
forderliche Zeit  dar.  Das  in  (4)  auftretende  Integral  ist  ein  elliptisches^ 
welches  mit  Hilfe  der  Tafeln  für  elliptische  Integrale  aufzulösen  ist,  um 
zu  einem  bestimmten  z^  resp.  ai  +  x,  das  entsprechende  t^  oder  zu  einem 
gegebenen  t  das  zugehörige  z  zu  erhalten. 

Der  Punkt  in  A  J?,  für  welchen  die  Attraktionen  der  beiden  Centren 
gleich  gross  werden,  sei  JT,  AX=h^  z\m  B X=a  —  h,  womit  die  Be- 
ziehung bestehen  muss 

und  sind  die  Wurzeln  ä',/i"  dieser  Gleichung 

=i=  ; ;-i  h     = —  (O) 

kl  +  A:2  kl  —  «2 

Der  erste  dieser  Wurzelwerte  bestimmt  die  Stelle  JT  zwischen  A  und  B, 
der  andere  eine  Stelle  in  der  Verlängerung  von  AB  auf  der  Seite  des 
Centrums,  von  welchem  die  kleinere  Beschleunigung  ausgeht.  Nun  ist 
mit  (3) 

,e^2(*-L.V_V  )_2(^J-V^^)  +  .,«  (6) 

V  z       a — zy         ^üi       a^y 

und,  wenn  wir  in  diese  Gleichung  nacheinander  die  Werte  von  z  aus  (5) 

einführen,  erhalten  wir  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  an 

der  Stelle  X  innerhalb  der  beiden  Centren  anlangt, 

und  für  die  Geschwindigkeit,  wenn  der  Punkt  an  der  Stelle  JT  ausserhalb 
AB  ankommt 

flfi  +  «2  ^  Äi       Q^y 

Soll  der  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  i»  =  0  in  ^  zwischen  A  und  B  an- 
langen, dann  ist  die  hiezu  erforderliche  Geschwindigkeit  V  offenbar  nach  (6) 


= v'2  y 


ai        a^         «1  -h  a<i 
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und  durch  eine  kleine  Umformung  gelangen  wir  zu 

kl k^ 

F=V2^.  (7) 

«1      a2 
Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  vo<F,  dann  kann  der  Punkt  die  Gleich- 
gewichtsstelle nicht  erreichen,  er  kehrt  wieder  nach  A  zurück;  ist  vq  >  F,  so 
überschreitet  er  die  Stelle  JC  und  wandert  nach  dem  Centrum  B. 

Es  seien  nun  A  und  B  die  Mittelpunkte  des  Mondes  und  der  Erde, 
beide  Körper  unbeweglich  gedacht ,  AMq  =  a  sei  der  Mondhalbmesser, 
r  der  Erdhalbmesser,  und  es  werde  von  der  Mondoberfläche  ein  Punkt  mit 
einer  solchen  Geschwindigkeit  nach  der  Erde  geschleudert,  dass  er  die 
neutrale  Stelle  JT  gerade  erreicht.  Diese  Wurfgeschwindigkeit  lässt  sich 
annähernd  mittelst  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  wie  folgt  berechnen. 

Näherungs weise  ist  ai  =  zr^r,        AB  =  a  =  60r,         kz^  =^  -^^  also 

11  75 

7*'=—^=: — -^V-=  0-135a  =6-21r.     Mit  diesen  Werten  ist 

F2=:  0*044 89 — —.  Bezeichnet  g  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche, 

r 

so  ist  (7 :  ifei  2  =  1 :  — ,  folglich  ki «  =  gr^,  und  mithin  F^  =  0  •  04489 .2gr, 

oder    F  =  2368  Meter.     Ist  die  Wurfgeschwindigkeit  nur  unbedeutend 

grösser  als  dieser  Wert,  dann  überschreitet  der  Punkt  die  neutrale  Stelle 

und  föllt  nach  der  Erde.     Die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  höchstens  gleich 

O'Olr,  ihre  Grenze  erreicht  den  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  die 

sich  mittelst  (6)  bestimmen  lässt,  indem  wir  schreiben  vq  =  F,  a  =  60  r, 

3  1  1 

^  =  58 •  99  r,  Ol  =  Y=-r,  A:2 ^=  «^  ^i  ^  ^'i  ^  =  gr\  ^'2 ^  =  «c  gr%  und  finden 

nach  gehöriger  Reduktion  v«  =  F^  +  0-9247 .2^  =  0-96959 .  2^,  so  dass 
v:V=  4-6475.  Verlässt  denmach  der  Punkt  die  neutrale  Stelle  mit  einer 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeit,  so  tri£Ft  er  die  Grenze  der  Atmosphäre 
mit  einer  um  etwas  mehr  als  472mäl  grösseren  Geschwindigkeit  als  die 
Wurfgeschwindigkeit  beträgt,  es  ist  v  =  11  033  Meter.  Nach  der  Annahme 
ist  die  Höhe  der  Atmosphäre  0*01  r  =  63  650  Meter;  die  Zeit  zum  Durch- 
fallen dieser  Höhe  mit  gleichförmiger  Beschleunigung  folgt  aus  der  Formel 

1  -      . 

t  =  -{v  —  y2gs-\-vo^)^  es  ist  annähernd  ^  =  5 •  4  Sekunden. 

Schlömilch,  Analyt  Mechanik,  B.  I.  S.  324.  JuMen,  Probl^mes  de  M^ca- 
niqne  Rationelle  ^  Tom.  I.  p.  233.  Antenheimer,  Elementarbnch 
fflr  die  Differentialrechnong,  S.  353. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    L  6 
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14.  Nach  den  Ecken  eines  Quadrates  wird  ein  in  einer  seiner  Diago- 
nalen, sehr  nahe  seinem  Mittelpunkte  liegender  Punkt  so  beschleunigt,  dass 
die  Acceleration  einer  beliebigen  Funktion  der  Entfernung  direkt  proportional 
ist.     Wie  gross  ist  die  Zeit  einer  Schwingung? 

Es  sei  (Fig.  33)  O  der  Mittelpunkt  des  Quadrates, 
E  die  Lage  des  Punktes  zur  Zeit  t  nach  dem  Beginn  der 
Bewegung,  OD=^a^  0E  =  8,  AE  =  r.  Die  Summe 
der  in  der  Linie  OD  wirkenden  Beschleunigungen  ist 

9  =  —  2/(r)-  +/(a  —  »)  — /(a  -4-  «),  oder  wenn  wir  die 

Figur  38.  ^ 

höheren  Potenzen  der  kleinen  Grösse  s  vernachUssigen, 

nach  dem  Satze  von  Taylor,  y  =  —  2 1=^-^  h-/'  (a)  | «,  und  wenn  wir  noch 

den  CoefiScienten   von  s  mit  k^  bezeichnen,  y  =  —  2 Ar**.    Nun  ist  da» 
Gleichungensystem  für  die  Bewegung 

da  dv 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  v 

dt^  -      ^  *• 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

ds 
Zur  Zeit  t=0  ist  —  =  0,  und  «sei  =  «o»  womit  sich  für  die  Integrations- 

dt 

konstanten  ergiebt  8q-=  C  cos  C\  0  =  C  sin  C,  folglich  ist 

s  =  So  cos  kt. 

Mit  kt  =  71  wird  «  =  —  «o  =  seinem  grössten  negativen  Werte,   mithin 

ist  die  Zeit  T  einer  vollen  Schwingung,  weil  dann  kT  =  n, 

7171  1 


Waltoii,  p.  222.  '^    a-'      ^      -^   ^  ' 


15.  Ein  Pankt  f&IIt  von  der  Spitze  eines  Tnrmes,  es  wird  beobachtet,  dass  er 
in  der  letzten  Sekunde  seiner  Fallzeit  den  nt«n  Teil  dieser  Höbe  zurücklegt.  Welches 
ist  die  ganze  Fallzeit  T  und  die  Hohe  H  des  Turmes? 

T  =  n  H-  y^-T«;     H=^gn (2 n  —  1  -h  2  Ytß^Ä), 

16.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  4  ^  vertikal  aufwärts  geworfen, 

nach  zwei  Seiiunden  hOrt  die  Fallbeschleunigung  für  eine  Sekunde  auf  zu  wirken  und 

ist  dann  doppelt  so  gross.    Man  soll  die  grOsste  Steighohe  H  und  die  Geschwindigkeit 

V,  mit  welcher  der  Funkt  an  dem  Orte  seines  Auslaufes  wieder  ankommt,  bestimmen. 

H=9g,  v  =  6g. 

Walton,  p.  227. 


n.  Th.  Kap.  II.  Bewegung  im  leeren  Räume.  83 

17.  Welchen  Weg  s  legt  ein  in  einen  Brunnen  senkrecht  hinabgeworfener  Körper 
snrflck,  den  man  nach  t  Sekunden  aufschlagen  hOrt,  wenn  der  Fall  im  luftleeren  Raum 
stattfindet,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  a  Meter  beträgt  und  der  EOrper  keine 
An&ngägesch windigkeit  besitzt? 

s  =  -{gt-¥  a— |/2^-f  a2). 

•/ 

18.  Ein  Punkt  fällt  geradlinig  nach  einem  festen  Centrum  mit  einer  der  n'«» 
Potenz  seines  Abstandes  von  diesem  Gontrum  direkt  proportionalen  Beschleunigung  und 
•erlangt  in  dem  Abstände  a  von  denselben  die  Geschwindigkeit  v.  In  welcher  Ent* 
femung  z  vom  Centrum  hat  die  Bewegung  begonnen,  wenn  k  die  Intensität  der  Be- 
schleunigung im  Abstände  der  Einheit  von  dem  anziehenden  Punkte  ist? 

Die  verlangte  Entfernung  folgt  aus  der  Gleichung 

Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  109.  Walton,  p.  227. 

19.  Ein  Punkt  fällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  nach  einem  festen  Centrum 

mit  einer  dem  Kubus  des  Abstandes  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung.   Welches 

ist  die  ganze  Fallzeit  T,  wenn  k^  die  bekannte  Konstante  und  a  den  Anfangsabstand 

iMzeichnet? 

a2 

20.  Ein  Punkt  fällt  aus  einer  unendlichen  Entfernung  nach  einem  festen  Centrum 
mit  einer  dem  Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  in  einer  Entfernung  a  vom 
Centrum,  wenn  k^  die  bekannte  Konstante  bedeutet? 


-'/!• 


21.  Ein  Punkt  fällt  aus  einem  Abstände  a  nach  einem  festen  Centmm  mit  einer 

k^ 
Beschleunigung  —  2 ,  wo  r  eine  beliebige  Entfernung  von  demselben  bezeichnet.    Wie 

^oss  ist  seine  ganze  Fallzeit? 

8fc 
19—21.     Walton,  p.  228. 

22.  Ein  Pnnkt  befindet  sich  in  einer  Entfernung  a  von  einem  festen  Centruni 

/2  n  -+-  l\*d 
wd  ftUt  nach  demselben  mit  einer  der! r-  j      Potenz  des  Abstandes  umgekehrt 

proportionalen  Beschleunigung,  Wo  n  eine  positive  Zahl  >  1  bezeichnet.    Welches  ist  die 
^anze  Fallzeit  T,  mit  k^  als  der  bekannten  Konstanten? 

2h 


T  = 


2"     \a^"     ^  1.2.3...(n-l) 


kV2n^^      n(n-M)(n4-2)...(2«-2) 
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23.  Ein  Punkt  bewegt  sich  aus  der  Ruhe  nach  einem  festen  Centrum;  heide- 
haben anfangs  den  wechselseitigen  Abstand  a;  die  Beschleunigung  ist  umgekehrt  pro- 
portional der  Entfernung.    Man  soll  den  Wert  yon  ß  so  bestimmen,  damit  der  Punkt 

zur  Beschreibung  der  Bahn  zwischen  ßa  und  ß^a  ein  Maximum  an  Zeit  nOtig  hat» 

1 

ß^n     2(«-.l). 

24.  Ein  Punkt  befindet  sich  an  einer  bestimmten  Stelle  zwischen  zwei  Gentren^ 
welche  ihn  mit  gleicher  Intensität  nach  sich  hin  accelerieren,  und  ist  die  Beschleuni- 
gung direkt  proportional  dem  Abstände.  Welches  ist  die  Lage  des  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  und  die  Periode  seiner  Schwingungen  ? 

Bezeichnet  a  den  Anfangsabstand  des  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  die  Oentrei> 
Yorbindenden  Geraden,  x  seine  Entfernung  davon  nach  dem  Verlaufe  der  Zeit  t^  k^  di& 
bekannte  Eonstante,  so  ist 


x  =  acosY^kt,     und  die  Schwingungsperiode  =        .^ 
22—24.    Walton,  p.  229. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

Die  Verzögerung,  welche  ein  Punkt  w&hrend  des  Durchlaufens  eines  widerstehen-^ 
den  Mediums  von  veränderlicher  Dichtigkeit  erfährt,  hängt  an  einer  beliebigen  Stelle 
seiner  Bahn  von  der  Dichtigkeit  des  Mediums  und  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
daselbst  ab,  so  dass  sie  eine  Funktion  dieser  Grossen  sein  wird.  Die  Beschaffenheit 
dieser  Funktion  kann  nur  durch  das  Experiment  bestimmt .  werden.  Bei  rein  mathe- 
matischen Untersuchungen  wird  —  wegen  der  Einfachheit  und  als  eine  wahrscheinliche 
Annäherung  an  die  Wahrheit  —  angenommen,  dass  diese  Funktion  von  der  Form  egSl 
sei,  wo  Q  die  Dichtigkeit  des  Mediums,  SZ  eine  gewisse  Funktion  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  bezeichnet,  s  ein  unveränderlicher  CoSfficient  ist,  welcher  von  der  Beschaffen- 
heit des  fraglichen  Fluidums,  in  Bezug  auf  Cohäsion  und  Reibung  seiner  es  zusammen* 
setzenden  Moleküle,  abhängig  ist  Bezeichnet  g  die  Dichtigkeit  des  in  einem  Fluidum 
von  der  Dichtigkeit  q  unter  der  Wirkung  der  Fallbeschleunigung  g  sich  bewegenden 
Körpers ,   so  ist  gefunden  worden ,   dass  die  auf  diesen  EOrper  wirkende  resultierende 

Beschleunigung  g'  =  (l  —  ^jg  ist,  und  es  wird  gewöhnlich  g'  die  relati?e  Beschleu- 
nigung genannt. 

Die  frühesten  Untersuchungen  der  Bewegungen  in  widerstehenden  Mitteln  sind 
Newton  und  Wallis  zu  verdanken.  Eine  gründliche  Ausarbeitung  der  Theorie  dieser 
Bewegung  durch  Newton  wurde  im  Jahre  1^87  im  zweiten  Buche  der  Principia  ver- 
öffentlicht. In  demselben  Jahre,  nach  der  Publikation  von  Newton's  Werk,  gelangte 
Wallis  unabhängig  davon  zu  wertvollen  Schlüssen  voii  diesem  Gegenstande,  er  teilte 
seine  Erwägungen  der  königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  London  mit^ 
welche  in  den  Philosophical  Transactions  für  das  Jahr  1687  zur  allgemeinen  Kenntnis 
gebracht  wurden.  Von  Leibnitz  ist  ein  Blatt  über  die  Frage  nach  der  Bewegung  im 
widerstehenden  Mittel  in  Acta  Erudit   Lips.  anno  1689  vorhanden ,  auf  welchem  er 
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lieinungen  entwickelt,  die  er  erklärt,  zwOlf  Jahre  vor  dieser  Veröffentlichung  der  könig- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  mitgeteilt  zn  haben.  Anch  Hajghens  hat  gewisse 
Punkte  dieser  Theorie  am  Ende  seiner  Discoars  de  la  Gonrse  de  la  Pesantenr  besprochen, 
welche  im  Jahre  1690  erschienen.  Endlich  wurde  alles  das,  was  diese  Philosophen, 
•entweder  mit  oder  ohne  Erklärung,  der  gelehrten  Welt  zur  Kenntnis  gebracht  hatten, 
analytisch  von  Yarignon  erforscht,  und  erschien  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  in  den 
Mömoires  de  PAcad.  des  Sciences  de  Paris  während  der  Jahre  1707  bis  1710.  Von 
Bouguer  existiert  eine  sorgsam  ausgearbeitete  Schrift  in  Les  M^moiies  de  TAcad.  des 
Sciences  de  Paris,  1731,  p.  390;  daselbst  behandelt  er  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  beweglichen  widerstehenden  Mitteln. 


1 .  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  vq  in  einem 
Tluidum  von  konstanter  Dichtigkeit  geworfen,  durch  welches  er  eine  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Verzögerung  erleidet.  Wie  gross  ist 
die  Geschwindigkeit  und  der  Weg  des  Punktes  am  Ende  einer  beliebigen 
Zeit  t,  wenn  k  die  Beschleunigung  für  die  Einheit  der  Geschwindigkeit 
bezeichnet? 

Das  Gleichungensystem  für  die  Bewegung  des  Punktes  ist  hier 

(fs  dv  _ 

~=.v,      ^  =  y,         ^  =  -kv. 

Damit  ergiebt  sich  v dv  =  k v,     oder     dv  =  —  kds^  so  dass 

/  dv  =  — ki  ds,     V  —  Vq  =  — ks^     mithin    v  =  vo  —  ks,      (1) 
d  8  d  s 

Ferner  ist    -—  =  if  =  t;o— A:«,    dt=^ r-i  folglich 

dt  t'o  —  ks 

Pdt^  /"-^,   80  dass   t=\l      ""  ,  (2) 

*^o  ^0   Vq — ks  k  Vq  — ks 

Gehen  wir  in  (2)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  dann  wird 
e«  - — —-^  also  «  =  ^(1  —  e~*0;   ^;  =  ^'o^-*^  mit  (1). 

Vq  —  ks  k 

Newton,  Principia,  Lib*.  11.  Prop.  I  et  II.  Leibnitz,  Acta  Erudit.  Lipe. 
anno  1689.  Yarignon,  Mdm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  anno 
1707.    p.  391.    Walton,  p.  235. 


2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  vq  in 
«inem  Medium,  welches  ihm  eine  Verzögerung  proportional  der  n'**  Potenz 
seiner  Geschwindigkeit  v  beibringt.  Ef  seien  zu  bestimmen  die  Belationen 
zwischen  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Bahn  «,  der  Geschwindigkeit  v 
und  der  Zeit  t^  so  wie  zwischen  s  und  t? 

Die  erste  Belation  ergiebt  sich  aus  der  Differentialgleichung 

v-z-  =  —  A:  v",     oder     kds  = — ? » 

ds  v**"'- 
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aus  ihr  folgt 

^  -  A:  („  _  2)  Vv "  -  2      ,,^«~2^  •  (1> 

Die  zweite  Beziehung  folgt  aus  der  Bewegungsgleichung 

dv  ,  T         ,   ,  dv 

-;-=— fcv",     oder     kdt^ -» 

dt  t'** 

nämlich 

Die  dritte  Relation  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  v  aus  (1)  und  (2)^ 
sie  ist 

Yarignon,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1707,  p.  404. 
Walton,  p.  237. 

3.  Ein  Punkt  fällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Luft  frei 
hei*ab.  Die  Beschleunigung  sei  konstant  =  g  und  der  Luftwiderstand  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportional.  Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Punkten 
beschafiFen  ? 

Ist  k  diejenige  konstante  Grösse,  um  welche  die  Fallbeschleimignng^ 
bei  der  Geschwindigkeit  if  =  1  vom  Luftwiderstande  vermindert  wird,  so 
ist  die  resultierende  Beschleunigung  zur  Zeit  t^ip'.=  g  —  kv^  demnach  sind 
die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  des  Punktes 

Die  Fallzeit  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  folgt  aus  (2)  und  (3),  es  ist 

,    _       ^^  f*j^f^^^  .        _    ^  7       ^  {A\ 

g — W    y«      ~"tA  g  —  kv      "    '~  k  g—kv 

Jetzt  ergiebt  sich  aus  (4)  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der  Zeit,  es  ist 

.M;=|(l-^-*^).  (5> 

Wächst  die  Zeit  bis  ins  unendliche,  so  nähert  sich  die  Geschwindigkeit 
einer  bestimmten  Grenze,  wir  erhalten  Km  .  =  fom|  (1 -."«)=  f. 
Für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Weg  s  ergiebt  sich  mit  (1)  und  (5) 
ds  =1  (l_^-«)d^,  J'ds  =  l/V  — ^'"*^) dt,  .-.  8  =:|j«+~(tf-*'-  1)|(6> 
AVächst  t  bis  ins  Unendliche,  so  wird  auch  der  Weg  s  unendlich  gross. 
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Der  Weg  a  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  durch 

Elimination  von  t  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  und  der  Integration 
des  Resultates,  wir  erhalten 

__   vdv        n     _  r  '^_^'a_     .     _lrg.     9  \      /yv 

g  —  hü     J^  Jq  g — kv     '*         k\k  g  —  kv        f 

Behufs  Einföhroiig  des  Luftwiderstandes  kann  auch  in  folgender  Weise  za 
Werke  gegangen  werden.  Die  Betardation  tp  des  Widerstandes  iBtp  =  kv.  Um  k  durch  g 
auszudrucken  sei  e  der  Wert  Ton  v,  bei  welchem  ip  =  g  werden  wtirde,  so  dass  g  =:ke 

ist.    Dadurch  wird  \fß  =  g—,  also  g>  =  gfl j  =  g EQemit  erhalten  wir 

8     dv         fi,     e    f  dv         ^       a  ,      e  r.         ^i\ 

ge  —  v'    Jo  gjf,  e  —  v  g     e  — v'  V  / 

d$- 8(1  —  6'^*^  dt;  J  dszusi    (l—e8\dty  .'.  «  =  e  |  <  H- ~  (^c "«"'~  1  j|- 

Jo  9Jo    «— ^  ^V       a  —  V        J 


dt 


8  vdv 

ds  = : 

g  s'-v 


4.  Ein  Punkt  wird  in  der  Luft  mit  einer  Geschwindigkeit  vq  ver- 
tikal aufwärts  geworfen.  Die  Fallbeschleunigung  sei  konstant  =  g  und  die 
Beschleunigung  des  Widerstandes  proportional  der  Geschwindigkeit.  Welches 
ist  seine  Geschwindigkeit  v  und  sein  Weg  s  nach  der  Zeit  t  ?  Wie  gross 
ist  die  ganze  Steighöhe  H  und  die  ganze  Steigzeit  T? 

Weil  hier  die  Widerstandsbeschleunigung  in  demselben  Sinne  wie  die 
Fallbeschleunigung  wirkt,  so  sind  die  Fundamentalformeln  für  die  Bewe- 
gung des  Punktes 

?«  =  '■'    ^^^        ^  =  *'     ^^^        <p  =  -ig  +  kv).    (3) 
Mit  (2)  und  (3)  wird 

g  —  kv     Jo  Mg  —  kv  k.g  +  kv 

'''V=^:j^\{g  +  kvo)e-^  —  g\.       (5) 

Mit  (1)  und  (5)  erhalten  wir 

1  /**  1    /»' 

d8  =  j\{g-^kvQ)€-^—g\dV,  J  ds=^-J  \{g 'hkVQ)€-'^'— g\dU 

Durch  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 

__         vdv       r*      __         f*  vdv       ,    _1|  ^jS^'^l^^i      n\ 

^"^  g-hkv'Jo      ^  "^ '^  J^y^lcv    ' '^'^  kw'~^     k  g+kv^y 
Im  höchsten  Punkte  der  Bahn  ist  i;  =  0,  daher  mit  (7) 
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und  mit  (4) 

T=hl±-^'^^-.  (9) 

kg 

Aus  der  Gleichung  y  =  —  (^  + ikv)  ist  ersichtlich,  dass  die  soeben  ent- 
wickelten Resultate  auch  für  das  senkrechte  Emporsteigen  eines  Punktes 
im  luftleeren  Räume  gelten  müssen,  denn  dann  ist  ib  =  0,  und  es  lassen 
sich  dieselben  auch  leicht  auf  jene  für  den  einfacheren  Fall  zurückführen, 
was  hier  an  den  Formeln  (8)  und  (9)  gezeigt  werden  soll. 

kvQ  -^gl-Jjr- 

Die  (8)  lässt  sich  schreiben  H-= ,  ^ ,sie  nimmt  mit  jk  =  0  die 

Form  JJ  =  ^  an.    Die  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  des  Ausdruckes 

der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nach  k  giebt  ^-r-  — ^- — r  =  -mitÄ:«,  daher 

2  (^  +  A;  vo)      0 

i8t2'^z=^miti-=0undfolglichiZ  =  ^C     Mit  ^  =  0  geht  die  (9)  über  in 

g^kv^ 

0 

r=3C.O;  es  ist  aber  dann  auch ^^ —  =  ;r-.     Indem  wir  Zähler  und 

k  0 

Nenner  dieses  Ausdruckes  nach  k  diflFerentiieren ,  rauss  sein   — ^,    -  =  7: 

mit  ifc  =  0,  d.  i.  ~  =77,  so  dass  T  =  — ,  mit  k  =0.     Die  Gleichungen 

9       ^  9 

2 

Ä—  ^  ,  und  r=  —geben  aber  die  Steighöhe  und  die  Steigzeit  eines  mit 

^9  9 

der  Geschwindigkeit  v^  im  luftleeren  Räume  vertikal  aufwärts  geschleu- 
derten Körpers.  In  ähnlicher  Weise  können  die  übrigen  Resultate  trans- 
formiert werden. 

5.  In  einem  Medium,  dessen  Widerstandsbeschleunigung  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist,  fällt  ein  Punkt  unter  dem 
Einflüsse  der  konstanten  Fallbeschleunigung  g  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
frei  herab.     Welches  ist  die  Bewegung  dieses  Punktes? 

Die  Bewegung  erfolgt  unter  der  resultierenden  Beschleunigung  <p  ■-=■ 
g  —  kv\  wenn  die  Richtung  der  Fallbeschleunigung  positiv  genommen  wird, 
so  dass  die  Grundgleichungen  für  dieselbe  sind 

ft  =  ^'^     ^^)  'd-t  =  ^^     (2)  <,  =  ,-*.^.     (3) 

Durch  (2)  und  (3)  erhalten  wir  zwischen  der  Geschwindigkeit  und. der  Zeit 
die  Beziehung 
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kdt  = =-5 s,  mlt4  =  ö^^  so  dass  k  1  dt=  1     « o' 


:^— V2 


Das  letzte  Integral  löst  sich  bequem  durch  Zerfallung  des  Ausdruckes 

1  \  A  T\ 

-= ö  in  Partialbrüche.     Mit -5 z=        --f-  ,  ist  l  =  a(-4-hJ5) 

^is  —  y^  ^js  —  ^,z      ^-i-i;      a — V 

-f-(J5-^)i',  wodurch  a (.4  +  B)  =  1 ;  J9  — -4  =  0;  folglich^  =  ^  = --. 

*        r    dv  1     /*/*    1  1    "\ 

Demnach  ist  / -^^ ^  =  —-  /l 1 ) dv,  mithin 

J  a^  —  v^      2aJ  \a-hv      a  —  vj 


2akrdt=   rC b- \dv,  2akt=l 

Jo  Jo   va-f-v     a  —  vj 


a  -f-r 


a  —  V 
Durch  diese  Belation  ergiebt  sich 

1      a-f-v      ...  ^«w  — ^-«w 

Es  ist =  ~2dki'  wächst  die  Zeit,  dann  wächst  die  Exponentialgrösse 

rechts  sehr  rasch,  und  wird  mit  ^  =  oo  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
gleich  Null,  folglich  nähert  sich  mit  wachsendem  t  die  Geschwindigkeit  v 

SO  dass  bei  unendlich  wachsender  Zeit  die  Bewegung  des  Punktes  zu  einer 
gleichförmigen  wird. 

Indem  wir  aus  (1),  (2),  (3)  die  Zeit  eliminieren,  bekommen  wir 
_    vdv       r'     __   /•*'  vdv    __        1     /»*' — 2kvdv         _  1  q        ,^. 

womit  der  Weg  als  Punktion  der  Geschwindigkeit  gefunden  ist.  Die  Eli- 
mination von  V  aus  (5)  und  (6)  giebt  den  Weg  als  Funktion  der  Zeit, 
nämlich 

.  =  -Z--      2-   -.  (7) 

Zu  demselben  Besultate  führen  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (5),  mit 
ihnen  ergiebt  sich 

^2««  _  1  ^a  \    p*e^.  akt  +  e""^  {—  ak  dt) 


1     ^oW  _f_  ^— oÄ-f 

woraus  folgt  «  =  -Z ^ (7) 

k  £i 

Für  eine  sehr  grosse  Zeit  können  wir  den  Weg  e  durch  eine  Näherungs- 
formel bestimmen.     Indem  wir  mit  ^  =  qo,  er^^O  haben,  geht  damit 

(7)  über  in  8  =^  at  —  ]-l{2)  =  y  ^t-\l{2). 

k  k         k 
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Die  resultierende  Beschleunigung  ist  y  =  ^  —  kv^.  Es  müssen  somit 
die  hier  erhaltenen  Resultate  in  diejenigen  für  den  freien  Fall  eines  Punktes 
im  leeren  Baume,  unter  gleichen  umständen,  übergehen,  wenn  ä;  =  0  gesetzt 
wird. 

Die  Gleichung  (2)  giebt  mit  ä:  =  0,  v  =  qd.O.  Setzen  wir  yik  =  e» 
so  ist  auch 

V  =  ^^  ^—^ ^Z^y^  =  QO  .  -  =  QO .  0,  mit  fi  =  0.    Weil  nun  der  Nenner 

des  zweiten  Paktors  des  Ausdruckes  für  v  mit  e  =  0  bekannt  und  Y^ 
eine  konstante  Grösse  ist,  so  haben  wir  nur  den  Ausdruck  zu  untersuchen 

=  =^-4 ,  welcher  =  jr  mit  e  =  0.    Es  ist  SH  =  \  ff  ^ 

e  9  («)  ^  0  (p\€)        ^  ^ 

X  (^>^.<e  +  ^~V7-«),  mithin A4rx  =2^/^L   Für  eine  der  Null  sich  unbe- 

9  (0) 

grenzt  näherndes  e  oder  k  ist  folglich 


«m  jy^ 


Km  I V  ^     w- ,7^ — [  =  o  =  ^^»  ^^^®^  ^^  =  ff^' 


Die  Gleichung  (6)  giebt  mit  ifc  =  0,  «  =  oo .  0.   Dififerentiieren  wir  die  Bruch- 

ff^lcy^         f(]A 

Seite  der  Gleichung  2«  =  -^t —  ^    nk  ™  Zähler  und  Nenner  nach  fc,  so 

f  (IcS  v^  f  (0)      v^  V* 

wird  ''-?,-[  = r-s,   "^-77^  =  — ,  mithin  ist  mit  ä:  =  0,  2 ä  =  - ,  oder 

y  (Ä:)       ^  — Ä;v2      (j)  (0)        ^  g 

Die  Gleichung  (7)  giebt  mit  A  =  0,  «  =  co  •  0.    Nun  ist 

iheV'^t  +  e-  y'"  0  die  *"+^-") 


*  =  ^*^ rT:2 =  ^^ 


2. 


und  mit  einem  der  Null  sich  unbegrenzt  näherenden  k  oder  a»  ist 

lim  8  =  gt^' lim -^ =. gt^'  — ?  folglich  s^^-^gt^. 

v^  1 

Die  drei  Formeln  v  =  gt^  äz=— »  ä  =  — ^^^^  gin^  ^ie  verlangten  Glei- 
chungen für  den  freien  Fall  eines  Punktes  im  Vacuum. 

6.  Ein  Punkt  wird  in  einem  Fluidum,   welches  eine  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Widerstandsbeschleunigung  aus- 
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Übt,  vertikal  in  die  Höhe  geworfen  mit  einer  Geschwindigkeit  vq.    Wie^ 
ist  seine  Bewegung  beschaffen? 

Die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  sind 
^  =  r,        (1)  ^  =  y,       (2)  9=~(ff  +  kv^).  (3) 

Daraus  erhalten  wir  zwischen  der  Zeit  und  der  Geschwindigkeit  die  Be- 
ziehung 

,,  dv  1     dv  \       dv        rq  „x 


+  kv^  kg,. 


k 


so  dass 

"" "  (!) 


r^d  -  —~  f   ^^    —  —  - 


V 

woraus  folgt 


ak 


arc 


(tff  =  vo  ^---)  —aro {tg  =  vy  —)  • 


y^l  «»"^^.^  =  ^0  /^  -j  -arcytg^vy  j)  J-  (4> 

Durch  Auflösung  der  (4)  fQr  v  erscheint  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der 

Zeit.    Setzen  wir  ^  =  a^  a/rc  [Jg  =  vo  /^  ^)  =  «,  arcytg  =  vY  -^j=\f)y 

SO  Ist  77=7  =  ~» ~  =  ^^  a,  -  =^tqtp^  welche  Werte  in  (4)  substituiert  geben 
ygk      g  a  a        ' 

<=-(«  —  ?/;),  oder  a  —  i/;  =  ^• 
g  ^       a 

Nun  ist  tg^-^=tg{a-xp)='^''-'^'^, 

Vo v_ 

g  t         a       a               vo  —  V 
oder  tg^—  = =  a  —^ « 

a  -  Vq  V  Ä*  +  Vo  V 

a  a 
und  folgt  aus  der  letzten  Belation 

gt  ,  9 1 

Vq  cos a  ein  *^— 

a  a 

v=  a (5> 

ff  t  ,   q  t 

a  cos  - — h  Vo  sin  — 
a  a 


Jetzt  bekommen  wir  mit  (1)  und  (5) 
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Qt  ,   gt 

i'o  €08 a  sin  ^— 

a  a 

de  =^  vdt  =  a d t, 

9  t  ,   gt 

a  €08  - — h  i'o  8in  ^— 
a  a 

/'         gt         .  gt 
vq  €08 a  8in  — 
d  i, 
a  €08 h  t'o  sin  ^— 
a                   a 

4.1.  «  =  —  l(-^8m- hco8^—\  (6) 

g      \a        a  a  J 

womit  8  als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist.    Aus  den  Fundamentalglei- 

-chungen  folgt  ferner 

j         ,  vdv  \  iikvdv       .... 

vdv  =-  a>d8 ^   so  dass   a «  = ; — ^  =  —  kt ; — '  mitnm 

^  g-^-kv^  zkg-hkv 

/^,  1     r''2kvdv  1     .g-hkvo^  ... 

l^'=-2kX^7^^kV^'    '  =  2k'^J^:rk^'  ^^> 

welche  Relation  den  Weg  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  darstellt. 
Die  ganze  Steigzeit   T  und  die  entsprechende  Steighöhe   H  resultieren 
aus  dem  umstände ,   dass  am  Ende  dieser  Zeit  v  =  0  ist.     Durch   (4) 
folgt  daher 

T^^^arcftq^voj/^)^     oder  T=— ,  (8) 

ygk        ^'  ^^  9 

und  vermöge  (7) 

^^lll±±n^     oder  H  =  -lC^8ma-^€08a\         (9) 
2k  g  g     \a  J 

Weil  mit  ä:  =  0  die  Beschleunigung  y  =  —  {g  -\-kv^)  in  die  Acceleration 
für  die  Bewegung  des  Punktes  im  luftleeren  Räume  übergeht,  so  müssen 
<lie  hier  erhaltenen  Resultate  auch  den  genannten  Fall  in  sich  schliessen, 
weshalb  sie  für  denselben  umgeformt  werden  sollen. 

Die  Gleichung  (4)  kann  mit  ^Jk  =  «  geschrieben  werden 


arci  ig  =  — ?=^  f  )  — arc  f  tg  =  -  ^—  e\ 


fiß)  _   0 


Nun  ist 

/(e)__^  1 v_  1  -:tui-/(Q)_»'o-^'_0 

i'  9 

Daher  ist  mit  ^  =  0,  ^  =  --2 ,  y  =  ^.^  — gt. 
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Die  Gleichung  (6)  giebt  mit  A;  =  0,  d.  i.  mit  a  =  Qc,  «  =  oc  •  0,  sie  ist  mit 

a  =  J^-7-»*  =  "j^^  [vq  y  —  sin  Yff  ^.t  -h  co%\J gk .  <Ji 
ic  g  ^ 

oder,  mit  77=  =  «,     \ g't  =  ß,     yk  =  «, 

l(a€  sin  ße-h  cosß  e)  _  /{s) 

diese  giebt  für  e  =  0,  s  =  -^.    Nun  ist 

/(c)  asinße-h  aßecosße  —  ßeinße       /'(O)  __    0 

(p' {e)  2€{a€sinß€ -h  cosße)  y'(O)""   0 

/'' (e) 2aßco8ß8  —  aß^eainße  —  jff^ cos ß e 

5p"(£)       2(ae«m/^€  4-  cosß  e)  -h  2€{asinß€  -h  aß  €  cosß  e  —  ßsiaßef 

f"  {^\       2  et  8 S^  1 

^^TT^  =  — ^ — ^=zvot o'ff^^'      Daher    erhalten    wir  für    e  =  0^ 

1       • 

Die  Gleichung  (7)  giebt  mit  ä:  =  0,  ä  =  od  •  0.    Aber  es  ist 

d      g  -h  kifQ^ 


f(k)_  dk      g-hkv^   _  j^  f_3^ t'^      >. 

dk^^^^ 

/(O)  _    1  i;o2-i;^ 
y'(0)         2  (7       ' 

daher  mit  ä:  =  0,     *  =  - 


2^ 

Die  so  gefundenen  Gleichungen  t  =--  -^ »        «  =  t'o  ^ ?r  9^^r 

9  ^ 

^  —  — ^ ,  gjn(j  ciie  gesuchten  Relationen  für  das  senkrechte  Empor- 

^9 
steigen  eines  Punktes  im  Vacuum. 

Von  Interesse  ist  hier  noch  ein  Vergleich  zwischen  dem  senkrechteu 
Emporsteigen  und  der  Bückkehr  des  Punktes  in  seine  Anfangslage.  Hat 
der  Punkt  seine  grösste  Höhe  erreicht,  dann  föllt  er  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit t'o  =  0 ,  und  einer  Beschleunigung  ^  =  ^  —  ä;  r»^ ;  diesen 
Teil  der  Bewegung  behandelt  die  Lösung  des  vorhergehenden  Problemes. 

Bezeichnet  v^  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  in  seine  An- 
fangslage zurückkehrt,  so  ist  sein   Weg  11=:  —-l ^     ^i    dagegea 

£t  IC      Q  "^  IC%\ 
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ist  die  ganze  Steighöhe  H=^;-rl- ^t  so    dass   zwischen   den   Ge- 

2k         ff 

:schwindigkeiten  v^  und  vq  die  Relation  besteht -i-  = 7 — 5.  oder 

ff  ff-\-kVo^ 

viivo  =  'yfff  ♦  ^J ff  -4-  A  i'o  ^ ,  d.  h.   die  Geschwindigkeit,   mit    welcher  der 
Punkt  in  seine  Anfangslage  zorückkehrt,  ist  kleiner  als  diejenige,  mit 

lyelcher  er  aufsteigt.     Die  ganze  Steigzeit  des  Punktes  ist  r'  =    . 

X  üTc  (tff  =  vo  y^y  seine  ganze  Fallzeit  T"  =  — ^  f  X£±_V^^ , 
oder,  wenn  vi  durch  i'o  ausgedrückt  wird. 

Daher  ist  die  ganze  Zeit  T  der  Bewegung  des  Punktes 

^fffk\        V^  '^    ffj  yg 

Die  Beschleunigungen  sind  in  den  beiden  zuletzt  betrachteten  Fällen 
4p  =  ff  —  kv^,  und  (jp  =  —  (^  -h  A:  v^).  Die  Resultate  unter  5  müssen 
-daher  in  diejenigen  unter  6  übergehen,  wenn  an  die  Stelle  von  -f-^, 
—  ff  gesetzt  wird,  und  umgekehrt. 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  nach  einem  festen  Centrum  A  mit  einer 
-der  dritten  Potenz  seiner  Entfernung  vom  Centrum  umgekehrt  proportionalen 
Beschleunigung  in  einem  Fluidum  dessen  Widerstandsbeschleunigung  direkt 
proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  ist.  Wie  gross  ist  die 
"Geschwindigkeit  v  des  Punktes  in  einer  beliebigen  Entfernung  von  -4? 

Es  stelle  x  die  Distanz  des  Punktes  von  A  zu  einer  Zeit  t,  a  seinen 
Anfangsabstand  von  A,  jt*  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung, k  die  Widerstandsbeschleunigung  in  der  Einheit  des  Abstandes 
für  eine  Einheit  der  Geschwindigkeit  dar,  womit  für  die  Bewegung  des 
PnaUes  die  Beziehung  besteht 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  multiplizieren  wir  ihre  beiden  Seiten 

mit  2  j-,  was  giebt 
d  t 


^dxd^x      2iidx      2k /^dx^ 
TiJi^  ""^'di'^  x^  \dt)  ' 
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,                    d  /^dx\^           d  r  ^ 

ö 

^(dt)    dxKccO 

/'d  »Un.                   1 
Setzen  wir  nun  (  -;—  i  —  le;,     —5 

\dtJ               x^ 

"""     4 

z,  dann  ist 

dw          dz       .dz 

dt^'f'dt    ^""dt 

dw  -i-kwdz  —  itdz, 

d(e^'w)  =^  fJLe^' dz, 

e^-'w  —  C+^e"', 
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folglich,  wenn  wir  iFOr  w  und  z  ihre  Werte  schreiben 

k  k 

€ 


-^»i;2=:C'+-^^*. 


Weil  aber  mit  «  =  a,  t;  =  0  ist,  so  wird  die  Integrationskonstante 


k 


<7=— ^<p«%  daher 


e^' 


womit  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  des  Äbstandes  bekannt  ist. 

Walton,  p.  286. 

8.  Ein  Punkt  fallt  vermöge  der  Beschleunigung  der  Schwere  aus 
einer  gegebenen  Höhe  in  einem  Medium  von  gleicher  Dichtigkeit.  Die 
Widerstandsbeschleunigung  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt 
proportional.  Angekommen  an  der  tiefsten  Stelle  der  Bahn  wird  er  mit 
der  Geschwindigkeit  vertikal  aufwärts  geworfen,  welche  er  durch  seinen 
Fall  erlangt  hat;  hierauf  sinkt  er  nach  Erreichung  der  grössten  Höhe 
wieder  herab,  wird  wieder  zurückgeworfen,  und  so  fort.  Welches  ist  die 
Steighöhe  des  Punktes  nach  einer  beliebigen  Anzahl  von  Reflexionen? 

Es  seien  die  Maximalhöhen,  welche  aufeinanderfolgen,  ^i,  02,  a^, 
•  .  .  .,  wo  ai  der  erste  Fallraum;  /  bezeichne  die  relative  Fallbeschleu- 
nigung. 

Für  das  Herabsinken  des  Punktes  aus  irgend  einer  der  genannten 
Höben  ist  hier 

V  -;—  =  ö'  —  Ä  v^,      oder      — = — 5  =  ds. 

da  g  — Kv^ 

Daher  erhalten  wir,  vom  höchsten  Punkte  aus  rechnend, 

Jo    g'  —  kv^      Jo        '      2  Ä    <y'  —  1i  v^ 

Wenn  nun  Vn   die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  welche  der  Punkt  beim 
Durchfallen  der  n*«°  Höhe  erlangt,  so  ist  offenbar 
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l \ =^2  Je  an,        -,Vn^  =  1  -  ^-2*a,,  (1) 

9 
Für  das  Aufsteigen  des  Punktes  auf  die  («  +  1)*®  Höhe  haben  wir ,  vonoi 
tiefsten  Punkte  an  rechnend, 

V— =  —{g  -^-kv^),     oder       .  .   ,       =—d8y 

folglich 

und  4t^«2  =  /*«-^,_l.  •  (2) 

ff 
Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1)  und  (2) 

e      -^*  4-  <?  =2, 

oder,  indem  wir  e^^"**  =  m«  setzen, 

w„+i  H =  2,        M„-M„+i  +  l  =  2wm. 

Weiter  ist,  mit  Un^Vn-h  1, 

(i;„  +  l){vn-\-i-h  1)  +  1  =  2(i;n-4-  1);     i^n't^n-fi  H-^'n+i— «^n  =  0; 

=1;      J  —  =  1;      —  =zn-h  O, 


tn+l         Vn  Vn  V 


n 


1  ^  -1  n+l-t-C 


M„— 1  '     "  n-hC        "  n4-C 

Aber  weil ^^  =  1  +  C,  so  folgt 

wi  —  1 

1 


^1      ^  nui  —  n  4-  1 

M„  =  — 


-  l  (n  —  1)mi  — -n  4-  2 

ui  — 1 
oder,  für  m„,  ui  die  Werte  schreibend, 


2X;a, 


ne      '  —  «4-1  1,       ne        —  n4-l 


—  '       •  '  •    dn  ""  c\~7  ' 


Mit  einem  unendlich  grossen  a,  haben  wir  demnach 

1   ,     n 


2fc   n— 1 
Ealer,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  192.    Walton,  p.  238—240. 

9.    Die  Centripetalbeschleunigung  soll  so  bestimmt  werden,  damit 
ein  Punkt  immer  in  derselben  Zeit,  von  welcher  Entfernung  aus  seine 


II.  Th.  Kap.  II.  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel.  97 

Bewegung  auch  beginnen  möge,  nach  einem  festen  Centrum  fallen  kann, 
wenn  die  Dichtigkeit  des  Mediums  für  jede  Stelle  seiner  Bahn  bekannt, 
und  die  Widerstandsbeschleunigung  direkt  proportional  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  ist. 

Bezeichnet  p  die  Centripetalbeschleunigung ,  Tc  die  Dichtigkeit  des 
Fluidums  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn,  so  ist  die  Bewegnngs- 
gleichung 

ü-p-  =  — p  -^  KV^. 

dx 
Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  ^-2/*^«  gj^^t 

I 

d.  i.  ^(e-'^^^^^v'^)  =  -2^-2/i-^'»c^a?, 

dvK 

und  indem  wir  integrieren  wird 

^-2/*dx^2  =  (7  _  2f€-^^^^'pdx. 

Nennen  wir  den  Anfangsabstand  des  Punktes  vom  Centrum  a  und  ist 
beim  Beginn  der  Bewegung  t;  =  0,  so  kommt 

wo   ^  =  2  re-'^^^^'pdx,  und  Jf:=2  /'V^/**^*^^^?. 

Daher  t?  =  (4  —  X)i^*^',  dt^--- -^-^ 

{A—X)h 

Weil  nun  Xy  h  beide  Punktionen  von  x  sind,  so  ist  klar,  dass  wir  an- 
nehmen können 

wo  P  eine  Punktion  von  x  allein  bedeutet,  folglich 

dX 
dt= r» 

P{A  —  X)i 
und  die  ganze  Pallzeit  T  wird  sein,  weil  jr=  0,  wenn  o?  =  0, 


T 


f^e-f^^dx  /••       dX 


(A—X)"^ "     Ja 


(A-X)"^         Ja  P{A-X)^ 
Weil  der  Wert  dieses  Integrales  für  alle  Werte  von  a  und  daher  auch 

von  A  derselbe  zu  sein  hat,  kann  das  Differential rvon  keiner 

PU  —  X)^ 

Dimension  in  X^dX  und  A  sein.    Folglich  muss  P,  welches  offenbar  a 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  7 
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nicht  enthalten  kann,  gleich  sein  -^,  wo  /?  irgend  eine  konstante  Grösse 

p 

bedeutet,  und  daher 

mithin,  JC  und  a  sind  gleichzeitig  gleich  Null, 

9^ß^  rie-^^^^pdx)  ^  j  re-^^'^dA  ^ 
Aß^e-'^^^pdx^e-^^dxre-^^dx, 

Wenn  Ä  =  0  ist,  was  einer  Bewegung  im  leeren  Räume  entspricht,  haben  wir 

1         /*^  X 

d.  h.  die  Centripetalbeschleunigung  muss  in  diesem  Falle  wie  die  Distanz 
variieren.  Ist  das  Medium  gleichförmig,  oder  h  eine  konstante  Grössa.  so 
ergiebt  sich 

Euler,  Mechanica,  Tom.  1.  p.  220.    Walton,  p.  240—242. 

10.  Ein  Punkt  besitzt  eine  gegebene^  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete 
AnfiEmgsgeschwindigkeit  Vq  und  bewegt  sich  nach  demselben  mit  einer  Beschleunigung 

~f ,  wo  X  den  Abstand  des  Punktes  zur  Zeit  t  vom  Centrum  bezeichnet,  in  einem  Flui- 
ds 

dum  aus  einem  Abstände  a  vom  Centrum.    Die  Dichtigkeit  des  Fluidums  ist  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  vom  Centrum.    Man  soll  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  für  eine  beliebige  Entfernung  vom  Centrum  bestimmen,  wenn  der  Wider- 
stand fflr  eine  gegebene  Dichte  sich  wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ändert. 
Die  verlangte  Geschwindigkeit  v  resultiert  aus  der  Gleichung 

Vc  2k  2k  2k 

11.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  Vq  in  einem  Fluidum  geworfen, 
welches  eine  der  Quadratwurzel  der  Geschwindigkeit  v  direkt  proportionale  Verzögerung 
hervorbringt.    Nach  welcher  Zeit  t  gelangt  der  Punkt  zur  Ruhe? 

k 
10  und  11.  Walton,  p.  245. 
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12.  "Wenn  t  die  Zeit  bezeichnet,  in  welcher  ein  aus  dem  Kuhezustande  fallender 
Punkt  eine  gewisse  Geschwindigkeit  erlangt,  r  diejenige  Zeit,  in  welcher  er,  vertikal 
aufwärts  geworfen,  dieselbe  Geschwindigkeit  verlieren  wird,  zu*  bestimmen  die  Relation 
zwischen  t  und  t.  Die  Bewegung  finde  in  beiden  Fällen  in  einem  gleichförmigen 
Medium  statt,  welches  ei;ie  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale 
YerzOgerung  hervorbringt,  und  es  sei  k  die  Verzögerung  für  die  Einheit  der  Geschwin- 
•digkeit. 

13.  Ein  Punkt  bewegt  sich  geradlinig  aus  der  Ruhe  mit  einer  konstanten  Be- 
schleunigung nach  einem  festen  Centrum  in  einem  Fluidum,  welches  eine  dem  Quadrate 
4er  Geschwindigkeit  direkt  und  dem  Abstände  des  Punktes  vom  Centrum  umgekehrt 
4)roportionale  Verzögerung  hervorbringt.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
bei  einer  beliebigen  Lage  während  seiner  Annäherung  an  das  Centrum?  Welches  ist 
•dör  Abstand  des  Punktes  vom  Centrum,  wenn  seine  Geschwindigkeit  ein  Maximum  ist? 

Bezeichnet  p  die  konstante  Beschleunigung,  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
fär  einen  beliebigen  Abstand  x  vom  Centrum,  a  den  Anfangswert  von  a;,  X:  die  Ver- 
zögerung, wenn  x  und  v  gleich  der  Einheit,  x^  den  Centralabstand  des  Punktes,  wenn 
«  ein  Maximum  ist,  dann  wird  gefunden  werden 


«2 


2«  2*/-    1-2*  l-2*x  ^       7-\z 


14.  Ein  Punkt  beginnt  aus  dem  höher  gelegenen  Endpunkte  einer  vertikalen 
Linie  in  demselben  Augenblicke  zu  fallen,  in  welchem  ein  zweiter  Punkt  vom  tieferen 
iände  dieser  Geraden  aus  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  vertikal  aufwärts 
geschleudert  wird.  Die  Anfangsdistanz  der  beiden  Punkte  ist  a,  sie  bewegen  sich  in 
«inem  Fluidum,  welches  eine  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Verzögerung 
hervorbringt.  Nach  welcher  Zeit  t  werden  die  beiden  Punkte  zusammentrefifen,  wenn  k 
4ie  Retardation  für  die  Geschwindigkeitseinheit  bezeichnet? 


k   VQ  —  ka 
12—14.    Walton,  p.  246. 
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Drittes  Kapitel. 

Freie  krummlinige  Bewegung  eines  Punl(tes. 

Erste  Abteilung.' 
Freie  knunmlinige  Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Baume«. 

Erster  Abschnitt. 

Die  Besohleunigungen  besitzen  irgend  welche  Richtungen. 

Wird  die  Bewegung  eines  freien  Punktes,  welcher  sich  anter  der  Einwirkung^ 
irgend  welcher  Beschleanigangen  im  Ranme  bewegt,  auf  ein  festes  rechtwinkeliges 
Coordinatensystem  der  Xfy,z  bezogen,  sind  x,y,M  die  Coordinaten  des  Panktes  ain 
Ende  einer  beliebigen  Zeit  ty  dieselbe  von  einem  bestimmten  Abschnitte  der  Bewegung^ 
an  gerechnet,  X,  Y,  Z  die  Summen  der  Componenten  der  parallel  zu  den  Axen  der  x,  y,  s 
zerlegten  Beschleunig^gen ,  in  der  Bichtung  der  x,y,z,  dann  ist  die  Bewegung  des 
Punktes  Yollst&ndig  bestimmt  durch  das  Gleichungensjstera 

^_x  ^-V  ^—7 

dt^—^'       dt^^  ^'        dt^^ 

Die  Methode  der  Zerlegung  der  Beschleunigungen  resp.  der  aocelerierenden  Erfifte. 
welche  auf  einen  freien  Punkt  wirken,  p«irallel  festen  Axen,  wodurch  die  Bestimmung 
der  Verhältnisse  seiner  Bewegung  auf  die  Formeln  für  die  geradlinige  Bewegung  zu- 
rückgeführt wird,  wurde  zuerst  durch  Malaurin  gegeben:  „Treatise  of  Fluxions",  Vol.  L 
Art.  465  et  sq,  veröflfentlicht  1742.  Vor  dieser  Zeit  wurden  alle  Aufgaben  der  krumm- 
linigen Bewegung  durch  die  Methode  der  tangentialen  und  normalen  Zerlegung  gelöst, 
welche,  obwohl  sie  mehr  unmittelbar  durch  die  physikalische  Vorstellung  von  der  Be- 
wegung an  die  Hand  gegeben  ist,  nicht  so  allgemein  gebräuchlich  wie  diejenige  Ton 
Maclaurin  ist.  Das  grosse  Werk  von  Euler  über  Mechanik,  welches  im  Jahre  1736 
erschien,  geht  gänzlich  von  der  alten  Lösungsmethode  aus.  Wir  werden  den  dritten 
Abschnitt  dieser  Abteilung  der  Erläuterung  der  älteren  Bewegungsgleichungen  widmen. 

Der  Leser,  welcher  Kenntnis  zu  nehmen  wünscht  Ton  der  Ableitung  und  der 
Integration  des  vorstehenden  Gleichungensystemes,  muss  auf  die  Theorie  der  Bewegung 
und  der  Kräfte  von  Schell  verwiesen  werden. 

1.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  Vq  in  horizontaler 
Richtung  geworfen,  vom  Wurfpunkt  ab  wirkt  auf  ihn  nur  die  Fallbeschleu- 
nigung g.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  untersuchen. 

Es  sei  (Fig.  34)  A  der  Anfangspunkt  der 
Bewegung,  J.iirdie  Bahn  des  Punktes,  die  hori- 
zontale Gerade  ^JTAbscissenaxe,  positiv  im 
Sinne  der  Wurfgeschwindigkeit,  -4y  die  Ordi- 
natenaxe,  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der  Fall- 
beschleunigung, beide  Axen  gelegen  gedacht 
in  der  Ebene  der  Figur,  so  dass  die  Axe  der  z 
Figur  84.  senkrecht  zu  dieser  Ebene  ist.     Ferner  seien 
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w,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Bahnpunktes  M.    Die  Projektionen 

der  Beschleunigung  g  auf  die  Coordinatenaien  sind  hiermit  J:=  0,  F=  <7, 

.Z  =  0,  und  für  die  Bewegung  des  Punktes  besteht  das  Gleichungensystem 

d'^x      ^  doc  ^ 


d^y  dy 

d^z  dz 


für  t  =  0. 


wobei  wir  annehmen,  dass  die  Eichtung  der  Geschwindigkeit  Vq  mit  der 
Abscissenaxe  zusammenfällt.  Die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen 
giebt 

dcc  ^  dy  _.  dz 

und  wenn  wir  nochmals  integrieren 

Zufolge  der  Anfangsbedingungen  sind  die  Werte  der  Integrationskonstanten 
Dl  =  ro-  ^2  =  0,  2>3  =  0,  O,  =0,  Cg  =  0,  Og  =  0,  so  dass 

r^  =  t'o,     ^V  =  /3r^,     t'^  =  0,     (1)  0?  =  t'o^i     y  =  |■^^     -^  =  0.   (2) 

Der  Punkt  bewegt  sich  demnach  mit  einer  konstanten  Horizontalgeschwindig- 
leit  Vq  und  einer  konstanten  Vertikalbeschleunigung  g.  Weil  ^  =  0,  so 
ist  nach  (2)  die  Bahncurve  eine  ebene  Linie  und  zwar  eine  Parabel,  ihre 
Oleichung  folgt  durch  Elimination  der  Zeit  aus  den  Gleichungen  (2),  sie  ist 

so  dass  der  Parabelscheitel  mit  dem  Anfangspunkte  Ä  der  Bewegung  zu- 

2 1,    2 

sammenfällt  und  der  Parameter  gleich  — —  ist.    Aus  (2)  folgt  für  die 

^  

Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  <,  v^Y'^x^  ~^'^y^ 

Vo^-hg^t^'    Die  Neigung  a  der  Richtung  von  r  folgt  aus<^a  =  — 

=  — ,  oder  aus  <<7a  =  -  -  =^  =  — .     Mit  den  Werten  für  v  und  y  be- 

Vq  "  dx     i'o        ^'o 

kommen  wir  noch  v^—vq^  =  2gy^  d.  h.  die  Differenz  der  Quadrate  der 
Endgeschwindigkeit  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  ist  proportional  der 
Ordinate  des  fraglichen  Bahnpunktes. 


2.     Ein  Punkt  wird  in  schräger  Richtung  AD  (Fig.  85)  mit  der 
Geschwindigkeit  vq  vertikal  aufwärts  geworfen  und  sodann  der  Einwirkung 
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der  Fallbeschleunigung  g  überlassen.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  za 

untersuchen. 

Wir  verlegen  den  Ursprung  de» 
Coordinatensystemes  in  den  Anfangs- 
punkt A  der  Bewegung,  lassen  die  ver- 
tikale Ebene  der  ooy  mit  der  Richtung- 
AD  der  Geschwindigkeit  v^  zusam- 
menfallen, nehmen  die  Axe-äJT  hori- 
zontal und  positiv  in  der  Richtung^ 
der  Projektion  von  vq  auf  diese  Linie,. 
dieOrdinatenaxe  A  F  positiv  vertikal 
aufwärts,  die  Axe  der  z  ist  dann  senkrecht  auf  der  Ebene  D  AX.  Die- 
Richtung  der  Geschwindigkeit  vq  schliesse  mit  der  Abscissenaxe  den 
Winkel  a  ein.  Ausser  der  konstanten  Geschwindigkeit  vq  wirken  auf  den 
Punkt  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  die  Accelerationen  X=Qr 
y= — y,  Z=0.  Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  vq  parallel  zu 
den  Axen  sind  vq  cos  a  =  a^  Vq  ein  a  =  b^  0.  Die  Bewegung  rechnen  wir 
von  der  Zeit  t  =  0  an.  Damit  ist  das  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
ständig bestimmende  Gleichungensystem: 


Figur  35. 


d^_ 

d^ 
dt^ 


=       0, 


=  —ff^ 


=      0, 


da) 
d~t 
dy 
dt 
dz 
dt 


—  '^Xi 


—  Vyy 


t'«» 


0?  =  y  =  2^  =  0, 

Vx=  «,  Vy  =  6,  i;,  =  0,  >  für  ^  =  0 


V  =  Vo, 


Die  wiederholte  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  giebt 

dz 


dx  ^ 


dy  ^ 


x=Ci+  Bit,  y  =  02-^D2t—^yt' 


,,  =  V«  =  -Z>3t 

dt 


Zufolge  der  letzten  Gleichungenschar  sind  die  Werte  der  Integrations- 
konstanten Dl  =z  a,  D2  =  b,  Dz=0^  Ci  =  C2  =  Cs  =  0,  wodurch  wir  er- 
halten 

Vj,  =  a,  t'y  =  6  —  yt,  Vs  =  0.  (1> 

x  =  at,  y=ht—^gt^,  z  =  0.  (2) 

Aus  diesen  Resultaten  erhellt,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  parallel  zur 
Abscissenaxe  gleichförmig,  parallel  zur  Ordinatenaxe  gleichförmig  veränder- 
lich, parallel  zur  Axe  der  z  Null  ist.  Die  Bewegung  ist  daher  eine  ebene^ 
in  der  Ebene  der  xy  erfolgende. 
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Die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn 
ist  zufolge  der  Gleichungen  (1) 

=  Vt'o^  —  2  i;o  gtsin  a-^g^t\  (3) 

Der  dritte  Ausdruck  giebt  t'o^  — ^^  =  2^y,  was  zeigt,  dass  für  einen 
beliebigen  Bahnpunkt  die  Differenz  der  Quadrate  der  Anfangsgeschwindig- 
keit und  der  Geschwindigkeit  daselbst  der  Ordinate  dieses  Punktes  direkt 
proportional  ist.  Der  von  der  Sichtung  der  Geschwindigkeit  v  und  der 
A  bscissenaxe  eingeschlossene  Winkel  ß  folgt  aus 


tgßz=zvyiv]i.='  (h—gt)  la^iab  —  g£c):a^  =  tga  — 


go) 


VQ^co8^a 


Die  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  v  lässt  sich  sehr  bequem  au» 
der  Kelation  v^  =  vq^ — 2^y  erkennen.  Diese  Geschwindigkeit  wird 
zu  einem  Maximum  mit  3/  -=  0 ,  d.  i.  wenn  die  Bahn  die  Abscissenaxe 
schneidet,  was  im  Ursprünge  und  einem  weiteren  Punkte  geschieht;  e» 
ist  nämlich  1'^««»  =  t^o^i  die  Maximalgeschwindigkeit  gleich  der  Wurfge- 
schwindigkeit, sofern  der  Punkt  seine  Bewegung  nicht  unterhalb  der  Ab- 
scissenaxe fortsetzt,  in  welchem  Falle  v  mit  zunehmenden  x  beständig 
wächst.  Für  gleiche  Werte  von  y  ist  v  gleich  gross,  d.  h.  schneidet  man 
die  Bahn  durch  eine  Parallele  zur  Abscissenaxe,  dann  sind  die  Geschwin- 
digkeiten in  den  Schnittpunkten  gleich.  Die  Projektionsgeschwindigkeiten 
von  V  sind  V:f  =  a^  Vy=^h  —  gt\  es  steigt  demnach  der  Punkt  so  lange 

bis  h—  gt=^0  wird ,   so  dass  die  ganze  Steigzeit  Ti  =  —  ist ,    wofür 

0?  =  — »  y  =  9^  ist,  welches  zugleich  die  Coordinaten  des  höchsten  Bahn- 

Punktes  sind.  Mithin  ist  das  Geschwindigkeitsminimum  tw»  =  V^^'o^  —  ^^ 
=  vq  cosa  ^  a^  der  Horizontalcomponente  der  Anfangsgeschwindigkeit. 
Das  Geschwindigkeitsmaximum  erscheint  zu  Anfang  und  da  wo  die  Bahn 

die  Axe  der  x  zum  Zweitenmale  schneidet,  was  nach  der  Zeit  <  =  — t  in  dem 

9 

^  n  h 

dem  Punkte  mit  der  Abscisse  x  = geschieht.  Im  letzteren  Falle  ist  tg  ß  = 

Vy\Vx  =—h\a=—tga^  iA.ß=Tt—a,  während  im  ersten  /9=aist.  Die  Ordinate 

b^ 
des  höchsten  Bahnpunktes  y  =  —  wird  die  Wurfhöhe  genannt,  die  Abscisse 

des  zweiten  Schnittpunktes  der  Bahn  mit  der  Axe  der  o?,  nämlich  x  =  » 

welche  doppelt  so  gross  als  die  Abscisse  x  =  —    des    höchsten    Bahn- 
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Punktes  ist,  heisst  die  Wurfweite.  Bezeichnen  Ti  und  T^  die  Zeiten, 
welche  bis  zur  Erreichung  dieser  ausgezeichneten  Lagen  verfliessen,  so  ist 

Ti  ==  A,  r^  =  2-  =  2  Ti ,  d.  h.  die  Steigzeit  ist  gleich  der  FaUzeit. 

9  9 

Weiter  ist  die  Gestalt  der  Bahn  zu  untersuchen.     Durch  Elimination  von 

t  aus  den  Gleichungen  (2)  folgt 

yz=i  —  x  —  T^-^^^     ^ör    y  =  tqax  —  ^ — ^ — ö—x^^         (4) 

d.  h.  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn  ist  eine  gemeine  Parabel 
mit  vertikaler  Axe.  Verschieben  wir  das  Coordinatensystem  parallel  mit 
sich  selbst  und  verlegen  den  Ursprung  nach  dem  höchsten  Punkte  der 

Bahn,  dessen  Coordinaten  o?  =  — »  v  =  s—  siiid ,  und  kehren  den  Sinn 

9  ^9 

der  Ordinatenaxe  um,  so  erscheint  die  Scheitelgleichung 

o    2 

•^       2  a*  p 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Parabel  in  ihrer  einfachsten  Form,  ihre  Äxe 

2  a         ^  Vti    cos  €t 
geht  durch  den  höchsten  ßahnpunkt,  ihr  Parameter  ist =  "— ^ » 

9  9 

der  höchste  Punkt  ist  Mittelpunkt  der  Bahn.     Die  Distanz  der  Direktrix 

1  a^                                              1  52 
der  Parabel  vom  Scheitel  ist  =.  —  — ,  von  der  Abscissenaxe  =  7; h 

1  a*       1^2 

■^--  =  -Q-^  =  Ä,  ihre  Lage  ist  unabhängig  von  dem  Wurf-  oder  Ele- 

^9^9 

vationswinkel  «,  bis  zu  ihrer  Höhe  würde  der  Punkt  steigen,  wenn  er 
von  A  aus  mit  der  Geschwindigkeit  t^o  vertikal  aufwärts  geworfen  würde. 
Nun  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle  der 
Bahn 

^2  ^  ,,^2  ^%igt^  g2  t^  =  2g\  "^  -  Q>t^^^gt^'^  \  =  2g{h^y).. 

d.  i.  pr—  =  A  —  y  =1  h\  WO  Ä'  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Direk- 
2g 

trix  bezeichnet.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  irgend  einer  Stelle 
der  Bahn  ist  daher  gleich  derjenigen,  welche  er  erlangen  würde  irei  fal- 
lend von  der  Direktrix  nach  dieser  Stelle.  Auch  aus  der  Gleichung 
(4)  lassen  sich  die  Wurfhöhe  U  und  Wurfweite  W  ableiten ;  wir  erhalten 
damit  wie  oben 

b^       Vo^sin'^a  2  ab       Vo^sin^a 

2g  2g  g  g 

Die  Zeit,  welche  der  Punkt  nötig  hat,  um  eine  beliebige  Stelle  der  Bahn 
zu  erreichen  ist 


8  = 


(6) 
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a       Vq  cos  ce       ff        ff    ^  ^  ^ 

=■  —  (t'o  sin  a  ±  v  ^o*  ^^n^  «  —  2  öt  v)» 
ff 

womit  folgt:  !ri=^  =  ^!^i^.     T,  =  26  ^  2ro£»^  ^  ^ 

S  ff  ff  ff 

Die  Länge  s  der  Bahn,  welche  der  Punkt  während  der  Zeit  t  zurücklegt, 
bestimmt  sich  mittelst  der  Beziehung  dg  =  vdt,  womit  wir  erhalten 

8  =  /'^Ya^  +  ifft  —  by  d  t, 
und  giebt  die  Ausführung  der  Integration 

=  ^[b  V«*  +h^  +  {gt~h)  Va2  +  (gt~  bY 

ai  i  ffiz-j.+y?^±  {?.*  -}i .. 

Ya^  +  b^-b 
An  die  Gleichungen  fBr  die  Wurfhöhe  und  die  Wurfweite  knüpft  sich 

h  Vi\    Stil    et 

noch  eine  weitere  Betrachtung.     Die  Wurfhöhe  ist  jff  =  jr—  =  -^—^ 

^=hsin^a^   sie  ist  nur  von  dem  Elevationswinkel  a  abhängig,   wenn  die 
Wurfgeschwindigkeit  Vq  der  Grösse  nach  gegeben  ist,  sie  wird  ein  Maxi- 

mum,  zu  ^  1  mit  «n  a  =  1 ,  d.  i.  wenn  der  Punkt  vertikal  aufwärts  ge- 

worfen  wird,  ein  Minimum,  gleich  Null,  mit  «  =  0,  d.  i.  bei  horizontalem 

Wurfe.     Die  Wuifweite  ist  W=  —  ^  -'- —  ^  -  =  2  A 8in2a,  sie  ändert 

9  9 

sich  bei  konstantem  vq  mit  dem  Elevationswinkel  er,  wird  zu  einem  Maximum, 

i;    2 

nämlich  -— .  d.  i.  gleich  der  doppelten  grössten  Steighöhe,  mit  sin  2  «  =  0, 
oder  mit  a  =  — ,  zu  einem  Minimum,  gleich  Null,  mit  «m2a  =  0,  d.  i. 

TT 

mit  a  =  -  ,  wenn  also  der  Punkt  vertikal  aufsteigt. 

Der  Winkel,  unter  welchem  ein  Punkt  geworfen  werden  muss,  da- 
mit er  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  ^o  einen  gegebenen,  um  die 
Strecke  W  von  A  abstehenden  Ort  in  der  Abscissenaxe  erreicht,  folgt  aus 

der  Gleichung  5zn  2  a  =  W-^-     Denken  wir  uns  zwei  Wurfwinkel  «i  = 
-j-  4-  /?  und  «2  =  ^ —  ßi  so  ist  sin  2  a  =^  sin  2  T—  ±  ßX    Es  ist  aber 
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0 

sin2ai  =  sin C-^  -\-2ß\  =  co« 2 /9,  sin 2 «2  =  sin  f-^ 2ß^  =  cosißy, 

mithin  ist  die  Wurfweite  W  für  die  beiden  Winkel  «i  =  -—  -f-  /?,  und 

4 

TT 

«2  =  -T ßi  gleich  gross.  Dieselbe  Wurfweite  wird  demnach  stets  er- 
reicht durch  eine  steile  und  eine  flache  Bahn,  wenn  sie  kleiner  als  das 

TT 

Maximum  der  Wurfweite,  für  welches  «  =  -p  sein  muss. 

4 

Sind  a?i,  t/1  die  Coordinaten  des  Ortes,  welcher  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit vq  von  dem  beweglichen  Punkte  getroffen  werden  soll, 
dann  muss  der  Gleichung  genügt  werden 

für  den  erforderlichen  Wurfwinkel  ergiebt  sich  hieraus 

Demnach  giebt  es  zwei  Winkel,  welche  die  Bedingung  erfüllen,  wenn 
i'o^  >  2t'o^(73/i +^^^1^,  einen  Winkel,  wenn  t'o*  =  2^o^.^2/i  +<7■^^^ 
und  keinen,  wenn  Vo*<2ro^^yi  -^g^cc^-  Für  einen  in  der  Abscissen- 
axe  liegenden  Ort  ist,  weil  dann  yi  =  0, 

tqa=^ 

^  g^i 

Der  Abstand  der  Direktrix   der  Parabel  von  der  Abscissenaxe  ist 

1   Vrx^ 

h  =  -Tr-^'    Weil  die  Lage  der  Direktrix  von  dem  Wurfwinkel  cc  unab- 

hängig  ist,  erkennen  wir,  dass  alle  mit  derselben  Geschwindigkeit  von  A 
aus  in  der  Ebene  der  ocy  unter  verschiedenen  Winkeln  a  geworfene 
Punkte  parabolische  Bahnen  mit  derselben  Direktrix  beschreiben.  Der 
Punkt  A  ist  von  den  Brennpunkten  der  einzelnen  Parabeln  ebenso  weit 
entfernt  als  von  der  Direktrix ;  es  liegen  mithin  die  Brennpunkte  aller  mög- 
lichen, verschiedenen  Wurfwinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  auf  einem 

Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  in  A  und  dem  Halbmesser  h.    Mit  «  =  -7- 

ist  6  =  a,  ir=:-^f  und  der  Brennpunkt  der  Bahn  liegt  auf  der  Abscis- 

senaxe.  Die  Scheitel  aller  Parabeln,  welche  mit  derselben  Anfangsge- 
schwindigkeit von  A  aus  unter  verschiedenen  Elevationswinkeln  entstehen, 
liegen   auf  einer  Ellipse.     Die  Coordinaten   des  Scheitels  einer  beliebigen 
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Parabel  sind  ii?=  -7. — -"»  y  =  ^  ^  ^^  ^'   Die  Elimination  des  Winkels- 

et  aus  diesen  Relationen  giebt 

o  .    .    2       2t;o^         ^ 

Die  eine  der  Hauptaxen  dieser  Ellipse  Mit  mit  der  Ordinatenaie 

zusammen,   die   Coordinaten   ihres   Mittelpunktes  sind  a7o  =  0,3/0=2^- 

y 
Verlegen  wir  den  Coordinatenursprung  nach  diesem  Punkte,  so  ist  die 

neue  Gleichung  der  Curve 

^'     ^     y'     ^  1 

\2  g)  U  g) 

woraus  ersichtlich  ist,   dass  die  kleine  mit  der  Ordinatenaxe  zusammen- 

.y  2 
fallende  Hauptaxe  gleich  ~»  gleich  dem  Abstände  der  gern  einsamen  Direk- 

trix  der  Bahnen  von  der  Abscissenaxe  ist,  dass  ferner  die  grosse  Axe 

gleich  -^ »  gleich  dem  doppelten  der  kleinen  Axe  ist. 

Weiter  soll  diejenige  Curve  bestimmt  werden,  welche  sämtliche  Pa- 
rabeln umhüllt.  Zur  Gleichung  dieser  ümhüllungslinie  gelangen  wir  durch 
Elimination  des  Winkels  a  und  des  ersten  nach  a  genommenen  Differen- 
tialquotienten.  aus  der  allgemeinen  Bahngleichung,  welche  mit  tga=^G 
lautet 

ihre  Ableitung  nach  0  und  die  der  Null  Gleichsetzung  des  Resultates  giebt 

_j_\  y  /  =  _  >p  4-  ^_^  ^  ==  0,     woraus    t?  =  -^ • 
de  t?o "  g  X 

Damit  bekommen  wir 


y  = 


vo^       gx'^  /-        ro* 


9^  fl         '0     >v 


9 
und  nach  gehöriger  Reduktion 

Die  ümhüllungslinie  ist  demnach  auch  eine  Parabel,  ihre  Axe  fällt  mit 
der  Ordinatenaxe  zusammen.  Für  a?  =  0  ist  y  =  A ,  mit  y  =  0 ,  wird 
07  =  Ht:  2  A ;  der  Parabelscheitel  ftUt  mit  der  gemeinsamen  Direktrix  aller 
Bahnen  zusammen.  Die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  Abständen 
gleich  der  grössten  Wurfweite  von  dem  Punkte  A.  Verlegen  wir  den 
Coordinatenursprung  nach  dem  Scheitel  und  kehren  das  Zeichen  der  Or- 
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dinatenaxe  um,  dann  ist  die  neue  Gleichung  der  Curve  as^  =  — ^y  =  4  Ay, 

ihr  Brennpunkt  fällt  demnach  mit  dem  Punkte  A  zusammen. 

Die  Zeit  t  der  Bewegung  des  Punktes  kann  durch  die  Gleichungen 
(2)  bestimmt  werden.  Eliminieren  wir  aus  diesen  den  Winkel  a,  so  er- 
giebt  sich  für  den  Ort  aller  unter  den  Winkeln  a  gleichzeitig  von  A  ab- 
gehenden Punkte  zur  Zeit  t  die  Gleichung 


a?2  4- 


oder,  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  um  -^  gt^  auf  der  Ordinatenaxe 
nach  abwärts  verschieben, 

Der  fragliche  Ort  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  um  ~  ^  ^^  von 

A  vertikal  abwärts  liegt  und  dessen  Halbmesser  t'o  t  ist.  Beide  Werte  sind 
von  der  Zeit  t  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  A  aus  mit  wachsen- 
dem t  wie  ein  schwerer  Punkt,  der  Badius  ist  direkt  proportional  der 
Zeit;  jedem  Zeitintervall  entspricht  ein  besonderer  Kreis. 

Denken  wir  uns,  dass  gleichzeitig  von  A  aus  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit unter  allen  möglichen  Winkeln  a,  nach  allen  möglichen  Sich- 
tungen im  Baume  Punkte  geworfen  werden.  Dann  liegen  offenbar  die 
Scheitel  aller  Bahnen  auf  einem  Botationsellipsoide  mit  der  Ordinatenaxe 
als  Botationsaxe,  dann  ist  die  sämtliche  Bahnen  einhüllende  Fläche  ein  Bo- 
tationsparaboloid,  der  Ort  aller  Punkte  zur  Zeit  t  eine  Kugelfläche  mit  dem 
Mittelpunkte  auf  der  Ordinatenaxe.     (Beispiel:  Springende  Wasserstrahlen.) 

Siehe  aach:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc.  Band  I.  S.  360—867. 
Daselbst  ist  das  Problem  der  parabolischen  Warfbewegung  ana- 
lytisch und  synthetisch  behandelt. 

3.  Ein  schwerer  Punkt  beschreibt  eine  Bahn  KABL  (Fig.  36), 
AB  ist  eine  Sehne  der  Bahn.  Es  ist  gegeben  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit bei  A  rechtwinkelig  zu  AB.  Welches  ist  die  Componente 
an  der  Stelle  B  in  derselben  Bichtung? 

Es  sei  u  die  gegebene  Geschwindigkeitscompo- 
nente  bei  ^,  v  die  im  AB  rechtwinkelige  Geschwin- 
digkeit an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  zur  Zeit 
t,  letztere  gerechnet  von  A  an,  oc  der  Normalabstand 
des  die  Bahn  beschreibenden  Punktes  zu  dieser  Zeit 
Figiir  36.  von  A  B,  a  die  Horizontalneigung  von  A  B. 
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Für  die  Bewegung  des  Punktes  bestehen  damit  die  Gleichungen 

2 


X  =-ut ^ g cos a,t^y       t;  =  w  —  gcos a .  L 


An  dem  Orte  B  ist  a?  =  0,  daher  m  =  -5-^<?o«a.<— 0,      gco8a,t^=2u^ 

folglich  ist  der  Wert  von  v  daselbst  t?  =  —  w. 

Daraus  erkennen  wir,  dass  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  B  nor- 
mal voi  AB  gleich  und  entgegengesetzt  der  zu  A  B  normalen  Gomponente 

in  A  ist. 

Walton,  pag.  248. 

4.  Ein  Punkt  wird  aus  einem  gegebenen  Orte  in  einer  gegebenen 
Kiehtung  mit  gegebener  Geschwindigkeit  geworfen.  Durch 'den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  läuft  eine  geneigte  Ebene.  In  welchem  Abstände 
vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  erreicht  der  geworfene  Punkt  die  ge- 
neigte Ebene,  und  nach  welcher  Zeit  ist  dieses  der  Fall  ?  unter  welchem 
Winkel  muss  der  Punkt  geworfen  werden,  damit  er  in  der  grössten  Ent- 
fernung vom  Wurfpunkte  die  geneigte  Ebene  trifft? 

Es  sei  (Fig.  %1)  AXY  die  Wurf- 
ebene, A  C  die  Wurfrichtung,  A  D  der 
Schnitt  der  Wurfebene  und  der  schie- 
fen Ebene,  AX  horizontal,  A  Y  ver- 
tikal, 2iXAC=a,  2i,XAD^y, 
Figur  37.  M  der  Schnittpunkt  von  Flugbahn  und 

geneigter  Ebene,  v^  die  Wurfgeschwindigkeit,  M NJ^A  X.^  A  N  =  x, 
NM  =  y,  AM=z. 

Die  Gleichungen  der  geneigten  Ebene  und  der  Flugbahn  sind 

Aus  diesen  Relationen  folgt  für  die  Abscisse  des  Punktes  M 

2  Va  *  COB  a  .  9in  (a  —  v) 

X  = ^^ — » 

g  cos  y 

und  mithin  ist  der  Abstand  des  Punktes  M  vom  Wurfyunkte  A 

X         2v(\^ cos  a .  sin  (a  —  y)  .^ . 

Z  =   = 5 ^-  (1) 

cosy         g  cos^Y 

Für  die  verlangte  Flugzeit  t  ergiebt  sich 

t  =      ^      r=  ?  ^^  *— ^"-  ^^l  (2) 

t'o  cos  a         g         cos  y 

Damit  der  Punkt  die  geneigte  Ebene  in  der  grössten  Entfernung  von  A 
trifft,  muss  in  (1)  z  für  einen  gewissen  Elevationswinkel  a  zu  einem  Maxi- 
mum werden,  es  muss  dann 
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2co8a.  sin  (a  —  y),  oder  sin  (2  a  —  y)  —  sin  y  ein  Maximum  sein. 
Dieses  wird  der  Fall  mit  sin (2  a  —  y)  =r  1 ,  oder  2  «  —  y  =  -,  d.  i.  mit 

4x  =  ^  -\-  ^-    Mithin  ist  der  erreichbare  Maximalbestand 
4      z 


2«;o 


2 


-<!  - 1) 


^  COS^ y 

^eil  2  a  — y  =  ^,  so  ist«  — y  =  J  —  a,  d.  i.  2^CAX'-2^DA2:  = 

4:  Y^  Jr—  23:  C^  J:,  oder  4:  C.4  Z>  =  ijl  (7-4  Y.  Der  Pmikt  erreicht 
^ie  geneigte  Ebene  dann  im  grössten  Abstände  von  dem  Wurforto,  wenn  die 
Wurfrichtung  die  Vertikalneigung  der  Ebene  halbiert.    Mit  2/  =  0  wird  die 

Ebene  horizontal,  also  in  diesem  Falle  «  =  7  für  die  grösste  Wurfweite. 

5.  Von  der  Spitze  eines  Turmes  werden  zwei  Punkte  mit  derselbeß 
•Geschwindigkeit  unter  gegebenen  Elevationswinkeln  geworfen  und  es  wird 
beobachtet,  dass  sie  den  Boden  an  derselben  Stelle  treffen.  Welches  ist 
-die  Höhe  des  Turmes? 

Wir  wählen  die  Spitze  des  Turmes  als  Ursprung  rechtwinkeliger 
•Coordinaten,  die  Axe  der  w  horizontal,  diejenige  der  y  vertikal,  y  sei  die 
Höhe  des  Turmes,  Vq  die  Wurfgeschwindigkeit,  a  Elevationswinkel.  Die 
Koordinaten  des  Ortes,  welcher  von  beiden  Punkten  getroffen  wird,  sind  ,r 
imd  — ?/,  daher  die  Bedingung 

—  y  =  xtga- 


2vQ^co8^a 
woraus  folgt 

tg^  a tga -hl ^  =  0. 

^  90s    ^  gx^ 

Diese  quadratische  Gleichung  besitzt  zwei  Wurzeln  tgai  und  tga^^  so  dass 

der  Punkt  unter  den  Winkeln  ai  und  02  geworfen  werden  kann,  um  die 

fragliche  Stelle  zu  erreichen.     Vermöge  der  Eigenschaften  der  Wurzeln 

einer  quadratischen  Gleichung  haben  wir  nun 

-^,und«^«H^  «.  =  1-^=1-2^ 
so  dass  die  verlangte  Turmhöhe 

__  2  t'o ^  1  —  tgcci  .tga2  __  2  t^o ^  cos  ai .  cos  a2.  cos  (ai  •+■  az) 
^  ■"     g     {tg  ai  +  tg  a^)^  "     g  sin^  (ai  -H  az) 

6.  Ein  Punkt  wird  von  einem  Orte  A  aus  unter  dem  Elevationswinkel  a  so 
geworfen,  dass  er  in  einem  Orte  B  ankommt.  Die  Horizontalneignng  der  Geraden  A  B 
4Bei  y  nnd  die  Wurfgeschwindigkeit  eine  solche,  dass  der  Funkt  bei  gleichförmiger  Be- 


tg ai  +  tg ag  --^^  und  tgai^ ig ag  =  1 3:^  =  1  —  f^^ifgai  +tga^)% 
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wegang  mit  dieser  Geschwindigkeit  die  Strecke  AB  in  n  Sekunden  beschrieben  würde. 

Welches  ist  die  Flugzeit  t? 

cos  y 
t  —  n -' 

C08a 

7.  Man  soll  den  Wnrfwinkel  a  so  bestimmeni  dass  ein  nach  einer  Ebene,  mit 
der  Horizontalneignng  y  geworfener  Punkt  rechtwinkelig  aufschlägt,  wenn  die  Wurf- 
ebene vertikal  und  rechtwinkelig  zu  der  geneigten  Ebene  ist 


a  =  arcftg  =  cotg  |- J. 


8.  Zwei  aus  demselben  Orte  geworfene  Projektile  steigen  zu  derselben  Höhe 
auf  und  gehen  durch  einen  gewissen  Punkt.  Wenn  aj,  02  die  horizontalen  Schuss  weiten 
der  zwei  Projektile  sind,  zu  finden  den  Horizontalabstand  a  des  gemeinsamen  Bahn- 
punktes von  dem  Wurfpunkte 

ai  .02 
a  = • 

9.  Ein  Punkt  wird  von  A  aus  mit  einer  horizontalen  Geschwindigkeit  geworfen; 
P  und  Q  sind  zwei  solche  Punkte  seiner  Bahn,  dass  die  Horizontaldistanz  des  Punktes 
P  von  A  gleich  dei  Vertikaldistanz  des  Punktes  Q  unter  P  ist,  welche  a  sein  mOge, 
und  die  Horizontalneigung  der  Bahn  bei  Q  ist  ß.  Wie  gross  ist  der  Horizontalabstand 
b  des  Punktes  Q  von  ^? 

b  =  a  cotg  ^ 
6—9.    Walton,  p.  255  u.  256. 

10.  Wenn  zwei  Projektile  aus  demselben  Orte,  in  demselben  Augenblicke  mit 
den  Geschwindigkeiten  Vq,Vq  unter  den  Elevationswinkeln  a,a'  geworfen  werden,  zu 
finden  die  Zeit  t,  welche  zwischen  ihrem  Durchgange  durch  den  gemeinschaftlichen 
Punkt  ihrer  Bahnen  verfliesst. 

2    ÜQ  Vo  sin  (a  —  a') 

11.  Wenn  ß  der  Winkel  zwischen  den  zwei  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines 
l)eliebigen  Bogens  der  parabolischen  Bahn  eines  Punktes  ist,  v,  v'  die  Geschwindigkeiten 
an  diesen  Stellen  sind,  Vi  die  Geschwindigkeit  im  Scheitel  der  Bahn  bezeichnet,  zu 
finden  die  zum  Durchlaufen  dieses  Bogens  erforderliche  Zeit  t. 

vv'  sin  ß 


t  = 


9^1 


12.  Eine  Kanone  ist  nach  der  Spitze  eines  Turmes  gerichtet;  die  Kugel  trifft 
nach  t  Sekunden  einen  Punkt  des  Turmes  in  der  horizontalen  Ebene  durch  die  Mün- 
dung des  Geschützes.  Mit  einer  anderen  Ladung  und  unter  dem  Zweifachen  des  früheren 
Elevationswinkels  trifft  die  Kugel  die  Turmspitze  nach  r  Sekunden.  Wie  gross  ist  die 
Entfernung  a  des  Turmes  von  der  Kanone? 


1    ,o7A2-ft2 


13.  Wenn  ein  Geschoss  durch  drei  Punkte  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten 
{a,  b) ,  (a',  6'),  (a",  b")  geht,  wobei  der  Wurfpunkt  Coordinatenursprung,  die  Axe  der  x 
horizontal  ist,  die  Bahngleichung  zu  bestimmen. 
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a  o; a'' Q 


14.  Die  Augen  dreier  Beobachter  befinden  sich  in  der  Linie,  in  welcher  die 
Ebeue  der  Bewegung  eines  Geschosses  eine  Horizontalebene  schneidet.  Die  Abstände 
der  Augen  von  einem  gegebenen  Punkte  dieser  Linie  seien  a, ,  a„ ,  a,„  bzw.  Der  grOsste 
Elevationswinkel,  wie  er  von  den  Observatoren  gesehen  wird,  ist  arc(*^=a,),  are{tg=af,)t 
arc  {tg  =  a,„).  Welches  ist  die  von  dem  Geschosse  ober  der  horizontalen  Ebene  er- 
reichte grösste  Höhe  fi? 

H  —  g,  {a„  —  a,„)  +  a„  (a,,,  —  a,)  -+-  a,„  ig,  —  a„) 

11—14.    Walton,  p.  256  u.  257. 

15.  Beweise,  dass  die  Zeit,  welche  ein  geworfener  Körper  zum  Durchlaufen 
eines  Bogens  braucht,  der  von  einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  ab^^e- 
schnitten  wird,  dem  Produkte  aus  den  Geschwindigkeiten  in  den  Endpunkten  der 
Sehne  proportional  ist. 

16.  Beweise,  dass,  wenn  von  zwei  Punkten  in  einer  Vertikalen  zwei  Körper  in 
gleicher  Bichtung  mit  derselben  Geschwindigkeit  geworfen  werden,  und  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  oberen  Bahn  Tangenten  an  die  untere  zieht,  der  Bogen  zwischea 
den  Berührungspunkten  stets  in  derselben  Zeit  beschrieben  wird. 

17.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Parabel  vermöge  einer  Beschleu- 
nigung, die  ihren  Sitz  in  dem  Schnittpunkte  der  Direktrix  mit  der  Pa- 
rabelaxe  hat  und  vom  Centrum  wegwärts  gerichtet  ist.  Wie  ist  die  Be- 
schleunigung an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  beschaffen? 

Es  sei  der  Schnittpunkt  von  Direktrix  und  Parabelaxe  Coordinaten- 
urspnmg,  die  Bahnaxe  Axe  der  a?,  die  Direktrix  Axe  der  y,  4m  der  Para- 
meter, r  der  Abstand  des  Pimktes  vom  Coordinatenursprunge  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  t  und  p  die  Beschleunigung  in  diesem  Augenblicke.  Das 
Gleichungensystem  für  die  Bewegung  ist  hier 

S  =  ^^'    (1)  S=^?'    ^2>         y«  =  4.(.-.).     (3) 

Die  Differentiation  der  Bahngleichung  giebt 

und  es  ist  daher  mit  (2) 

p(2ma?-i/«)  =  r(g)'.  (5) 

Ferner  giebt  die  Elimination  von  p  aus  (1)  und  (2) 

Integrierend  und  eine  Konstante  C  addierend,  welch'  letztere  die  in  der 
Zeiteinheit  von  dem  Fahrstrahle  um  das  Centrum  beschriebene  doppelte 
Fläche  darstellt,  erhalten  wir 
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•»S-y^  =  C',    und  mit  (4)     (2ma;-y«)^  =  2mC. 
at  dt  dt 

Folglich  ist  mit  (5)  und  (2) 

P  = 


(2ma: — y^)^      2m(2m  —  a?)* 
Walton,  p.  249. 

18.  Ein  Punkt,  getrieben  nach  einer  Ebene  durch  eine  Beschleuni- 
gung, welche  direkt  proportional  ist  der  senkrechten  Entfernung  von  ihr, 
wird  rechtwinkelig  zu  der  Ebene,  aus  einem  gegebenen  Punkte  in  ihr,  mit 
einer  gegebenen  Geschwindigkeit  geworfen.  Man  soll  die  Beschleunigung 
bestimmen,  welche  in  der  nämlichen  Zeit  auf  den  Punkt  wirken  muss, 
damit  er  sich  in  einer  gegebenen  Parabel,  deren  Axe  in  der  Ebene  liegt, 
bewegen  kann,  und  die  Goordinaten  des  Punktes  für  einen  beliebigen  Zeit- 
abschnitt als  Funktion  der  Zeit  darstellen. 

Man  nehme  die  Anfangslage  des  Punktes  zum  Coordinatenursprunge, 
die  Parabelaxe  zur  Axe  der  «r,  die  durch  den  Ursprung  gehende,  zur  Ebene 
senkrechte  Linie  als  Axe  der  y.  Die  verlangte  Beschleunigung  muss  offen- 
bar parallel  zur  Abscissenaxe  wirken,  sie  sei  JtT  und  /x^  eine  Konstante. 
Die  für  die  Bewegung  des  Punktes  zur  Verfügung  stehenden  Qleichungen 
sind  diejenigen  von  Maclaurin  und  die  Bahngleichung 

g'  =  X,     (1)  |^  =  _^V.    (2)  y'='ima,.     (3) 

Die  Differentiation  der  letzten  Relation  giebt 

^  dt  dt         \dtJ       ^  dt^  dt^ 

so  dass  mit  (1) 

Durch  die  Integration  der  (2)  erhalten  wir 

d  ii 

y  =  Acosfit-^  Bsinfit^  —^  =  Vy=^  —  fi{A sin iit  —  Bcosfx t). 

Zur  Zeit  ^  =  0  ist  ^  =  0,  y  =  0,  v^=Vq  =  der  Wurfgeschwindigkeit,  wo- 
mit  sich  für  die  Integrationskonstanten  die  Werte  ergeben  ^  =  0,  ^  =  — » 

r* 

und  es  ist  hiermit 

y  =  ~  sin  fA  t.     (5)  v^  =  Vq  cos  fi  t. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

v,^  =  VoHl-sin^tit)  =  VoHl-J^ly^)=Vo^--fi^yK  (6) 

Jetzt  liefert  die  Gombination  der  Gleichungen  (2),  (4),  (6) 

2mJC=Vo-  —  2fi^y^, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    JL  8 
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womit  sich,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (8),  als  die  verlangte  Be- 
schleunigung ergiebt: 

^^2m       m^  -"2m      ^^  '''  ^^ 

Ferner  bekommen  wir  mit  (1)  und  (7) 

--— .  =.  —  4  ju»^  ^^,    wenn  x  —  5 — «-   =  ^  gesetzt  wird. 
dt  o fA  tn 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

dz 
z=^  Aoo82iit-\-  B8in2iAt,  t;  =  —  2 jii (4 «f» 2  jie if  —  JB co« 2 /i  t), 

CL  Z 

oder,  indem  wir  für  z  seinen  Wert  substituieren, 

«1  dijß 

X  —  s— o  ~  =  AcoB2at-¥ B8in2aU     -t-=  —  2a{Ä8in2fit  —  Bco82fxty 
Ofi^m  dt 

Die  Integrationskonstanten  bestimmen  sich  hier  dadurch,  dass  zur  Zeit 

t  =  0,w  =  0,^=zO,  ihre  Werte  sind  Az=^-%-,  JB  =  0,  so  dass 

dt  ofi^m 

Zufolge  der  Relationen  (5)  und  (8)  für  y  und  x  zeigt  es  sich,  dass  der  Punkt 

auf  dem  Teile  der  Parabe],  welcher  durch  eine  Doppelordinate,  in  einem 

|,  2 

Abstände -i—~- vom  Scheitel,  abgeschnitten  wird,  kontinuierlich  schwingt; 
4  fi^m 

TT 

die  Periode  einer  vollen  Schwingung  ist  -  • 

Walton,  p.  250. 

19.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ebene  zufolge  einer  stets  senk- 
recht zu  einer  Linie  gerichteten  Beschleunigung,  die  von  der  momentanen 
Lage  dieses  Punktes  nach  einem  festen  Punkte  in  der  Ebene  gezogen 
werden  kann.  Wie  muss  das  Beschleunigungsgesetz  beschaffen  sein,  damit 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  um  den  festen  Punkt 
konstant  sein  kann?  Welches  ist  unter  diesen  umständen  die  Bahn  des 
Punktes  ? 

Es  sei  O  der  feste  Punkt  in  der  Ebene,  P  die  Lage  des  beweglichen 
Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^,  ^  die  Neigung  von  O  P  zu  einer  festen 
Linie  O  X  in  der  Bewegungsebene,  OP=^r,  p  =  der  Acceleration. 

Das  Gleichungensystem  für  die  Bewegung  ist  in  diesem  Falle 

Die  Differentiation  der  (2)  giebt 
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dw        dy        dr         d^x         dSs      Cdx\^      /^dy\^       d^r      /dr\^ 

letztere  Gleichung  gebt  mit  BerQcksichtigung  der  (1)  Aber  in 
und  mit  ds^  =  rfr«  +  r'd  &'  in 

d^r      cd»y 

df^  =  <Tt)  ■  <*> 

Durch  Differentiation  der  (3)  folgt 
dd-  dy        dx 

~dt         ^di^'^'di    ,       ,  dy        dx         x^     d& 

— r^= 2 '  so  das  a?-~ — y:r,= — rzif7' 

co8^&  X*  dt        dt     cos^&dt 

und,  wenn  diese  Gleichung  nach  t  differentiirt  wird,  ergiebt  sich 

rfV        d^_d^f  ^d&\ 
^dt^      ^di^'^dtV    dtJ 
Hiezu  die  (l)  addiert,  wird 

X       dt^      dty     dtJ         cosd-dt^       dt\     dt/ 

folglich  ist      _^p oö* ^  =  ~ (r^-ß\       i.lp^-i (r^^y    (5) 
^  C08&^  dt^     dtJ  ^       rdt^     dtJ 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind  die  Bedingungsgleichungen.    Setzt  man 

nun  —~z=(ü:=:^  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit,  so  ist 
dt 

d^r 
vfo  a  und  ß  Eonstante  sind.     Folglich  ist 

und  daher       r«  — /-:  =(a^^'  +  /J^-~0^  — (a^^'— /?^-*^0^=4a/?, 

4a)* 

;?  =  2a>2yr2  — 4a/9. 
womit  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  bestimmt  ist. 
Weil  (ot  =  1%  so  ist  die  Gleichung  der  Bahn 

Walton,  p.  253. 

20.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  infolge  einer  in  der  Ebene 
der  Bahn  rechtwinkelig  zur  grossen  Axe  gerichteten  Beschleunigung.  Wie 
ist  die  Acceleration  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  beschaffen? 

Es  bezeichne  a  die  grosse,  h  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse,  v^  die 
Oesch windigkeit  des  Punktes  parallel  zur  grossen  Axe,  p  die  zu  suchende 
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Beschleunigung.   Die  Bewegung  des  Punktes  ist  vollständig  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

^f  =  0,     (1)  ^2  =  -P'    (2)  aV  +  6***=«n«.  (3> 

d  Iß 
Die  (1)  giebt  —-  ==  v«  =  Konst.  =  voi  d.  h.  die  Geschwindigkeit  parallel  zur 

grossen  Axe  ist  eine  konstante  Grösse.    Durch  Differentiation  der  Bahnglei- 

chmig  (3)  finden  wir ^^=tv  = -^2%  |,(4)  «*(f  )*+  «»y|^=>'t'o.(5> 
Nun  ergiebt  sich  mit  (2),  (4)  und  (5) 

»  =  — ö-^(  1 o  -«^  )»  und  hieraus  mit  (3)  p  =  — r-^ 


2 

rS 


Wenn  ft  =  a,  oder  die  Ellipse  ein  Kreis  ist,  haben  wir  denmach  p  =  — ^— 

y 

Riccati,   Comment.  Bonon.  Tom.  TV.  p.  149,  1757.    Newton,  Principia». 
Lib.  I.  sect.  %  prop.  8. 

21.  Auf  einen  Punkt  wirkt  in  einer  vertikalen  Ebene  eine  Beschleunigung  so,. 
dass  er  eine  Eettenlinie  beschreibt.  Wie  gross  ist  die  Beschleunigung  und  die  Geschwin^ 
digkeit  in  einem  beliebigen  Bahnpunkte? 

Ist  die  Gleichung  der  Eettenlinie  y=i  ^(t  ^-\-t    ^j,  Vodie  Horizontalgeschwi 
digkeit  des  Punktes,  dann  wird  gefunden  werden  <py=  -^  y,    t;y=--y. 

22.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Cycloide  infolge  einer  zu  ihrer  Basis  parallelei» 
Beschleunigung.    Wie  ist  diese  Acceleration  beschaffen? 

Sind  die  Gleichungen  der  Cycloide  »  =  a  (1  —  co8&),  y  =  a  (& -h  sin  &),  ist  Vq 
die  Geschwindigkeit  parallel  zur  Cycloidenaxe ,  g>  die  verlangte  Beschleunigung,  dann 

1  n. 

wird  man  finden  —  = —^  sin -d- (l -^  cos  ^), 

28.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  parallel  zu  einer 
gegebenen  geraden  Linie  geworfen  und  nach  dieser  Linie  beschleunigt  mit  einer  der 
Entfernung  des  Punktes  von  ihr  proportionalen  Acceleration.  Welches  ist  die  Lage 
des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit,  und  welches  ist  die  Gleichung  seiner  Bahn? 

Es  sei  (Fig.  88)  A  die  Anfangslage  des  Punktes,  OX 
die  gegebene  gerade  Linie,  A  0  YA. OX;  OX,  0  Y  seien  die 
Coordinatenaxen.  Nach  der  Zeit  t  sei  P  die  Lage  des  Punktes, 
PMl. OX,OM=:x,  MF=y,OA  =  hy  k  Bei  die  Beschleuni- 
gung in  der  Einheit  der  Entfernung,  dann  ist 

kx 
x  =  VQtf  bcos — =y  =  hcoskt. 

ßiccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  lY.  p.  155,  1757. 

24.  Ein  Punkt  wird  aus  dem  Orte  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  =  0^ 
y  =  h  mit  einer  zur  Abscissenaxe  parallelen  Geschwindigkeit  Vq  geworfen;  er  unterliegt 
einer  Beschleunigung,  welche  nach  der  Axe  der  x  und  parallel  zur  Axe  der  y  gerichtet 


f 


II.Tfa.  Eap.III.     Die  Beschleanignngen  besitzen  beliebige  Richtungen.  117 

ist,  dieselbe  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Ponktes  von 
^er  Axe  der  x.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes,  wenn  k  die  Accele- 
ration  in  der  Einheit  der  Entfernung  bezeichnet? 

Biccati,  Comment  Bonon.  Tom.  lY.  p.  159,  1757. 

25.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ebene  verm^^ge  einer  konstanten  Beschleu- 
nigung, deren  Richtung  eine  konstante  Winkelgeschwindigkeit  a>  besitzt.  Welches  ist 
die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit? 

Ist  die  An&ngslage  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten,  f&Ut  die  Abscissenaxe 
mit  der  anfönglichen  Richtung  der  Beschleunigung  zusammen,  sind  a,h  die  Compo- 
uenten  der  Geschwindigkeit  parallel  zu  den  Aren  beim  Beginne  der  Bewegung,  Xj  y  die 
-Coordinaten  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t,  ist  p  die  Beschleunigung,  dann  wird 
gefunden  werden 

x^at^— versa U    y  =^ht'^~it»t  —  sinatt). 
Andrew  Bell,  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  Vol  I.  p.  282. 

26.  Ein  nach  zwei  Centren  beschleunigter  Punkt  befindet  sich  in  einer  gegebenen 
Entfernung  a  yon  seiner  Ruhelage.  Die  Beschleunigungen  sind  direkt  proportional  der 
Entfernung  und  in  der  Einheit  des  Abstandes  ki^  k^.  Welches  ist  die  Entfernung  x 
•des  Punktes  von  der  Ruhelage  nach  der  Zeit  t? 

x=acos  Yki  H-  Ä;2 . <• 
Abraham  Schnee,  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques,  2me  S^rie, 
Tom.  IL  p.  451. 

27.  Ein  Punkt,  welcher  sich  anfangs  in  einer  gegebenen  Ruhelage  befindet,  ist 
xwei  Beschleunigungen  unterworfen;  die  eine  ist  central  und  repulsiv,  sie  ftndert  sich 
direkt  wie  der  Abstand  des  Punktes  vom  festen  Centrum;  die  andere  ist  konstant  und 
XNirallel  zu  einer  Geraden.  Welches  ist  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
Jod  welches  ist  die  Gleichung  seiner  Bahn? 

Es  sei  das  Centrum  Coordinatenursprung ,  die  Richtung  der  Coordinatenaxen 
-werde  so  gewählt,  dass  die  Richtung  der  konstanten  Beschleunigung  dieselben  unter 
-einem  Winkel  von  450  schneidet.  Dann  ist,  wepn  a,  &  die  Coordinaten  der  Anfangs- 
lage des  Punktes  sind,   ^^  die  absolute,  p  die  konstante  Beschleunigung  bezeichnet, 

p  =  mfi^  Y2  setzend, 

a-^m      2  ^  '      6  -H  t?» 

28.  Auf  einen  Punkt*  wirken  zwei  Beschleunigungen,  von  denen  jede  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet  ist,  er  bewegt  sich  in  seiner  Bahn  so,  dass  das  Produkt  aus 
dessen  Abständen  von  den  festen  Centren  unveränderlich  ist.  Wenn  eine  der  Beschleu- 
nigungen sich  direkt  wie  der  entsprechende  Abstand  des  Punktes  ändert,  zu  finden  das 
Tariationsgesetz  der  anderen. 

In  einem  Abstände  r  sei  eine  der  Beschleunigungen  kr,  dann  ist  die  andere  —^ 

yfo  c^  das  Produkt  aus  den  Abständen  des  Punktes  von  den  zwei  Centren  bezeichnet. 

29.  Nach  den  Ecken  eines  Quadrates  wird  ein  von  dessen  Mitte  aus  in  seiner 
Ebene  nach  einer  beliebigen  Richtung  geworfener  Punkt  so  beschleunigt,  dass  die 
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Accelerationen  direkt  proportional  den  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Ecken  sind» 
Welches  ist  die  Ton  dem  Punkte  beschriebene  Bahn? 

Es  sei  der  Mittelpunkt  des  Quadrates  CoordinatenurspruDg.  Die  Coordinaten» 
axen  seien  parallel  zu  den  Quadratseiten.  2m,  2n  seien  die  Componenten  der  Warf- 
geschwindigkeit parallel  zu  den  Axen  der  x,  der  y.    Damit  ist  der  Weg  des  freien 

Punktes  ein  Teil  der  durch  die  Gleichung  —  =  -^  dargestellten  Linie. 


m 


n 


80.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Cycloide  infolge  einer  stets  nach  dem  Mittel- 
punkte des  erzeugenden  Kreises  gerichteten  Beschleunigung.  Welches  ist  das  Beschleu- 
nigungsgesetz ?    Welches  ist  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  des  Erzeugungskreises? 

Die  Beschleunigung  ist  konstant  und  der  Kreismittelpunkt  bewegt  sich  gleich- 
förmig. 

Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 

81.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  unter  gleichzeitiger  Wirkung  zweier  nach 
den  Brennpunkten  gerichteten  Beschlennigungen ,  die  umgekehrt  proportional  den» 
Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Brennpunkten  sind.  Welches  ist  die 
Differentialrelation  zwischen  der  Zeit  und  der  ezcentrischen  Anomalie? 

Es  seien  a  die  grosse  Halbaxe  der  Ellipse,  /u,  ß  die  absoluten  Beschleunigungen,, 
tp  die  excentrische  Anomalie  und  t  die  Zeit,  dann  ist 


(1 — ecosip)2  (l-+-eco«^)2 
Caylej,  Messenger  of  Mathematics,  Vol.  Y,  p.  194. 
21-81.  Walton,  p.  258—262. 


Zweiter  Abschnitt. 

Gentralbewegung  eines  Punktes« 

Die  Richtung  einer  auf  einen  freien  Punkt  wirkenden  Beschleunigung^ 
geht  -stets  durch  ein  festes  Centrum,  ihre  Grösse  ist  bloss  eine  Funktion  der 
Entfernung  des  Punktes  von  dem  Centrum.  Die  Anfangslage  und  Anfangs- 
geschwindigkeit des  Punktes  seien  bekannt,  letztere  nach  Grösse  und  Rich- 
tung.   Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Das  feste  Centrum  O  (Fig.  39)  wählcQ 
wir  als  Coordinatenursprung,  die  Ebene  der 
^,y  falle  mit  der  Richtung  der  Anfangsge- 
schwindigkeit vq  zusammen,  die  horizontale 
Gerade  OJl  sei  Abscissen-,  die  auf  ihr  senk- 
rechte Linie  O  Y  Ordinatenaxe  eines  recht- 
pigur  39.  winkeligen  Coordinatensystemes.    Mq  sei  der 

Anfangspunkt  der  Bewegung,  der  Fahrstrahl  OMq  =ro,  MqM  die  Bahn,, 
der  Fahrstrahl  nach  dem  beliebigen  Bahnpunkte  Jlf,  03/=  r,  2tJCOJ!fo  =  ^o» 
2J1  A'OJf=^,  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit 1^0  ini^  dem  Radiusvektor  der  Anfangslage  einschliesst,  gleich  a. 
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Die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung  y  zerlegen  wir  in  ihre 
Componenten  parallel  zu  den  aufeinander  senkrechten  Coordinatenaxen  O  X^ 

OY^  OZ;  diese  sind,  da  die  Richtungscosinus  der  Acceleration  y 1 

T 
1/  2>  Oß        "U       Z 

—  ~» »  oder  — ,  ~,  — »  je  nachdem  ihr  Sinn  nach  dem  Centrura 

OC  'U  X 

oder  von  ihm  weg  zeigt,  X= — <p  — »    y=  — y~.    Z= — y— •    oder 

r  T  V 

sc  ti  z 

^=y— >   Y=(p—y  Z  =  (f —     Der  zweite  Fall   lässt  sich  auf  den 

V  T  T 

ersten  zurückführen ,  wenn  —  y  an  die  Stelle  von  y  gesetzt  wird ,  wes- 
halb bei  der  Durchführung  der  Rechnung  nur  der  erste  Fall  berücksich- 
tigt werden  soll.     Sonach  sind  die  Bewegungsgleichungen 

d^oc  X      d^y  y       d^  z  _  z 

Die  Bewegung  ist  aber  eine  ebene,  sie  erfolgt  in  der  durch  das  Centrum 
und  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gehenden  Ebene,  welche 
als  Ebene  der  ccy  gewählt  werden  soll,  so  dass  jederzeit  z  =  0  ist  und 
daher  nur  die  Gleichungen  in  Frage  kommen 

Multiplizieren  wir  (2)  mit  o?,  (1)  mit  j/,  subtrahieren  das  letztere  Resultat 
von  dem  ersteren  und  intergrieren  sodann  die  dadurch  gewonnene  Glei- 
chung, so  kommt 

d^y         d^x      ^  dy         dx 

welche  Formel  das  Flächenprinzip  liefert.  Von  den  rechtwinkeligen  zu 
Polarcoordinaten  übergehend,  indem  wir  setzen  x  =  rco8xh^  y  =  rsin&y 
gelangen  wir  zu 

r'^j  =  c.  (3) 

Bezeichnet  nun  F  die  Fläche  des  Sektors  MqOM^  welcher  von  dem 
Fahrstrahle  r  in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  dann  ist  F=  -^yV^dO',  mit- 
hin  vermöge  (3) 

dF=-^cdt,        F=^cU  (4) 

wobei  keine  Integrationskonstante  hinzuzufügen  ist,  weil  t  und  F  gleich- 
zeitig verschwinden.  Demnach  ist  bei  jeder  Centralbewegung  die  von  dem 
Fahrstrahle  beschriebene  Fläche  der  darauf  verwendeten  Zeit  direkt  pro- 
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portional.  Dieses  Gesetz  führt  den  Namen  „erstes  Keppler'sches  Ge- 
setz''. Keppler  fand  dasselbe  durch  Beobachtung  der  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne  und  sprach  es  für  das  Planetensystem  zuerst  aus. 

r—r-  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  senkrecht 

zum  Fahrstrahle,  diese  ist  beim  Beginn  der  Bewegung  to  sin  a,  daher  ist 
die  Eonstante  c  durch  die  Gleichung  bestimmt 

Tq  Vq  sin  a  =  c. 

Die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  lässt  sich  direkt 
oder  mittelst  des  Prinzipes  der  lebendigen  Kraft  darstellen. 

Weil    v^  =  (jj^-^  (^)''  ^*  ^^  +  y'  =  »-'i  (^) 

.,, .  ,         dxd^x       dyd^y  cp  /•   dx  dy\ 

mithin  ,rf,  =  __-,^_f  =  -:^(^_  +  y^). 

,  dx         dy         dr 

dt       '^  dt         dt 
so  folgt  vdv  =^  —  Kpdr^ 

und  giebt  die  Integration  dieser  Gleichung 

i;2=  C—2f(fdr.  (6) 

oder  zwischen  den  Grenzen,  um  die  willkürliche  Konstante  C  zu  bestimmen, 

/vdv= —  I    q>dry      v^:=Vq^  —  2  j    (pdr.  (6') 

Indem  nun  tp  eine  Funktion  von  r  ist,  so  ist  Q,xic}xfg>dr  eine  Funktion 
von  r,  wodurch,  wenn  wir  dieselbe  mit  xjj(r)  bezeichnen, 

^2  ^  c—  2 1/^ (r)  =  vo*  —  2 1/; (r).  (6") 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nur  von  seinem 
Centralabstande  abhängig  ist  und  nicht  auch  von  dem  Polarwinkel  &, 

Weil  im  vorliegenden  Falle  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
so  haben  wir  für  die  Kräffcefunktion 

dü=  —  ^{xdx  +  ydy)  =  -'(fdr,      ü — Uq  =  —  /    tpdr, 

folgUch  2 {U-  Uo)  ==  t?2  — vo*  =  —  2  f\dr. 

d X    dl/ 
Mit  (5)  und  den  Werten  von  ^tt»  tt  i^  ♦•  ^^d  &  bekommen  wir 
^  ^  dt     dt 

i(dr' 


«-{(fl 


;:^\  A  r'-l^' = .4 


d»J  \\dtJ 


d» 


KT 


r 


,x« 


■'•{(jD^-'I'«') 


mit  —  =  M. 
r 
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Fällen  wir  vom  Pole  O  eine  Normale  OP  auf  die  Tangente  im  Punkte 
M  der  Bahn,  bezeichnen  die  Länge  dieses  Perpendikels  mit  /?,  so  ist 

(drV 


V 


1_ 

2 


d» 


\  T    } 


,   1      /<?w^^       o 


folglich  auch       v^  =  (—\,    oder     v=— -,  (8) 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Bahnpunkte  ist  umgekehrt 
proportional  der  Länge  des  vom  Coordinatenursprunge  auf  die  Bahntangente 
dieses  Punktes  gefällten  Perpendikels.  Für  alle  Bahnpunkte,  welchen 
gleiche  Fahrstrahllängen  zukommen,    sind  die  Perpendikellängen  gleich, 

daher  ist  für  alle  solche  Punkte  —  konstant.  Nun  ist  —=—-—  =  sin  2L  OMP 

r  r     OM 

=  sin  (180®  —  2^  OPY),  mithin  ist  jener  Winkel  von  den  zweien  2^  OMP 
und  (180®  — ^gl  OJfP),  welcher  spitz  ist,  konstant  an  solchen  Bahn- 
punkten. 

d  11  d  X 

Multiplizieren  wir  (1)  mit  -^»  (2)  mit  -r—  und  nehmen  den  ün- 

terschied  der  Resultate,  so  wird 


dfdi^^Tt  di^~^~rV^dt~^dt)' 


Für   den  Krümmungshalbmesser  q  im  Punkte  M  der  Bahn  besteht  aber 

die  Eelation  f^\^ 

\dtj  ^-3 

^      dyd^x        dx  d^y      dyd^x        dxd^y 

dt  dt^'  '"  dt  dl^      Jt  d~t^  ~  dt  dt-~ 

d  II         d  X 
und  weil  x  -^ y-—  =^  c  =  pv,  so  ergiebt  sich 

et  Z  (l  V 

V^  =  (pQ^=2(p--r{2QCOS2(.MOP) 
T  4 

=  2  f/)  y  Krümmungssehne.  (9) 

Ist  S  der  geradlinige  Weg,  welcher  mit  der  Beschleunigung  q>  von 
dem  Punkte  zurückgelegt  werden  muss,   damit  er  die  Geschwindigkeit  v 

erlangt,  so  ist  auch  i;^  =  2  y  S,  mithin  Ä  =  -j  Krümmungssehne.  Daher 

ist  die  Geschwindigkeit  v  gleich  derjenigen,  welche  der  Punkt  beim  freien 
Durchfallen  des  vierten  Teiles  der  durch  das  Centrum  gehenden  Krüm- 
mungssehne mit  der  Beschleunigung  tp  erhalten  würde. 

Femer  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  Beschleunigimg  ^  und 
der  Bahn  zu  untersuchen.     Die-  aus  x  =  rcos&  abzuleitende  Gleichung 
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da      dr       ^  .    ^dd- 

-=—  =  -=-  cos  &  —  r  8in  xT  3— > 
at       a  t  dt 

lässt  sich  schreiben  -r-r  =^-^rr  (^rz:  cos  S'  —  r  sin  d'\ 


dt       dt  \.d& 

-3-  —  r  sin  &^  =  — 

Die  Differentiation  dieser  Belation  ^ebt 


...        ,   dx       c  j^dr 
also  ist  auch  ^-  =  -5 1  ^ttt  öoä 

dt       r^Kdd- 


^du 


u  sin  ^ 


) 


=  —  O^U^  CO8 


K 


d'u 


+  u 


} 


d^x 


X 


woraus  folgt,  weil  ^—^  =  —  <p  —  =  — gicosO-, 


(p  =  e^u^ 


(10) 


Vermöge  der  (10)  kann  die  Beschleunigung  tp  abgeleitet  weisen,  wenn 
die  Bahngleichung  bekannt  ist.     Aber  es  ist  auch 


o       c^  p  dr         .,  dr 

V"^  =  — 5^  =  CpÖ-=-  =  Cpü^p-»     weil     Q=:.r-zr— 

a       y  V  r        ^'^  dp  ^  dp 


»  weil  Q  =:  r-j-i  folglich 


>2 


dp 
df^ 


(p=z 


.8 


~  2d^\n^y 


(11) 


p"  2  dr  ^p 

durch  welche  Gleichung  y  als  Funktion  von  p  und  r  dargestellt  ist. 

Mittelst  der  (10)  kann  die  Gleichung  der  Bahn  gefunden  werden, 
wenn  das  Beschleunigungsgesetz  bekannt  ist. 

Weil        it;2  =  lt;o2-i- 


und 


dd' 


^-^o=^HHA=i{(^;) 


\r^r'-^V^ 


KdtJ 


2'""    _ 


dt 


so  erhalten  wir  durch  Elimination  von  dt  =  —  dO; 

e 


d- 
r 


21 


-bi  + 


\d») 


=  U+h,     d»  =  c 


-"(7) 


f 

t/r. 


j/2  {ü  +  h)-  Q 


2 


(12'> 


d 


a) 


/■■ 


(12) 


als  Gleichung  der  Bahn. 

Da   aber  auch   v^  =  -^  =  vo^  —  2  J  (p dr^ 
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SO  ist  noch  die  Bahngleichung  in  einem  eigentümlichen  Coordinatensystem 
^^^Vo^  —  2  Tipär.  (13) 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  irgend  ein  Teil  der  Bahn  s  be- 

ds 
schrieben  wird,  wird  repräsentiert  durch  -^.     In  der  nämlichen  Weise  re- 

präsentiert,  wenn  ^  den  in  der  Zeit  t  vom  Radiusvektor  durchstrichenen 

Winkel  bezeichnet,  -r—  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dieser  Winkel 

Cv  V 

beschrieben  wird,   sie   heisst  die  Winkelgeschwindigkeit.     Daher  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  bei  der  Centralbewegung 

dt  ~"r 
Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 


V  (14) 


d^  X         d'^y  _ 


'"dT^^^d-t^'  =  -f"'' 


und  beachten  wir,  das8^2  +  y«  =  r'',(^)%-(|f)'=(|^)  +r^(/j  - 


SO  folgt  nach  einer  kleinen  Rechnung 


d^r         ^d& 


2 


Durch  diese  Gleichung  erscheint  die  Acceleration  y  zusammengesetzt  aus 

d^r 
zwei  Beschleunigimgen,  einer  Acceleration  —  y-^»  welche  den  Punkt  direkt 

nach  dem  Centnim  zu  bewegen  sucht,  und  einer  entgegengesetzt  gerich- 
teten Acceleration.    Weil  aber  keine  andere  Beschleunigung  ausser  y  vor- 


^C?^x  2 


banden  ist,  so  kann  die  letztere  Acceleration  ^(y-j  ^^  a^s  der  Be- 
wegung selbst  hervorgehen,  und  weil  sie  vom  Centrum  hinweg  gerichtet 
ist,  wird  sie  Centrifugalbeschleunigung  genannt.  Diese  Centrifugalbeschleu- 
nigung,  welche  das  Produkt  aus  der  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum 
imd  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit,  hat,  wenn  wir  sie  mit/ 
bezeichnen,  die  Gleichung 

dd" 

Eliminieren  wir  aus  (12')  den  Winkel  ^  durch  r^-r-  =  <?i  so  kommt 

^     ^  dt 

,  dr 

dt:= =--> 
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und  durch  Integration 

t-t,=    I       , ^.l^_^_^,  (17) 


/2(fr+Ä)-Q 


womit  die  Zeit  als  Funktion  des  Fahrstrahles  bestimmt  ist.  Durch  um- 
kehrung  dieser  Formel  lässt  sich  auch  r  als  Funktion  von  t^  sodann  mit 
(12)  *  als  Funktion  von  t  darstellen. 

Unter  den  Perpendikeln,  welche  von  dem  Centrum  auf  die  Babntangenten  ge- 
fönt  werden  können,  kann  es  auch  solche  geben,  die  die  Tangenten  in  ihren  Berfih- 
rungspunkten  treffen,  also  mit  den  Fahrstrahlen  der  fraglichen  Curvenpunkte  zusam- 
menfallen, dann  ist  jeder  dieser  Fahrstrahlen  eine  Normale  auf  die  Bahn,  der  Berüh- 
rungspunkt wird  in  diesem  Falle  Abside,  der  Radiusvektor  Absidallinie  oder  Absidal- 
distanz  genannt.    Damit  ein  Fahrstrahl  senkrecht   auf  der  Bahn  stehe,  nmss  i?  =  r 

sein,  und  weil  dann  —r  =  m2  =  m2  -f-  (  -—  \  ,  haben  wir  als  Bedingung  des  Senkrecht- 

Stehens  -^-  =  0,  oder  ^ —  =0.      Der  Winkel ,    welchen  der  Radiusvektor  beschreibt^ 

wenn  der  die  Bahn  erzeugende  Punkt  von  einer  Abside  bis  zur  nächsten  läuft,  wird 
Absidalwinkel  genannt.  Jede  Absidallinie  zerlegt  die  Bahn  in  zwei  congruente,  sym- 
metrische Teile.  Es  können  höchstens  nur  zwei  verschiedene  Absidaldistanzen  vor- 
handen sein.  Alle  Absidalwinkel  sind  einander  gleich.  Absiden  sind  solche  Bahn- 
punkte, welche  der  Bedingung  genfigen,  dass  das  entsprechende  r  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  ist.  Solche  Bahnen,  welche  asymptotische  Kreise  haben,  oder  durch  das 
Centrum  gehen,  machen  im  allgemeinen  eine  Ausnahme  von  diesen  Regeln. 

Ist  die  Beschleunigung  eine  Funktion  der  Entfernung,  so  kann  eine  Bahn  um 
ein  festes  Centrum  unter  folgenden  Umständen  nicht  beschrieben  werden:  1)  Wenn 
die  vom  Centrum  auf  die  Bahn  ftllbaren  Normalen  von  ungerader  Zahl  und  diese 
grosser  als  Eins  ist.  2)  Wenn  mehr  als  zwei  ungleiche  Normalen  vom  Centrum  aus 
gezogen  werden  können.  3)  Wenn  eine  jede  solche  Normale  die  Curve  nicht  in  zwei 
congruente,  symmetrische  Teile  zerlegt.  4)  Wenn  das  Centrom  ein  Punkt  der  Evolute 
ist,  ausgenommen  den  Fall  des  Kreises. 

Wird  ein  Funkt  gleichzeitig  nach  mehreren  in  derselben  Ebene  lie- 
genden Centren  beschleunigt,  sind  vi^  V2^  v^^  ....  die  Geschwindigkeiten, 
welche  sich  ergeben  beim  Durchfallen  des  vierten  Teiles  jeder  der  durch 
das  betreffende  Centrum  gehenden  Krümmungssehnen,  dann  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  gegeben  durch  v^  =  Vi^  -h  v^^  -+-  v^^  -h  .  .  .  . 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Funkt  in  der  Bewegungsebene  als  Ursprung 
der  Coordinaten ,  lassen  ^i ,  tp^j  93 ,  .  •  .  die  Beschleunigungen ,  ai ,  ^1 ; 
«21  *2;  «81  ^85  •  •  •  •  ^16  Coordinaten  ihrer  Centren,  /i ,  ^2»  Xs>  •  •  •  ^^^ 
entsprechenden  Erümmungssehnen  sein,  dann  ist 


Vi ^  =  2  yi  ^,  i;^«  =  2  ^2  ^'  t^s ^  =  2 


9z 


Xs 
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auch  sind  die  Bewegungsgleichnngen ,  wenn  rx,  r2,  r3,  . .  .  die  AbstäDde 
des  Punktes  von  den  einzelnen  Geutren  zur  Zeit  t  bezeichnen, 

Nun  seien  pi,  ps,  jt^s,  ....  die  Perpendikel  von  den  Centren  auf  die  Tan- 
gente der  Bahn;  ferner  sei  s  die  Länge  des  in  der  Zeit  t  beschriebenen 
Bahnbogens,  q  der  Krümmungshalbmesser  im  Endpunkte  von  8.    Multi- 

öl  11  d  X 

plizieren  wir  («)  mit  -7^»  (ß)  mit  ^—  und  subtrahieren  das  letztere  Resul- 

tat  von  dem  ersteren,  so  ist  der  Zähler  des  Bruches,  welcher  ri  zum 
Nenner  hat, 

ds 

Folglich  haben  wir 

ds  ds  ds 

dyd'^x      dxd^y  _  ^  dt  ^^  Tt  ^^Tt 

didt^~Jtdi^-~'^'~7i '^^"r;  ^'^rl 

Ti  r^  r^  Vi  4 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Resultate,  zu  denen  wir  durch  die  vorstehende  Betrachtung  ge- 
langt sind,  wollen  wir  hier  zusammenstellen,  sie  ergaben  sich  aus  den 
Grundgleichungen 

dJjjD  __         ^  d^y  _  y 

di~^^  ^?     df^ — *r 


V      ri  r^  ^3  y 


.d» 


2—--  (I)       v^=C—2f^dr  =  Vo—2jf\dr(J.l} 


dt 
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;^— ^0=^ 


-<7) 


2(U+h)-(^) 


(IX)<-<o= 


dr 


2(ü-+A)-(i) 


m 


'l  =  v,^-2f\dr.     (XI) 


P 

In  diesen  Formeln  ist  c  die  doppelte  Fl&che,  welche  der  Radiusvektor  der  Bahn 
in  der  Zeiteinheit  um  das  Centrum  beschreibt,  p  das  Perpendikel  vom  Centrom  auf 
•die  Tangente  der  Bahn  an  derjenigen  Stelle,  welche  der  augenblicklichen  Lage  des  sie 
erzeugenden  Punktes  entspricht,  v  die  Geschwindigkeit  daselbst,  Vq  der  Anfangswert 
von  i;,  ro  derjenige  des  Fahrstrahles  r.  Ist  die  Beschleunigung  vom  Centrum  hinweg 
gerichtet,  also  repulsiv  anstatt  attraktiv,  dann  ist  in  diesen  Formeln  g»  durch  — <p  zu 
•ersetzen. 

Die  Gleichungen  (11),  (III),  (lY)  sind  Newton  zu  verdanken.  (Prindpia,  Lib.  I, 
Prop.  I.  et  Prop.  40.)  Die  Formel  (VI)  schreibt  Ampere  dem  Binet  zu  (Annales  de 
-Gergonnc,  Tom.  XX,  p.  53).  Die  Gleichung  (VII)  wurde  ohne  Erklärung  dem  Johann 
BernouUi  durch  De  Moivre  in  dem  Jahre  1705  mitgeteilt;  ein  Beweis  dafür  wurde  ihm 
von  Bemoulli  in  einem  Briefe,  datiert  Basel,  Februar  1706,  zugeschickt.  Die  Formel 
{YIII)  wurde  eine  geraume  Zeit  später  von  Clairaut  (Theorie  de  la  Lune,  p.  2,  von 
welcher  die  erste  Ausgabe  1752  erschien)  und  Euler  (Nov.  Comment.  Petrop.  1752, 
1753,  p.  164)  bekannt  gegeben. 

1.  Die  BeschleuniguDg  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach  einem 
festen  Centrum  O  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem  direkt  pro- 
portional. Die  Anfangslage  des  Punktes,  seine  Anfangsgeschwindigkeit 
«nd  ihre  Kichtung  seien  bekannt.    Welches  ist  die  Bahn  des  Punktes? 

Wir  wählen  das  Centrum  O  (Fig.  40)  als 
Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes, 
lassen  die  Ebene  der  x  y  mit  der  Bichtung  Mq  V"o 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Vy^  zusammenfallen,  die 
Aie  der  y  positiv  vertikal  aufwärts  sein.  a?oi2/o 
seien  die  Coordinaten  der  Anfangslage  Mq^  a,  b^  0 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v^  parallel 
^u  den  Coordinatenaxen ,  a?,2/,  j  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Bahn- 
punktes M^  r  sei  der  Abstand  des  Punktes  M^  r©  derjenige  des  Punktes 
Mq  vom  Ursprünge. 

Die  Beschleunigung  y  ist  proportional  der  Entfernung ;  es  muss  einen 
Punkt  geben,  in  welchem  sie  gleich  der  Fallbeschleunigung  g  ist.  Die 
Entfernung  e  dieses  Punktes  vom  Centrum  folgt  aus  der  Relation  (p:g  =  r:€, 

so  dass  geschrieben  werden  kann  (p=-^  =  ÄjV,  mit-  =  Ä:^.  Die  Projek- 
tionen dieser  Beschleunigung  auf  die  Coordinatenaxen  sind  mit  a^ß^y  als 
Jlichtungswinkeln  t ^  r  cos  a,  k^  r  cos  /?,  k^  r  cos  y ,   oder ,  weil  cosa=^ » 


Figur  40. 
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ß=  —^^co8y= ,  —  ÄJ^o?,  —Jc^yi  — Jc^z^  so  dass  X=^—1c^cc, 


z 


y=  —  Ä^y,  Zr=  —Tc^z.    Nun  ist  das  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
ständig bestimmende  Oleichungensystem : 


^-^Ä;2y  =  0,         ^  =  ^y5         y  =  yo,    t^y  =  ^ 


für  ^  =  0. 


dt^ '  dt 

Die  Anscbreibung   der   Integrale   der   drei    ersten   Gleichungen   und   die 

Differentiation  dieser  Besultate  giebt 

x=^  Ai  cosht  4-  J5i  sinkt^  Vgi  =  —  k{Ai  sinkt —  Bi  coskt) 

y  =z  A2  cos  kt  -h  Bz  sin  kt^  Vy=  —  k  (A^  sin  kt  —  J?2  <^os  k  t) 

z  =  Az  cos  kt-i-B^  sin  kt^  v,  =  —  k{Az  sin  kt  —  ^3  cos  k  t). 

Die  Anfangswerte  berücksichtigend,  finden  wir  für  die  Integrationskonstanten 

Ai  =  Ä?o,    -^2  =  3/O1    -^8  =  0,       Bi    =  p    B2  =  p    J?3   =  0, 

folglich  sind  die  Goordinaten  des  Punktes  und  die  Projektionen  seiner  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t 

n  h 

o?  =  a?o  cos kt-\-  -j-sinkt^  y  =  y^  cos kt  +  j^sin kt^  <?  =  0.       (1) 

i?j.  =  — Xq  k sink t  +  a cos kt^  Vy=- — y^ksinkt-^  bcoskt^  ^•,  =  0.  (2) 
Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bewegung  eine  ebene,  in  der  durch  das 
Centnim  und  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  laufende  Ebene 
stattfindende  ist. 

Die  Gleichung  der  Bahn  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Zeit  t 
aus  den  Gleichungen  (1),  dieselben  liefern 

b  X  ='OXq  cosfct  -h  -j-  sinkt^       ay  =  ayo  coskt  4-  -^ sinkt. 

womit  {b  Xq  —  ayo)  cos  kt  =  bx  —  ay     (a) 

und     xi/Q=Xoyo coskt -h^yosinkt^       yxo  =  x^y^  coskt -{-^rx^  sinkt, 

womit  (^070  —  a  y^)  sin  kt  =  —k{yox  —  Xo  y)     (/?). 

Werden  die  Seiten  der  Gleichungen  («)  und  (ß)  quadriert  und  die  Resul- 
tate addiert,  so  kommt 

(bx  —  ay)^-h  k^ (3/0  x  —  Xq y)^  =  {bxo  —  ayoV, 
cdeT{b^+k^y^)x^—2{ab-hk^Xoyo)xy-h{a^'\-k^Xo^)y^-{bxo—ayo)^=0. 
^.  i.  Ax^  —  Bxy-hCy^--  F=0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  dar,  denn  es  ist  jB«  —  i.A.C  =  —  4^2  (^ ^^^ 
—  ai/o)^i  und  die  Goordinaten  x,  y   des  Curvenmittelpunktes  sind 
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er  fällt  mit  dem  Gentrum  zusammen. 

Bezeichnet  «>  den  Winkel,  welchen  die  RichtaDg  der  einen  Hanptaxe  mit  der 
Abscissenaxe  einschliesst,  dann  finden  wir 

Mit  i22-2M-i-C)Ä~(B2  — 4.^.C)  =  0,  finden  wir 

Ä  =  t?o2 + Jfc2  ro2  ±  >/(l?^  -»-  Jfcaro2) «  —  4  Ä:2  v^?  r^^  sirfiCa^). 
Damit  ist  die  Gleichnng  der  Bahn  fftr  die  Hanptaxen  als  Coordinatenaien  — ^-^  R^ 

H-  — |-g^,^"=  1,  wo  t/'  =  —  (&  a;o--ayo)2  =  t?o^ro2«w2(a  —  ^),  und  es  sind  die  Halb- 

axen  der  oann  . r- — ^^ — =.^= : — r  ii 

I  Vo24-A-2  ro2  ±  >/(t?o2  ^-  *2  ro2)2  —  4  Ä:2  i?o2  ro2  Ä»n2  (« — /?)  }*- 

Die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)^ 
mit  V  =-  yjvj^  ^  -4-  t'y  2^  gie  bestimmt  sich  aber  auch  sehr  leicht  mittelst  der 

sogenannten  Krftftefunktion  U.    Im  vorliegenden  Falle  ist  -7-  =  — t^o», 

'^'=  -  fc2y,  also  U=^  — *^^'i  -^  C",  und  U^—Tc^'^  +  C",  folgUcb 

2  L^ = —  i2  (a?2  4- 1/2)  +  <7  =  —  Ä2  r 2  H-  a     Zu  Anfang  der  Bewegung  ist 

Jfc2 
abera?  =  a?o,  'i/  =  i/oi  r=zro,  U=:Uo,  mithin  U—Uq=   o  (^0^  — ^*j» 

so  dass  t?8  — t?o^=  2(Cr— Z7o)=Ä2(^^2_y2)^  oder  t;2:=t;o2  -hi^Cro*— r*). 

2.    Bei  einer  Centralbewegung  ist  die  Bahn  des  accelerierten  Punktes 
eine  gerade  Linie.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 

Es  sei  (Fig.  41)  CD'  die  geradlinige  Bahn.  A  das  Gen- 
trum^ welches  wir  als  Pol  des  Coordinatensystemes  wählen, 
Ä  C  die  Polaraxe ,  ^  A  CD  =  a ,   -4 0=  ro  der  Primradins- 
Vektor,  AD  ^=r  der  Fahrstrahl  nach  dem  beliebig  gelegenen 
Figur 41.     Punkte,   der  Polarwinkel   CAD=^d'.    Beachten  wir,   dasa 
AGi  A D  =  sin 2^  A D C '.sin 2i^  AC D^  also  r©  :r  =  sin{a  -h  ^):«}na,dann 
ist  die  Polargleichung  der  Bahn 

rn  sin  a  ,1       sin  (a-^d) 

r  =  -7-7-T-^\'  oder-  =  — ^^ ^» 

sin  \cc-^\t)  r  Tq  sin  a 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  den  Variablen  r  und  &  giebt 

A.  rl^  -  ^^*  («  +  ^)      ^  /^l^  _      ^'n  (cg  -I-  ^)  _  _  1^ 
f?^\r/"~      rosina    '     d^^\rJ  r^sina  r 

und  erhalten  wir  durch  Einsetzung  des  letzteren  Wertes  in  die  Formel  (VI) 

if=^-{ h-)  =  0. 


c* 
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Daraus  geht  hervor,  dass  ein  Punkt  sich  nur  dann  in  einer  geraden  Linie 
bewegen  kann,  wenn  ausserhalb  dieser  Geraden  kein  Beschleunigungs- 
centrum vorhanden  ist. 

3.  Ein  Funkt  bewegt  sich  infolge  einer  Centralbeschleunigung  in 
einem  Kreise,  ihre  Richtung  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Bahn.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes?    In  welcher  Zeit  wird  ein  beliebiger  Bogen  der  Bahn  beschrieben? 

Hier  ist  der  Radiusvektor  der  Bahn  konstant  =  a,  also  7^  f  -  j  =  0, 
folglich  mit  Formel  (VI) 

9  =  --S  (1) 

d.  h.  die  Beschleunigung  ist  dem  Kubus  des  Bahnhalbmessers  umgekehrt 
proportional.  Die  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  mit  ^o  als  Anfangsgeschwin- 
digkeit durch  die  Formel  (II) 

v^  =  Vo^  —  2/  (pdr=^VQ^—2  /    -^dr,  d.  i.  v  =  Vo.  (2) 

Die  Bewegung  des  Punktes  im  Kreise  ist  eine  gleichförmige.    Es  ist  aber 

auch  nach  (IV) 

c       c 
1?  =  -  =  —,         mithin        c=^avQ>  (3) 

p      a  ^  ' 

Daher  noch  g)  =  —  =  — •  (4) 

^       a       a  ^  ' 

Bei  der  Kreisbewegung  ist  die  Beschleunigung  direkt  proportional  dem 

Quadrate  der  Geschwindigkeit  und  umgekehrt  proportional  dem  Halbmesser 

der  Bahn. 

Die  Zeit,  welche  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zur  Ankunft  in 

einem  beliebigen  Bahnpunkte  verfiiesst,  resultiert  aus  Formel  (I),  wir  haben 

dt=^d&,  t=:- /  d&=-&,  ^==-^.  (5) 
Für  einen  Tollen  Umlauf  des  Punktes  ist  ^  =  27r,  folglich  die  zu  dem- 
selben erforderliche  Zeit  T  = 

An  diese  Aufgabe  kann  die  Frage  geknüpft  werden:  Mit  welcher  6esch¥rindig- 
keit  mnss  vom  Äquator  der  Erde  ans  ein  Funkt  in  tangentialer  Richtung  geworfen 
werden,  damit  sich  derselbe  im  S^reise  rund  um  die  Erde  hewegt? 

Die  Beschleunigung  nach  dem  Erdcentrum  ist  tp  =^  g  =  9 '808  Meter,  der  Erd- 
halbmesser a  =  6  365  000  Meter  annähernd ,  mithin  durch  (4)  die  gesuchte  Greschwin. 
digkeit  v=^yqa=  7902  Meter.  Wird  demnach  der  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit 
abgeworfen,  die  kleiner  als  7902  Meter  ist,  so  fällt  er  auf  die  Erde  zurück.  Diese 
Geschwindigkeit  ist  nahezu  17mal  so  gross  als  die  Eotationsgesch windigkeit  der  Erde 
unter  ihrem  Äquator. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  9 
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4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ellipse  infolge  einer  stets  nach 
ihrem  Mittelpunkte  gerichteten  Beschleunigung.  Die  Bewegung  dieses 
Punktes  soll  untersucht  werden. 

Die  Gleichung  der  Bahn  ist,  wenn  ihr  Mittelpunkt  als  Goordinaten- 
ursprung  gewählt  wird,  a  und  h  ihre  Halbaxen  bezeichnen, 

p-^=— ^— '       woraus  folgt      ^(-0  =  --,y,; 
es  ist  daher  mit  Formel  (YIl)  das  Beschleunigungsgesetz 

d.  h.  die  Centralbeschleunigung  ist  direkt  proportional  dem  Radiusvektor. 
Für  die  Geschwindigkeit  v  haben  wir  mit  den  oben  angewendeten  Bezeich- 
nungen 

v^=Vo^'-2/  g)dv=^Vo^  —  2r firdr,     v^  =  Vo^  —  fi{r^ —  ro^).  (2) 

Die  Zeit  t^  innerhalb  welcher  der  Punkt  aus  seiner  Anfangslage  bis  zu 
einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  gelangt,  ergiebt  sich  mit  (I)  und  der 
Polargleichung  der  Bahn,  es 

10igÜCürf^  =  ^^^2^.^^2^^_^2^^^2^'  A  yjM,  a^sin^^+h^cos^d^ 

\       {  n  n  \ 

^  =  ^0  +  77^  \<i'^<^{t9  =T  tgd)  —  arc{tg  =  jtg  «^o)>-  (3) 

Wählen  wir  für  die  Anfangslage  i  =  0,  berücksichtigen ,  dass  für  einen 

271 

vollen  Umlauf  dann  i5^  =  2  tt  ,  nennen  T  die  Umlaufszeit,  so  ist  T  ^  - '  • 

Dieses  Resultat  ist  unabhängig  von  der  Anfangslage  des  die  Bahn  be- 
schreibenden Punktes,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  ihrer  Richtung, 
sowie  von  der  Grösse  der  Bahn.  Weil  hier  das  Prinzip  der  Flächen  gilt, 
so  ergiebt  sich  diese  periodische  Zeit  auch  wie  folgt: 


Flache  derjalm 2  X  Fläche  der  KIlipse  _  2na_b  _2n 

Flache,  beschrieben  in  der  Zeiteinheit  c  abYß      Vm 

Dadurch  kann  noch  ein  weiterer  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  gewonnen 
werden.     Es  ist  nämlich  mit  (1)  und  (4) 

5.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  gewöhnliche  Hyperbel  infolge  einer 
Beschleunigung,  deren  Richtung  stets  durch  den  Bahnmittelpunkt  geht. 
Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz?    Innerhalb   welcher  Zeit  bewegt 


IL  Th.  Kap.  III.  Bewegung  im  leeren  Baume.  131 

sieb  der  Punkt  von  einem  Scheitel  bis  zu  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn, 
Mai  welches  ist  der  von  dem  Radinsvektor  in  dieser  Zeit  beschriebene 
Winkel  ? 

Die  Polargleichung  der  Hyperbel  lautet,  mit  ihrem  Mittelpunkte  als 
Pol  und  ihrer  reellen  Axe  als  Polaraxe, 

Die  Länge  des  vom  Pole  auf  eine  Bahntangente  gefällten  Perpendikels  ist 
gegeben  durch 

i  =  b'-c^'tjl.  (2) 

«^2  «2  J.2  ^     ' 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 
so  dass  mit  (3)  und  (VII) 

^2  ^2 

<f  =  —  ^2^  r  =  —fxr,     wenn    -^^  =  ^  gesetzt  wird.  (4) 

Die  Zeit,  während  welcher  der  Punkt  von  einem  Scheitel  bis  zu  einer  be- 
liebigen Stelle  der  Bahn  fortrückt,  resultiert  aus  der  Formel  (I),  denn 
^ir  haben 

folglich  ist  mit  (1) 

und  daher,  wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der 
Punkt  den  Scheitel  der  Bahn  verlässt, 

1  ^  '' yl~[il  h^ co8^ d- -  a^ 8in^ ^'  ^'^^/~^\2ab  b  -  atgd-  '^  \  ' 
so  dass  ^ 

2^/ll  b-atgd-  ^ 

Aus  (5)  folgt,  durch  Übergang  von  dem  Logarithmus  zu  den  Zahlen,  der 
Ton  dem  Radiusvektor  in  der  Zeit  t  beschriebene  Winkel,  es  ergiebt  sich 

mit  2  y^jit  =  ju' 

Die  Gleichung  (4)  zeigt,  dass  der  Punkt  nur  dann  eine  Hyperbel  beschrei- 
ben kann,  wenn  ihn  die  Beschleunigung  vom  Centrum  abstösst.  Wir 
haben  mithin  hier  den  umgekehrten  Fall  des  vorhergehenden  Problemes. 
Weil  die  Gleichung  der  Ellipse  in  diejenige  der  Hyperbel  übergeht,  wenn 
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— b^  an  die  Stelle  von  b^  gesetzt  wird,  und  umgekehrt,  so  hätte  hier  die 
Beschleunigung  (p  auch  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  in  (1),  Auf- 
gabe 4,  — b^  für  b^  gesetzt  worden  wäre. 

Ist  die  Hyperbel  eine  gleichseitige ,  also  J  =  a,  dann  gehen  die 
Resultate  (4),  (5),  (6)  über  in 

c^  ,         1      A-^tg^  ^      ^'"'-1 

6.  Ein  Funkt  bewegt  sich  in  einem  Kegelschnitte  infolge  einer  Be- 
schleunigung, deren  ßichtungslinie  stets  durch  einen  der  Brennpunkte  der 
Bahn  läuft.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 

Mit  dem  Brennpunkte  als  Pol,  der  reellen  Axe  als  Polaraxe,  p  als 
Halbparameter,  e  als  Verhältnis  des  wechselseitigen  Abstandes  der  Brenn- 
punkte zum  wechselseitigen  Abstände  der  Scheitel  ist  die  Polargleichung^ 

der  Curven  zweiten  Grades 

\       \  ■•{-  eco8&  .^. 

r  p  ^  ^ 

und  die  Curve  entweder  eine  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel,. 

je  nachdem  e^l  ist.    Aus  (1)  folgt 

und  giebt  die  Substitution  des  letzteren  Wertes  in  die  Formel  (VI) 

Demnach  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Beschleunigung  dem  Quadrate  des> 
Pahrstrahles  umgekehrt  proportional.  Mit  p  =  r  geht  der  Kegelschnitt 
in  einen  Kreis  über  und  bekommen  wir  die  Gleichung  (1)  des  dritten 
Problemes.,  Keppler  fand  durch  Beobachtungen,  dass  die  Bahnen  der 
Planeten  Ellipsen  sind  und  in  dem  einen  Brennpunkte  derselben  die  Sonne 
ihren  Sitz  hat.  Durch  dieses  sogenannte  zweite  Kepplersche  Gesetz 
war  es  Newton  möglich  zu  bestimmen,  dass  die  Beschleunigung  der  Pla- 
neten durch  die  Sonne  zu  den  Quadraten  ihrer  Entfernungen  von  der  Sonne 
in  umgekehrtem  Verhältnisse  steht. 

7.  Ein  Punkt  beschreibt  die  Lemniscate  von  Jakob  Bernoulli.  Das 
Beschleunigungscentrum  fällt  mit  dem  Knoten  der  Bahn  zusammen.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz  P  In  welcher  Zeit  durchläuft  der  Punkt  ein 
Oval  der  Curve? 

Die  Polargleichung  der  Lemniscate  ist  r^  =  a2<7(7«2^,  womit  sich 
ergiebt 
1  _  1  jL/'I^-_£iüM_.    ^V^^-        ^ 1 
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3  3  a* 

^^» • 


sodass         TTT«! -)  +  -  =  - 

Jlithin  ist  vermöge  der  Formel  (V) 


9>  =  -^^y-=^,     mit    ^e  =  3c'2a*.  (1) 

Die  Beschleuniguno:  ist  daher  in  diesem  Falle  der  siebenten  Potenz  der 

Poldistanz  des  Punktes  umgekehrt  proportional. 

Die  verlangte  periodische  Zeit  T  erhalten  wir  mittelst  der  Formel  (I). 

Es  ist  cdt  =  r^d^  =  a^co82d'd^, 

11 


•daher 


T  =  -f^  \os2&d^=^  =  a^y^.  (2) 


Walton,  p.  265. 


4 


8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  gleichwinkeligen  (logarithmischen) 
Spirale  infolge  einer  nach  dem  Pole  gerichteten  Beschleunigung.  Welches 
ist  das  Beschleunigungsgesetz?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer 
l)eliebigen  Stelle  der  Bahn? 

Bezeichnet  ß  den  unveränderlichen  Winkel,  r  den  Fahrstrahl,  p  die 
Länge  des  von  dem  Pole  auf  die  Bahntangeute  gefällten  Perpendikels,  so  ist 

p  z=  rsinß.  (1) 

Daraus  folgt  -^  =  sin  /9,  so  dass  mit  Formel  (VII) 

d'  V 

c     dl)      c  c 

^       p^  dr      p^  r^sin^ß 

Bezeichnet  vq  die  dem  Badiusvektor  ro  entsprechende  Geschwindigkeit  des 
Punktes,  dann  ist  bekanntlich  c  =  VQrQ8inß^  mithin  auch,  durch  Substi- 
tution dieses  Wertes  von  c  in  (2), 

(f  =  -—3—  (3) 

Die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ergiebt  sich  mit- 
"telst  der  Gleichungen  (IV),  (I)  und  dem  Werte  von  c\  wir  erhalten 

c       Vorosinß      VqTq  ... 

V  :=  —  = = 1  (4) 

p         r  sin  ß  r 

sie  ist  demnach  dem  Fahrstrahle  des  fraglichen  Bahnpunktes  umgekehrt 
proportional. 

Walton,  p.  265. 

9.  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit  einer  Beschleunigung  y  =  ±  /u  r, 
•die  also  dem  Abstände  desselben  vom  Centrum  direkt  proportional  ist,  in 
^iner  gewissen  Curve.     Welche  Bahn  beschreibt  dieser  Punkt? 

Am  einfachsten  gelangen  wir  zur  Kenntnis  der  Bahn  auf  folgende 
Weise.    Nach  Formel  (VII)  ist 


184  Centralbevegang  eines  Punktes.  II.  Th.  Kap.  TJL 


sodass  -g  =  CTi»r'.  (1> 

Nun  ist  die  Polargleichung  der  Ellipse,  mit  ihrem  Mittelpunkte  als  PoU 

1  _a^-i-b^—r^ 

daher  auch  ^=  (l! +  ^-;)_-|i  ,«„  (2> 

und  die  entsprechende  Gleichung  der  Hyperbel 

1  _b^  —  a^-hr^ 

daher  auch  i!  =  (l!  _  i!)  ^  _|L  ,s.  (3> 

Die  Gleichung  (2)  ist  konform  mit  der  Gleichung  (1),  wenn  das  obere^ 
die  (8)  mit  (1)  wenn  das  untere  Zeichen  gilt.  Folglich  ist  die  Bahn  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  die  Beschleunigung  attraktiv  oder 
repulsiv  wirkt. 

Das  rationellere  Verfahren  ist  etwas  umständlicher.  Eine  bequeme 
Differentialgleichung  für  die  Bahn  erhalten  wir  durch  Verknöpfung  der 
Gleichungen  (11)  und  (III)  für  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen 
Bahnpunkte,  nämlich  durch 

2/,.,=<.-..j(i.l)V^'l. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nun  g)  =  ±i  fir,  und  wenn  wir  zunächst  das  obere 
Zeichen  berücksichtigen,  demnach 

2/^.dr=0-..{(A.i)Vi}, 

oder,  mit  C  —  C'  —  2o, 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  f&^  jal"")  P®*^* 
folglich  ist  (lx>=     y --— • 
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Schreiben  wir  hier  (  -  )  =^z,    also  r^  =  -,    d{  —  )=  — 7^ ,  so  kommt 

nach  einer  kleinen  Beduktion 

dz  dz 


2dd'  = 


(c' — z)=-u,  also  äz  =^  —  duy  c'^ —  gesetzt,  giebt 


—  du 


c« 


±2(i^  = 


VT^ 


u 


2 


und  die  Integration 

dl  2  (^  —  ce)  =  arc  {cos  =  w)  ^=  arc  \  cos  = 


c  —  z 


/c'-^. 


>i 


wo.a  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet,  die  mittelst  der  Anfangswerte 
von  r  und  0^  bestimmt  werden  kann.  Zählen  wir  die  Winkel  Yon  der 
Richtung  an,  welche  den  Winkel  cc  mit  der  Axe  bildet,  dann  ist  1^  für 
(^ — a)  ZU  setzen  und  die  Gleichung  der  Bahn  geht  über  in 


die  für  z  aufgelöst  giebt 

z==c'  -f  (j'2  -Iicos2^  =  c''-  j/c'^-^{cos^^  —  sin^&)  =  Zi' 

c  c 

Durch  Multiplikation  mit  r^  =  a?^  -h  y 2  und  r 2  cos^  »  —  x^,  r^  sin^  ^=y^ 

wird  jetzt 

oder  G'  +  /7«-^)y^+  (c-]/^^Ja:^=l. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bahn  eine  Linie  zweiten  Grades,  und  zwar 
eine  Ellipse,  wenn  ^  positiv  ist,  für  welche  die  Gleichung  angeschrieben 
wurde,  oder  eine  Hyperbel,  wenn  fi  negativ  ist,  denn  dann  wird  der 
Coefficient  von  x^  negativ.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Bewegung  keine 
wiederkehrende,  der  Punkt  bleibt  immer  auf  demselben  Hyperbelzweige. 
Die  Grösse  und  Lage  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Bahn  kann 
auch  auf  eine  andere  Weise  bestimmt  werden.  Es  bewege  sich  der  Punkt 
mit  einer  bekannten  Anfangsgeschwindigkeit  t'o  von  gegebener  Richtung 
und  die  von  ihm  beschriebene  Bahn  sei  eine  Ellipse. 
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Die  Bewegung  erfolge  um  das  Centrum  O  (Fig.  42), 
Jfo  sei  der  Anfangspunkt  der  Bewegung,  Mq  T  die  Rich- 
tung von  t'o,  welche  mit  dem  Fahrstrahle  O  Jlfo  =  ro  den 
Winkel  a  einschliesse,  O  A  die  Lage  der  grossen  Halbaxe 
der  Bahn,  OM  =  r  ein  beliebiger  Fahrstrahl,  ijUtfiO^^:^«, 
2i.MQ0M:=^d',  O  ^  die  Richtung  der  Polaraxe.    Damit 
Figur  42.         ist  die  Gleichung  der  Bahn ,  wenn  a  und  b  ihre  Halb- 
axen  sind, 
r 2 cö«2(^+  (o)      r^ dn^ (&  +  w)  ___ 
a2  "^  ^2  ""^• 

Wir  haben  die  Bahnelemente  a,  b  und  w  zu  bestimmen,  von  den  ersten 
zwei  ist  die  Grösse,  von  dem  letzteren  die  läge  der  Bahn  abhängig. 

1)  Die  Grösse  der  Bahn.     Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ist 

V  =  - ,  im  vorliegenden  Falle  -^  = ^-^^ ,  daher,  wie  oben, 

p  p^  a^b" 

und  mithin  ftir  die  Anfangslage  des  Panktes 


2      .....»„        .  „  c^ 


ro  ^  sin^  a 


Dadurch  haben  wir  die  zwei  Gleichungen 

Diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multipliziert  und  die  resultierende 
Gleichung  mit  c^  dividiert  giebt 

Ferner  ist  2aZ.  = -^  =  ^^^.f^. 

Aus  den  zwei  letzten  Relationen  folgt 


folglich  ist         2  a  =  m  +  w,         2  6  =  m  —  n, 
womit  die  Hauptaxenlängen  gefunden  sind. 

2)  Die  Lage  der  Bahn.  Der  Winkel  «,  welchen  die  Halbaxe 
OA  mit  dem  Radiusvektor  der  Anfangslage  des  Punktes  einschliesst,  be- 
stimmt sich,  weil  jetzt  a  und  b  bekannt  sind,  durch  die  Bahngleichung. 
Für  den  Fahrstrahl  der  Anfangslage  ist  ^  =  0,  daher 

a-  b^ 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  den  Winkel  a>  nach  einer  kleinen  Rechnung 


€08 


2(ü=- 


Vvq*  -h  fi^ro^  -h  2fivo^ro^co8  2a 
und  wenn  die  Cotangente   eingeführt  wird,   so  ergiebt  sich   die  weitere 
Belation 

cotg  2(ü  =  cotg  2  a  -h  -—\-  C08€C  a, 


t^o^ 


womit  die  Lage  der  Bahn  bekannt  ist. 

Ist  OD  der  zu  OM^  konjugierte  Halbdiameter,  dann  ist  infolge 
der  Eigenschaft  der  Ellipse 


ro^  -4-  0/>2  =  a2  4-  ^2  =  r^^  + 


H^ 


mithin         O  D  =^  -^,     oder      vo  =  V/i -  0 Z>. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle 
der  Bahn ,  denn  jeder  Bahnpunkt  kann  als  Anfangslage  des  beweglichen 
Punktes  genonmien  werden,  proportional  der  Länge  des  entsprechenden 
konjugierten  Diameters  ist. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe   wurde  bereits  mit  Hilfe  rechtwinkeliger  Coordi- 
naten  ffir  9>  =  /u  r  gelCst.     (Siehe  Problem  1.  dieses  Abschnittes).    Es  ist  dann 
ä^x  __  ä^y  _ 

X  =  X^C08  y  Ai  i  +  -7=:««y  fi  t,  y  =  yo  COS  Viü  *  4-  -7=:  Siw  y /i  ^, 

wo  a  =  —  -»o  ^^  «»  ^  =  —  t?o  «i«  a ,  oder ,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  Bewegung 
80  wählen,  dass  x^  =  Tq,  yQ  ==  0, 

rr  =  ro  CO«  y  /i  * ~7— ~  ****  y  ju  *,        y  =    ^  «n  y  /u  *. 

Km  y7* 

Durch  Elimination  von  t  zwischen  den  beiden  letzten  Belationen  ergiebt  sich  die  Bahn- 
gleichung 

Vq^  (xsina-ty  cos  a)2  +  fi  r^  yS  =  ^^  f^2  gin^  a, 

oder  (x8ina'\-  y  cos  a)2  h-  ^— ^  y2  =  ^q«  «nZ  «. 

Die  Frojektionsgeschwindigkeiten  sind 

ö^  =  —  tq  Yfx  »in  y^t  —  Vq  cos  a  cos  YJit,      v   =  Vq  8ln  a  cos  Yfi  f. 

Diese  Gleichungen  geben  eine  vollständige  Losung  der  Aufgabe.  Die  Werte  von  x 
und  y  ändern  sich  periodisch,  die  Dauer  der  Periode  ist  für  beide  dieselbe.  —  Mit 

a  =  7^  wird  die  Ellipse  zu  einem  Kreise. 

Ist  fi  negativ,  dann  geht  die  Ellipse  in  eine  Hyperbel  mit  demselben  Mittel- 
punkte über ;  als  Gleichungen  der  Bahncoordinaten  finden  wir,  von  den  goniometrischen 
Grössen  zu  den  ExponentialgrOssen  übergehend, 


fTts       ypCOSa^    Yfit   ,  /^ro    ,    VoC08a\ 
"V2         oVnJ  ^V2"^    o^-J 


2y,i/         V2     2y/ 


I 
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ypsina^  ^Yfit     ^-^ViAt 


Die  Coordinaten  erreichen  hier  ihre  Maximalwerte  von  f  =  oo ;  es  würde  der  Punkt 
eine  unendlich  grosse  Zeit  nOtig  haben,  um  denjenigen  Hjperbelzweig  zu  durchlaufen,, 
auf  dem  er  sich  beim  Beginn  der  Bewegung  befindet. 

SchlOmilch,  Analjt.  Mechanik.  B.  II.  S.  5. 
Eamshaw,  Djnamics,  p.  97  et  seq. 

10.  Ein  Punkt  bewegt  sich  vermöge  einer  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportionalen  und  nach  dem  Centrum  gerichteten  Be- 
schleunigung. (Newton's  Gesetz,  Planetenbewegung.)  Die  Bewegung  dieses 
Punktes  soll  erforscht  werden. 

Erste  Lösung. 
Bezeichnet  ii  die  Acceleration  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so  ist 

y  =  —  -^    die  Centralbeschleunigung  des  Punktes,  zwischen  ihr  und  seiner 


r 


Geschwindigkeit  besteht  die  Beziehung 

Daraus  folgt  durch  Integration  und  mit  Beachtung  der  Formel  (lY) 

t;2  =  ?i^+C=-.  (2) 

r  p^ 

Nun  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  mit  einem  der  Brennpunkte 

als  Pol,  wenn  a  und  b  seine  Halbaxen  sind, 

SO  dass  auch 

.2 

(3) 


c^       2ac^    1       c 


p2         ^,2      r  -^b^ 

Das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3')  ist  negativ,  positiv 
oder  verschwindet,  je  nachdem  der  Kegelschnitt  einer  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  angehört.  Die  Gleichung  (8)  ist  genau  von  derselben  Form 
wie  die  Gleichung  (2),  folglich  ist  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn 
stets  ein  Kegelschnitt,  von  welchem  der  eine  Brennpunkt  das  Beschleuni- 
gungscentrum ist.  Die  Art  des  Kegelschnittes  hängt  von  der  Beschaffen- 
heit der  Integrationskonstanten  C  ab. 

Art,  Grösse  und  Lage  der  Bahn.  Der  Punkt  bewege  sich  von 
einem  gewissen  Orte  Jfo  aus  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  t;oi 
deren  Eichtung  mit  dem  Radiusvektor  OM^  =  ro,  wobei  O  das  Centrum 
bedeutet,  den  Winkel  a  einschliessen  möge. 
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Die  Polargleichung  des  Kegelschnittes  -ä  Jfo  Jf  (Fig.  42,  S.  136)  ist^ 
wenn  der  Focus  0  Pol,  die  Hauptaxenrichtung  OA  Polaraxe  ist, 

l -h  ecos{d--\- cü)       a\l 'heco8{&-{- (ü)\  ^^ 

und  haben  wir  zu  bestimmen  a,  e  oder  ^,  und  co. 

Die  Art  der  Bahn  ergiebt  sich  wie  folgt.  Die  Geschwindigkeit  an 
einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  drückt  die  Gleichung  (2)  aus,  so  das» 
für  die  Geschwindigkeit  t7o  die  Belation  besteht 

woraus         O  =r  t?o  ^ (5> 

Mit  diesem  Werte  der  Integrationskonstanten  ist  durch  (2)  die  Gleichung 
der  Bahn 

^-!  =  2^  +  (.o^_2i^).  ■  (6) 

und  es   ist  dieselbe  eine  EUipse,    Parabel    oder  Hyperbel,   je  nachdem 
2^  . 

Die  Grösse  der  Bahn  soll  nur  unter  der  Annahme  bestimmt  werden, 
dass  sie  eine  Ellipse  ist. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt 

A*  =  ^''  und  <^=-%'  (7) 

Die  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  den  Belationen  (5)  giebt 

und  folgt  hieraus  für  die  Grösse  der  Bahn 

der  Parameter (=  ^i!)  =, 2tv^;^^_«  ^^^ 

die  kleine  Halbaxe  ( =  6)  =  3^i^,  (10) 


«•*$  ■     ist- 


«0* 


^     ro 
die  grosse  Halbaxe  (=  a)  =  --      ^      =»  -  (11) 

Weiter  ist  die  Lage  der  grossen  Axe  zu  ermitteln.     Für  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  ist  *  =  0,  r  =  r©,  folglich  durch  (4)  und  (8) 

a{\ -\- ecosijii)      fi  {1 -h  e  cos  (ü) 
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iiromit  wir  erhalten 

cos(o=j  (^^^  sin^  a  —  l\  (12) 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  können  wir  den  Winkel  o)  berechnen,  denn 
-e  = ist  gegeben,  da  a  und  b  bekannt  sind. 

Cv 

Bei  der  parabolischen  Bahn  ist  ^  =  1,  Vo^ro^  =  2fi,  mithin 
C08(o=z2sin^a'-'l  =  ^co8^a  =  co8(180^±2a),  €0=l8Q^±2a.    (13) 
Wenn  es  sich  für  den  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  nötig  machen 
sollte,  €  zu  eliminieren,  so  würden  wir  finden 

cotg(o  =  tffa  e^  — 2 — 2  cosec  2  er.  (14) 

Die  Art  des  von  dem  beschleunigten  Punkte  beschriebenen  Kegelschnittes 

ißt  nm*  von  den  relativen  Werten  der  Grössen  vq^  und  — ^  abhängig,  nicht 

auch  von  der  Eichtung  der  Geschwindigkeit  vq.  Der  Ausdruck  für  die 
grosse  Halbaxe  enthält  den  Winkel  a  nicht,  folglich  wird  die  Länge  der 
grossen  Aie  unveränderlich  sein,  so  lange  als  die  Geschwindigkeit  vq  und 
die  Entfernung  der  Anfangslage  des  Punktes  vom  Centrum  dieselben  sind. 

Der  Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Excentricität  e  ist 

2  __  a^  — ^^  _  1        Vo^rQ^sin^a  ^2  fi 

V  — — 


—l =   1 2 (  -  ^0^) 


2 


oder  ^2  ^  co8^ «  +  A  +  ^^o_!:o\  ^.^^ ^. 

Für  eine  Kreisbahn  ist  die  Excentricität  gleich  Null.  Aber  der  zuletzt 
für  e  gegebene  Ausdruck  kann  nur  dann  verschwinden,  wenn  —  da  er 
aus  der  Summe  zweier  Quadrate  besteht  —  jedes  seiner  Glieder  für  sich 
gleichzeitig  Null  ist,  mithin  haben  wir,  damit  der  Punkt  eine  Kreisbahn 
beschreiben  kann,  die  zwei  Bedingungen 

0  =  ^0*2^,     und    0  =  (l  — ^^^y^eV«, 

oder  a  =  90 ^     und    vo  2  =  ^  . 

Bestimmung  der  Zeit  ^,  welche  verfliesst  während  des 
Durchlaufens  eines  beliebigen  Bogens  der  Bahn,  gerechnet  von 
der  Abside  der  kleineren  Absidaldistanz. 

In  dem  Falle,  wo  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  kann  die  periodische 
ümlaufszeit  T  so  gefunden  werden,  wie  dieses  bei  der  Behandlung  der 
Aufgabe  4  geschehen  ist.     Wir  haben  einfach 
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^      2  X  Fläche  der  Ellipse      ^       ^   -./b^         .     ^/a» 

c  ^     a  f^ 

Diese  Zeit  ist  nur  abhängig  von  der  Länge  der  grossen  Axe,  ganz  unab- 
hängig von  der  Bichtung  der  Geschwindigkeit  Vq, 

Bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Ellipse,  dann  bestimmt  sich  die^ 
Zeit,  während  welcher  der  Pahrstrahl  einen  gegebenen  Winkel  d^  beschreibt^ 
die  nähere  Abside  als  Anfangslage  genommen,  wie  folgt.  Die  Gleichung 
der  Bahn  ist  und  durch  das  Prinzip  der  Flächen  haben  wir 

62  dt       r«       b^  1 


r  = 


a{l-heco8x^)  (l&       c       a^c{l -h  eco8x^)^ 


SO  dass         t=~^  I    -^ ^-ö- 

Setzen  wir       . ^vä  =  i— ; k"^     t 


€  coad- 

differentiieren  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  reduzieren  die  Besultate 
auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  und  gleichen  die  Zähler,  so  bekom- 
men wir 

1  ^iA-^  B€)co8d'  +  Ae-hB,     0  =  A-hBe,  und  1  =^^-H  J?, 

folglich        A  =  -,r-^,    B=      ^ 


Daher  ist    t  =  --^{,^ ^^rr^ t:^ -^  ^ s/    -r 

Nun  haben  wir 


A 


d^  I  dd- 


€0080-  I        /-         2*.        .2^\.         /         2^  •2^\ 

-^'p^     .  r  IM) 


(1  +  e) -i- (1  -  e)  tg^ ^  J     (1  +  e)  +  {1 -e)tff^j 


=  Vf^'"-<^^  =  ^TT^'4) 


yi—e 

Mithin  erhalten  wir  für  die  gesuchte  Zeit 

b^      esinO-  2ab        /,        7/I  —  e ,    ;>>v 

<  = ■: H arc  \tg  =  y   ,- tg-^  )> 

cl+ecosih         c  ^"^       '    1  +  e  ''  2^ 

oder,  weil  •c=by  —  ist, 

'     a 
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,==_i/±     lÜ^-,2/^arcOy  =  /i^<4).    (15) 

Bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Hyperbel,  und  handelt  es  sich  um 
dieselbe  Zeit,  dann  gelangen  wir  wie  vorhin  zu  der  Gleichung  für  t;  es 
ist  aber  jetzt  <?>  1,  und 


T 


l  ^ 


^  \e+l—\e—ltff-^ 

folgHch  t  =  -by^^  esm»  j/a_^ 2^ 

fil-hecos»       f     fi       r » 

Findet  die  Bewegung  des  Punktes  in  einer  Parabel,  von  deren  Schei- 
tel aus,  statt,   so  ist  ro  =:»»,  wenn  4ni  den  Parameter  der  Curve  be- 

TT 

:zeichnet,  «  — -^»  folglich 

2  u 

c  =  i'o  ro  =  V^  jt*  «^0  =  V  2  jt*  ^ »  ^6^1  *'o  ^  =  — ' 


€ind  die  Gleichung  der  Bahn  ist  r 


«'0 


cos^  — 


2 
Daher  erhalten  wir  mittelst  der  Formel  (I) 


d^         ^2  _2 


&      f^   2.tt  2        ^   2ad^      2^         ^    2^ 


dd-       c  .  ;9"      '^    2,tt  2  ^    2udi9^      2  V 

und  es  ergiebt  sich  durch  Integration,  da  gleichzeitig  <  =  0,  ^  =  0, 

Earnshaw,  Dynamics. 

Zweite  Lösung. 

Die  Geschwindigkeit  v  des  die  Bahn  beschreibenden  Punktes  ist  ge- 
geben durch  die  Doppelgleichung 
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und  durch  das  Prinzip  der  Flächen  ist 

r^-^  =  c.  (2) 

Die  Elimination  des  Zeitelementes  dt  ans  diesen  Gleichungen  giebt 


,2 


ri     r\7J  1  r 


(3) 

Diese  Gleichung  enthält  nur  r  und  d-  als  veränderliche  Grössen,  sie  stellt 
sonach  die  Poiargleichung  der  Bahn  dar.  Nun  erhalten  wir  durch  Ein- 
führung des  Wertes  der  Beschleunigung  y  =  -^  in  die  (8)    ■ 

2 


r2 


c^ 


<D 


[H^\]  =  '-'f>-'^''r-''^^ 


(4) 


_  A« 


wo  ci  die  Integrationskonstante  bezeichnet  und  =  —  sein  vflrde,  wenn  das 
Integral  zwischen  den  Grenzen  vq  und  r  zu  nehmen  wäre.  Mit  <?  —  2  <?i  =  <?', 
und-  =  «,  also  rf  r  =  — 5  geht  die  (4),  wenn  sie  für  dd-  aufgelöst  wird, 
Über  in 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

2 


so  kommt  dd'  = 


V?'2  _ 


w 


2 


Wachsen  d-  und  r  gleichzeitig,  dann  nehmen  u  und  w  gleichzeitig  ab,  so 
<lass  hei  dieser  Annahme  dd^  und  dxv  entgegengesetzte  Zeichen  haben 
müssen.     Die  Integration  der  Gleichung 

—  dw 

giebt  ^  —  y  =  CITC  (  €08  =  -77  )» 

wobei  die  Integrationskonstante  durch  y  bezeichnet  ist,  und  es  wird  durch 
den  Übergang  vom  Bogen  zu  dem  Cosinus 

co8{d-d')=^'^r  (6) 

c 

Wenn  ^  und  r  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  ändern,  dann  müssen  d  b 


144  Centralbewegang  eines  Ponktes.  II.  Th.  £ap.  III. 

und  dw  gleiche  Zeichen  erhalten;  es  ist  in  diesem  FaUe  die  zu  integrie- 
rende Gleichung 

—  d  IV 

—  dd-zrz     ,  — » 

\c  - — W^ 

welche  mit  &"  als  der  Integrationskonstanten  giebt 

—  ^  +  y  =  arc  \co8  =  -77 ) 

oder  co8{—d-h»")=coa{9-  —  »")=^,.  (7) 

Setzen  wir  w  =  c\  dann  folgt  aus  (6)  und  (7),  sowie  aus  (5') 

*=y  =  y',  und  „  =  aitV^i±Z  =  L 

Derselbe  Wert  von  u  resultiert  auch  aus  (3),  wenn  daselbst  —■  =  0  ge- 

d^ 

setzt  wird,  und  ist  er  ein  Maximum,  also  der  entsprechende  Wert  von  r 

ein  Minimum.    Mithin  haben  wir  für  den  kleinsten  Fahrstrahl  vq   die 

Belation 


(?2 


^0  = 


Rechnen  wir  nun  den  Polarwinkel  ^  —  ^'  =  i/; ,  wofür  wir  aber  in  der 
Folge  das  Zeichen  d-  gebrauchen  wollen,  von  diesem  kleinsten  Radiusvektor 
aus,  dann  geben  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  zugleich 

W  =  c"  €08  &j 

oder,  indem  wir  die  Werte  von  w  und  c'  aus  (5')  substituieren. 


2 
COSd' 


C       '  c^ 

und  wenn  weiter  m  =  —  gesetzt,  so  wie  diese  Gleichung  für  r  aufgelöst  wird 

c^  (8) 


r  = 


1  -i-yl  '\-^-^co8& 

c                             c  c^ 
so  dass  mit— =  ü,  und  1h s-  =^*dieGleichung  zum  Vorschein  kommt 

r  = ^ (8> 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  mit  dem  einen  Brenn- 
punkte als  Pol,  p  ist  der  Halbparameter,  e  die  Excentricität,  die  Polaraxe 
fällt  mit  dem  kleinsten  Fahrstrahle  ro  zusammen.  Die  Bahn  des  Punktes 
ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  e^l  ist.  Nun  ist  aber 

^2^1^^'^  (9) 
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in  welchem  Ausdrucke  rechts—^  stets  positiv  ist,  so  dass  die  Qestalt  der 

Bahn  nur  von  dem  OoSfScienten  c'  abhängt,  je  nachdem  c^O^  ist  ^^  1. 
Der  Punkt  beschreibt  mithin  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  wenn 
e^l  oder  ö'^O  ist. 

Weil  wir  hier  von  der  dem  Pole  zunächst  liegenden  Abside  aus- 
gehen, so  ist  die  Lage  der  Axen  des  Kegelschnittes  eine  bestimmte,  wes- 
halb es  sich  nur  noch  um  die  Grösse  der  Bahn  handelt. 

Bewegt  sich  der  Punkt  in  einer  Parabel,  dann  ist,  weil  der  Halb- 

Parameter  der  Bahn  2?  =  — ,  die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkeligen 

r* 

Coordioaten,  den  Scheitel  als  Ursprung  wählend, 

y^  =  2ya!.  (10) 

Beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  bezeichnen  wir  die  Halb- 

52  ^2 ^2 

axen  mit  a  und  ft,  dann  haben  wir,  weil  »  =  — ,  e^  = r — , 

a  a^ 

und  es  ergiebt  sich  aus  diesen  zwei  Relationen 

«  =  -7.         *'  =  -7'  (11) 

c  c 

Dabei  ist  für  die  Ellipse  c  negativ,  also  b^  positiv,  für  die  Hyperbel  c 
positiv,  also  b^  negativ,  wie  dem  sein  muss. 

Wir  haben  nun  den  Wert  der  Eonstanten  c'  zu  ermitteln.  Die  Ge- 
schwindigkeit V  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ist  durch  die  Glei- 
chung (1)  gegeben,  aus  ihr  folgt 

y2  ^  C  -2  f^dr  =  C  -h^'-'2c,  =  c'  +  --^'  (12) 

Ist  nun  vq  die  dem  Fahrstrahle  r^  entsprechende  Geschwindigkeit,  dann 

muss  auch  sein  „      „     2u  ^  ,      2^ 

ro  r 

mit  welcher  Beziehung  sich  ergiebt 

c'  =  i;o2-?i?.  (13) 

Zufolge  dieses  Wertes  von  <?',  welcher  nur  von  der  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit voi  dem  Primradiusvektor  und  der  Intensität  der  Beschleunigung 
abhängt,  ist  jetzt  die  Gleichung  der  Bahn  mit  Rücksicht  auf  (8') 

r  = ^ ,  (14) 


A^'-f)-* 


1  4- 
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2  u 

sie  ist  daher  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  v^^^—^  ist. 

Die  Gestalt  der  Bahn  hängt  nur  ab  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  t'o, 
dem  Anfangsabstande  des  Punktes  vom  Centrum  und  der  Intensität  der 
Beschleunigung. 

Aus  den  GleicÄtmgen  (12)  und  (13)  folgt  für  die  Geschwindigkeit  r 
des  Punktes 

^;2=v,2  +  2M(~~)•  (15) 

Auch  ist  mit  (11)  und  (12) 

Für  die  parabolische  Bahn  ist  a  =  oo ,  folglich  die  Geschwindigkeit 


7/2  ii 


(16') 

r 

Geht  die  elliptische  Bahn  in  eine  Kreisbahn  über,  dann  wird  r=ro=a, 
also  die  Geschwindigkeit  v  für  diese  Bahn 

'     a 
Der  Wert  von  v^  ist  demnach  zweimal  kleiner  als  der  entsprechende  Wert 
von  v^  für  eine  parabolische  Bahn.    Die  Kreisbahn  liegt  zwischen  zwei 
Gruppen  elliptischer  Bahnen,  welche  erhalten  werden,  wenn  wir  v  wachsen 
lassen  bis  Vq'^2  und  abnehmen  lassen  bis  auf  Null. 

Weiter  ist  die  Zeit  t  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  der  Radius- 
vektor r  eine  bestimmte  Fläche  der  Bahn  beschreibt,  wobei  wir  den  Fahr- 
strahl vq  als  seine  Anfangslage  wählen. 

Durch  Elimination  der  Grösse  dd-  aus  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 

yj c  T^  —  ^iiT  —  c^ 
Die  Zeit  rechnen  wir  vom   Perihel  zum  Aphel.    Erfolgt  die  Bewegung 
vom  Scheitel  nach  dem  Aphel,  dann  wachsen  t  und  r  gleichzeitig  und  es 
gilt  für  dieselbe  das  obere  Zeichen  rechts. 

Beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse,  wie  dieses  bei  allen  Planeten  der 
Fall  ist,  dann  liegt  r  immer  zwischen  ai^—e)  und  a(l  -4-  e\  wodurch  wir 
in  diesem  Falle  setzen  können 

rr=a(l  —  ecosu),  (18) 

mit  u  eine  neue  Variable  bezeichnend.    Aus  (18)  folgt 

dr  =^  aeainudu,  (19) 

und  weil  c'=  --,  c^  ^a^i^l  — e^),  so  geben  die  Gleichungen  (18) 

und  (19) 
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rdr  =  a^e{\  — eco8u)8inudu^ 

c  r^  -\-  2fir  —  c^  =  2fie^ sin^ m, 
'wobei  (1  — cosu)^  entwickelt  und  co8^u  =  1  — ain^u  gesetzt  wurde.    Die 
Einfuhrung  dieser  Werte  in  die  (17)  giebt 

dt  =  y  —  (1  —  €C08u)du 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  t'  die  Integrationskonstante  be- 
deutet, t-i-t'  =  y  —  (u  —  e  8in  u). 

Mit  u  =  0  ist  r  =  a(l — e),  der  Punkt  befindet  sich  im  Perihel,  es  ist 
also  mit  u  =-  0  auch  ^  =  0,  so  dass  i  =  0,  folglich  ist  die  verlangte  Zeit 

t-^j/^{u^e8mu).  (20) 

Die  Gleichung  (18)  giebt  für  irgend  einen  Wert  von  r  den  entsprechen- 
den Wert  von  m,  es  kann  daher  mit  (20)  für  jeden  Wert  von  r  die  Zeit  t 
berechnet  werden. 

Die  ümlaufszeit  T  folgt  aus  (20)  dadurch,  dass  wir  den  Bogen  u 
yon  u  =  0  bis  w  =  27r  wachsen  lassen,  dann  wächst  t  von  ^=0  bis 
4=  T,  und  es  ist 

r=2  7rf  "  (21) 

Bestehen  für  zwei  Punkte  die  Gleichungen 

y  2  =:  ^'  (2  ^)2,  Tg  2  =  ^'  (27r)«, 

^0  folgt  aus  denselben  Ti^iTz^  =  ai^ia^^^  und  verhalten  sich  demnach 
■die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  die  dritten  Potenzen  der  halben  grossen 
Axen  der  entsprechenden  Bahnen.  Dieses  Gesetz  hat  Keppler  durch  Be- 
-obachtung  der  TJmlaufszeiten  zweier  Planeten  gefunden,  wobei  er  aber  die 
Masse  der  Planeten  nicht  berücksichtigte. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Fahrstrahle  beschriebene  Winkel  ^, 
welcher  durch  die  Bahngleichung  bekannt,  wenn  r  gegeben  ist,  lässt  sich 
auch  als  Funktion  von  u  darstellen.     Aus  (2)  und  (5)  folgt 

cdr  du  r 


>2 


U 


Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setzen  wir  ^^  ^  =^',  also 


du 


2^ 
4:08^- 


=  2  rf  -?,  berücksichtigen,  dass  cos  u  =  cos^  ^  —  sin^  - ,  dann  ist 


2  2dzyfl  —  e^ 


148  Centralbewegnng  eines  Punktes.  IL  Th.  Eap.  UX. 

woraus  durch  Integration  folgt 

Die  Konstante  eist  hier  gleich  Null,  weil  t^  und  <?  gleichzeitig  verschwinden^ 
folglich  der  in  der  Zeit  t  vom  Eadiusvektor  durchfahrene  Winkel  gegeben 

durch  tff^  =  j/^-tJtffl  (22> 

Bestimmen  wir  aus  (21)  die  Acceleration  ju,  so  ergiebt  sich 

i«  =  47r«|^,  (23> 

und  da  für  eine  beliebige  Anzahl  von  in  Ellipsen  um  ein  gemeinschaft- 

liebes  Centrum  sich  bewegenden  Punkten  die  Relation  besteht  j^i  =  jn  = 


8 


^=...,  80  folgt,  dass  die  Beschleunigung  aller  Planeten  in  der  Einheit 

ihrer  Entfernung  von  der  Sonne  gleich  ist,  sie  würden,  wenn  sie  in  diesen 
Abstand  von  der  Sonne  gebracht  werden  könnten,  auf  dieselbe  Weise  be- 
schleunigt werden. 

Setzen  wir  in  (20)      F  —  =  _»     so  kommt 

nt  =  u  —  e sin u,         woraus       u  =  nt  -{-  e sin te,  (24) 

und  wenn  wir  unter  dem  Sinuszeichen  wieder  u  =  nt-^  e  sin  u  setzen 

u  =  nt  -^  e  sin  (nt-h  e  sin  u),     oder     u=^nt  -\-  e  sin  nt^  (25) 

wenn  die  Elammergrösse  aufgelöst  und  nur  die  erste  Potenz  von  e  berück- 
sichtigt wird.  Weil  bei  fast  allen  Planetenbahnen  e  ein  sehr  kleiner  Bruch 
ist,  für  die  Erdbahn  z.  B.  ^  =  0*01685318,  so  ist  diese  Vernachlässigung 
mit  hinreichender  Annäherung  für  die  Bahnen  der  meisten  Planeten  erlaubt. 
Führen  wir  in  die  (18)  obigen  Wert  von  u  mit  derselben  Vernachlässigung 
ein,  dann  wird  die  Fahrstrahllänge 

r  =  a{l  —  ecos  nt),  (26) 

woraus  umgekehrt  t  bestimmt  werden  kann,  wenn  r  gegeben  ist. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Fahrstrahle  beschriebene  Winkel  könnte 
wieder  aus  der  Bahngleichung  abgeleitet  werden,  jedoch  ist  es  vorteilhaf- 
ter ^  direkt  zu  berechnen.    Wir  haben  dann 

r^d&  =  cdt=Y/A.a{l  —  €^)dt,     oder    r^dO-  =  Y]iädt 
mit  Vernachliissigung  von  e^.    Weil  aber  r  =  a(l  —  ^2)  (1  h-  eeosO^'K 
so  ist  annähernd  r  =  a{l^ecosvh)  und  r^  =  a^{l — 2ecosd)^  folglich 

{l  —  2eco8d)d^=y  ^^dt  =  ndU 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  t  und  d- 
gleichzeitig  verschwinden, 
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woraus,  mit  derselben  Methode  wie  oben,  folgt 

&=  nt  +  2  esinnt 
Dürften  wir  hier  noch  2 e sinnt  vernachlässigen,  dann  würde  die  Bewegung 
des  Fahi*strahles  eine  gleichförmige  sein. 

Denken  wir  uns  mit  dem  Halbmesser  der  Einheit  um  das  Centrum 
der  Bahn  des  Punktes  einen  Kreis  beschrieben  und  lassen  auf  deniselben 
-einen  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  n  sich  bewegen,  dann  ist  seine  Be- 
wegungsgleichung &=:nt  Gehen  nun  der  Planet  und  der  Punkt  gleich- 
zeitig vom  Perihel  aus  in  derselben  Richtung  in  ihren  Bahnen  weiter, 
so  kommen  sie  auch  gleichzeitig  auf  der  grösseren  Absidaldistanz  an,  denn 
mit  d-  =^  n  ist  «//i  w  ^  =  0 ,  und  kehren  zu  gleicher  Zeit  wieder  in  ihre 
Anfangslage  zurück.  In  der  ersten  Hälfte  der  Bahnen  eilt  der  Planet  dem 
Punkte  um  eine  Winkelgrösse  voraus,  welche  annähernd  gleich  2 e sinnt 
ist,  in  der  zweiten  Hälfte  verhält  sich  dies  umgekehrt,  weil  dann  sinnt 
negativ  ist.  Die  Winkelgrosse  2 e sinnt  wird  die  Mittelpunktsgleichung 
•der  elliptischen  Bahn  genannt.  Der  Winkel  nT  führt  den  Namen  ,  mitt- 
lere Anomalie"  oder  auch  .njittlere  Bewegung*  des  Planeten. 

Ad  unsere  analytische  Betrachtung  lassen  sich  noch  zwei  geometrische  Betrach- 
tungen knüpfen. 

Zunächst  lässt  sich  leicht  auf  geometrischem  Wege  die  Art  des  Kegelschnittes 

erkennen.  Ist  F  (Fig.  43)  das  Beschlennigongs- 
centrum  der  Bahn,  M^^  die  Anfangslage  des  Pnnk- 
tes,  3fo  T  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  vq  ,  so 
ist  FMq  der  Badinsvektor  Tq  fflr  die  Anfangslage. 
Ziehen  wie  MqC  senkrecht  zu  Bio  ^  ^^  Tangente 
der  Bahn  in  Mq,  dann  liegt  auf  dieser  Linie  der 
Krümmnngsmittelpankt  C  der  Bahn  f&r  den  Punkt 
Mq ,  und  —  wenn  wir  2^0 MqFi  =  2i  C MqF 
machen,  auf  dem  Schenkel  Mq  Fi  der  zweite  Brenn- 
punkt der  Bahn.    Tragen  wir  ferner  von  Mq  aus, 

auf  dem  Strahle  Jlfo  /'",  die  Beschleunigung  —^  auf 


Figur  48. 


ro' 


und  projizieren  sie  auf  die  Richtung  der  Normalen,  ^o  erhalten  wir  die  nach  dem 

Vffi 

Krümmungsmittelpunkte  gerichtete  Normalbeschleunigung  -i  wodurch  sich  der  Krtlm- 

mungshalbmesser  q  leicht  konstruieren  lässt,  C  sei  der  ErÜmmungsmittelpunkt.  Machen 
wir  jetzt  CHJlMqF,  HQJ^MqC,  dann  ist  Q  auf  MqC  ein  weiterer  Punkt  der 
gössen  Axe,  durch  ihren  Schnitt  mit  dem  Strahle  MqFi  ist  der  zweite  Brennpunkt 
^1  bestimmt.  Liegt  nun  der  Schnitt  der  Axenrichtung  FQ  mit  dem  Strahle  MqFi 
■auf  derselben  Seite  von  MqT,  so  ist  die  Bahn  eine  Ellipse,  ist  FQ  \\MqT  eine  Pa- 
rabel, fällt  der  Schnittpunkt  Fi  auf  die  entgegengesetzte  Seite  von  Mq  T  eine  Hyper- 
bel. Ziehen  wir  femer  durch  den  Brennpunkt  F  eine  Parallele  zu  MqF^^  so  schneidet 
dieselbe  die  Normalenrichtung  in  einem  gewissen  Punkte  8,  Befindet  sich  Q  zwischen 
Mq  und  S,  dann  ist  die  Carve  eine  Ellipse,  fl^llt  Q  mit  S  zusammen  eine  Parabel, 
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liegt  S  zwischen  Q  und  Mq,  oder  ftber  Mq  hinaus  eine  Hyperbel.     Diese  drei  F&Uc- 
treten  ein,  je  nachdem  MqQ^MqS  ist.    Bezeichnet  /y  den  Winkel  FM^C,  bo  ist 

woraus  folgt  3f o  Q  =  ^o  ^o  cosß^    ^^  Dreieck  Mo  F  8  ist  ein  gleichschenkelige»^ 
weshalb  MoS=2rQ cos (9  ist.    Mithin  bekommen  wir  ^-f  =  ^.    Es  ist  daher  die 

MqO  Zß 

Bahn  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  ^  ^  1,  oder  V  ^  ^ -  ,  ist. 


»"0 


ro 


Die  Grössen  r,  t  and  ^  haben  wir  mit  Hilfe  einer  neuen  Variablen  u  darge- 

stellt,  die  erhaltenen  Formeln  können  auch. 
leicht  geometrisch  abgeleitet  werden,  wodurch 
sich  gleichzeitig  die  Bedeutung  dieser  Verän- 
der  liehen  ei^ebt.  F  (Fig.  44)  sei  das  Be- 
schleunigungscentrum der  elliptischen  Bahn 
^  D  JB  des  l'unktes,  C  Mittelpunkt  der  Curre». 
ABB  ein  über  der  grossen  Axe  der  Bahn 
Figtir  44.  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis,  auf  wel- 

chem sich,  gleichzeitig  mit  dem  Planeten  vom  Perihel  ausgehend,  ein  Punkt  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  bewege,  M  und  N  seien  zwei  auf  derselben  Ordinatenlinie 
FN  liegende  Punkte  beider  Bahnen.    Ziehen  wir  die  Strahlen  FM,  FN,  ON,  so  ibt 

a(l  — «2) 


XAFM=^,  MF=  r,  CF=zac,  M P: NP  =  J)  :a  =  yi  -  e^,  r  =  ^ 

oder  r  4-  ercw^  =  a(l — e2).    Aber  wir  haben  rcosO^=:FP=CP— CF  = 
aco82iNGA  —  ae\  r-|- e(ac<w4^-^  CM  —  ae)  =  a(l  —  c2j.  folglich  r=a(l  — 
ecmZiNG  A), 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Winkel  N  C  A  die  Variable  u  ist,  die  sogenannte 
excentrische  Anomalie,  womit  wir  die  bekannte  Gleichung  bekommen 
r  =  a  (1  —  e  cos  m). 

Im  Gegensatze  zu  der  Bezeichnung  von  u  wird  der  Polarwinkcl,  dessen  Scheitel 
im  Beschleunignngscentrum  liegt,  die  wahre  Anomalie  genannt. 

Durch  Einfohrung  dieses  Wertes  von  r  in  die  Gleichung  r=  a  (1 — ««)(!-+-  ecosO-y 

cos  U  '~~  c 
der  Ellipse  finden  wir    cos^  =  z — 

damit  ergiebt  sich 


1-1 


e  cos  u 


cos^=^ 


80  dass 


(1  +  e)  (1  —  coH  u) 
1  —  e  cos  tt 

1  —  cas^  _  1  -he   1  —  cosu 

1  -♦-  C0S&  ~  1  —  C  '  1  +  CO»  u 


1  -h  CÖS  ^  = 


(1  —  e)  (l  -h  cos  u) 


ecoau 


oder 


«I-/4 


e^  2 


letztere  Formel  ist  die  auf  analytischem  Wege  gefundene  Gleichung  (22). 

Nun  ist  noch  die  Zeit  t  als  Funktion  von  u  darzustellen.    Der  doppelte  in  der 

Zeiteinheit  vom  Fahrstrable  beschriebene  Flächenraum  ist  c  =  Yfiail  —  e^);    Sektor 
MFA  =  ^tyßa(l-e^)  =''''^^^~'^  t,  mit  j/^  =  «.    Es  ist  aber  auch  Sek- 

tor  itfF4  =  ~Sektor  NFA  =  yT^^{N  C  A  ^  N  C  F),  NCA=  ~m,  NCF 
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NC'CFsinu      a^esinti     * ,  ,.  ,    ^..       ,^^.       a^ 


—  2  -        2        '   ^%lich   Sektor  MFA  =  -^  Vi  -  c2  (m  —  e  sin  m). 
Mit  diesen  zwei  Werten  für  die  Sektorfläche  MF A  erhalten  wir 

welche  Gleichung  mit  der  Formel  (24)  identisch  ist. 

Die  Werte  der  beiden  Polarcoordiuaten  lassen  sich  auch  als  Funk- 
tionen der  unabhängig  Veränderlichen  t  entwickeln.  Für  die  elliptische 
Bewegung  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  e  ein  sehr  kleiner  Bruch 
ist,  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 

Die  excentrische  Anomalie  ist: 

w  =  H^H-  e sinnt -h  -^sin^nt-h  ^{^ainZnt  —  sinnt) 

-h  ^^{2sin4nt'—sin2nt)  -h  ^j-;j{5^sin5nt'-d^8inSnt-hd sinnt) 

+  o^   .3   ^(S^sin6nt  —  2^8in4tnt-h  &  Sin2nt) -h   •' 
Für  den  Radiusvektor  ist 

—  =  1  —  e  cosn t  —  ^  (cos 2nt  —  1)  —  ^-^ (ScosSni  —  3 cos n t) 
a  2  '2^ 

~  -^ {cos  int  —  co82nt)  —  o?   oi^^cosnt — S'i^cosSnt-h5'2cosnt) 

—  öTTe:  {^^<^os6nt  —  2^ cosint -^  S  cos2nt) 

Die  wahre  Anomalie  ist 

^  =  nt-hf2  €^-j€^  +  ^ e^^sin »* ^  "^  (t ^^  ~"  24  ^^  ^  192  ^^^^^^'^^ 

1097    -    .   ^  1223  «    .   ^ 

"^  %T'  '^"^''^"*"96Ö''  '''*^'*^^-- 

oder  nach  Potenzen  von  e  geordnet 

5  €^ 

■»=int-\'2esinnt'\"r-€^8in2nt  +  ^^-^{\isin^nt—  ^  sinnt) 


^^{\Q^sinint  —  Usin2nt) 


e^ 


Wird  nur  die  erste  Potenz  von  e  berücksichtigt,  dann  gehen  diese 
Formeln  in  die  Gleichungen  (25),  (26)  und  (27)  über. 

Schell,   Theorie   der  Bewegung  and  der  Kräfte.    SchlOmilch,   Analyt. 
Mechanik.    Antenheiroer,  Elementarbnch  der  Differentialrechnung  etc. 
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11.  Ein  Punkt  bew^t  sich  in  einer  Parabel  um  ein  Centrum  in 
ihrem  Focus.  Wenn  der  Punkt  in  eine  gegebene  Entfernung  vom  Brenn- 
punkte gelangt,  so  wird  seine  absolute  Beschleunigung  plötzlich  doppelt 
so  gross.  Welches  ist  die  Beschaffenheit  des  daraus  hervorgehenden  Weges 
des  Punktes? 

Die  Brennpunktsgleichung  der  Parabel  vom  Parameter  4  m  ist 

11  ,  2  dp        1 

-9  =  — »    so  dass      -5—^  =  — -. 
p^      mr  p^dr       tnr^ 

Damit  giebt  die  Formel  (VII)  die  Beschleunigung 

^  "^  2mr^      r^ 
Nachdem  die  absolute  Acceleration  sich  verdoppelt  hat,  ist 

und  mithin  durch  (VII) 

c^  c^  dp         1    1  ^^ 

mr^      p^dr       mr^      p^dr 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


Ist  nun  h  der  Wert  von  r  in  dem  Augenblicke,  wo  die  absolute  Beschleu- 
nigung doppelt  so  gross  wird,  dann  haben  wir,  weil  das  Perpendikel  p 
der  Parabel  und  der  zu  bestimmenden  Curve  für  den  gegebenen  Punkt 

gemeinschaftlich  angehört,  — -==C-t-s — r*  d.i.  0=^^—--    Mithin  ist 

mh  Zmh  2m h 

die  Gleichung  der  neuen  Bahn 

1  1  1  .        mh      2h      ^ 

7/ir      2mh      2p^  p^         r 

welche  somit  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  2  h  und  der  kleinen  2  y  m  h 
ist.  Weil  die  Ellipse  die  Parabel  berührt,  wenn  y  =  A  =  der  grossen 
Halbaxe  der  Ellipse  ist,  so  folgt  aus  der  Natur  der  neuen  Bahn,  dass  der 
Berührungspunkt  ein  Endpunkt  ihrer  kleinen  Axe  ist,  mithin  ist  die  grosse 
Axe  parallel  zu  der  Tangente  der  Parabel  im  Punkte  r  =  h.  Der  Sinus 
des  Neigungswinkels  der  Tangente  der  Parabel  in  diesem  Punkte  gegen 

ihre  Axe  ist  -7^  =  /^  -p»  folglich  ist  der  Neigungswinkel  der  grossen  EUip- 

h  h 

senaxe  gegen  die  Parabelaxe  arc  \jsin  =  y  -- J  • 

Walton,  p.  267. 
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12.  Ein  Punkt  bewegt  sich  um  ein  festes  Centrum  vermöge  einer 
nach  demselben  gerichteten  und  dem  Kubus  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionalen  Beschleunigung  und  es  soll  seine  Bewegung  untersucht 
werden. 

Bestimmung  der  Bahn.  Nach  Formel  (Vll)  ist,  wenn  die  Acce- 
leration  attraktiv, 

so  dass  durch  Integration 

ff  >»2 

wenn  ^  =  a^^    —  =6*  gesetzt  wird,  und  es  sind  die  Werte  von  a  und  b  ab- 

hängig  von  der  Grösse,  Bichtung  und  Lage  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
um  eine  Gleichung  zwischen  r  und  ^  zu  erhalten,  beräcksichtigen  wir^ 

w  =  —  setzend,  dass 
r 


^voraus  folgt 


mit 

so  dass        ad&  = 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

d.  i.  auch     d  ^«^  =  m  +  Vi^M^^ 
woraus  sich  ergiebt 

Denken  wir  uns  den  Punkt  aus  dem  Unendlichen  kommend,  so  ist  mit 
^  =  0  auch  M  =  0,  folglich  Ci  =  /?,  und  daher 

ß 
Durch  Substitution  der  Werte  von  a  und  ß  wird 


und  schliesslich  die  Gleichung  der  Bahn  in  Folarcoordinaten : 
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Um  die  Bahn  des  Punktes  näher  kennen  zu  lernen,  haben  wir  hier  fünf 
Fälle  zu  unterscheiden.     1)  Wenn  a  =  &,  so  ist  die  Bahn  eine  hyperbo- 

\  111 

lische  Spirale,  denn  die  (1)  giebt  mit  a  =  ft,  -i  =  -2-f-"2'  welches  die 

Gleichung  genannter  Curve  ist.     Gehen  wir  von  der  Polargleichung  aus^ 

/7  1 

SO  folgt  —-=--,  d.  i.  r&  =  a,  die  bekannte  Gleichung  dieser  Linie,  ihr 
dxr       a 

Pol  ist  das  Beschleunigungscentrum.     2)  Wenn  a  und  b  beide  unendlich 

gross  sind,  so  ist  die  Bahn  eine  logarithmische  Spirale,   denn  ihre  Gld- 

chung  ist  in  diesem  Falle  r  =  ^±«^.    8)  Wenn  a>  b  ist  und  das  obere 

...—--.  Zeichen  gilt,  so  hat  die  Bahn  die  durch  die  Figur  45 

gegebene  Gestalt.  4)  Mit  a> b  und  dem  unteren 
Zeichen  nimmt  die  Bahn  die  durch  die  Figur  46 
dargestellte  Form  an.  5)  Wenn  a<.b  ist,  so  be- 
sitzt die  Bahn  die  durch  die  Figur  47  angedeutete 
Gestalt.  Die  in  der  Gleichung  zwischen  r  und  ^ 
anfänglich  erscheinenden  imaginären  Werte  ver- 
schwinden wieder,  indem  jedes  Glied  den  Faktor 
Y—^  enthält. 

Ist  die  Beschleunigung  repulsiv,  dann  haben 
wir 

2    rf  ^1^        "  -2 


Figur  45. 


Figur  46. 


E 


9»  =  — 18  = 


2 

folgUch 


Figur  il. 


^2  +  ^2-^1' 

als  Gleichung  der  Bahn  zwischen  r  und  p.  Eine 
Gleichung  zwischen  r  und  ^  erhalten  wir  durch 
die  Relation 


welche  giebt 


du 


V 


=A^t 


d». 


a^+b 


2 


—  U« 


SO  dass 


arc 


{sin  =  yä^^^^u)  =  /l  +  ^^  +  C, 


oder,  wenn  wir  den  Bogen  durch  den  Sinus  ersetzen  und  die  Polaraxe  so 
wählen,  dass  die  Integrationskonstante  verschwindet,  sowie  u  durch  r  aus- 
drücken, 
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15& 


Ya^-hb^==rsinU/l-^^^- 


welches  die  Polargleichung  der  durch  die  Figur  4& 
veranschaulichten  Bahn  ist. 

Bestimmung  der  Geschwindigkeit  und 
der  Zeit.     Es  sei  ro  der  Pahrstrahl  für  die  An- 
fangslage des  Punktes,  vq   seine  Geschwindigkeit 
Figur  48.  daselbst,  a  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  von 

i'ö  mit  dem  Radiusvektor  ro  einschliesst.     Nun  ist,  wenn  die  Beschleuni- 
gung attraktiv, 


OJ^J» 


dr 


3 


daher      v^  =  ^-^C, 


2 


^ 


und  weil  mit  r  =  ro,  v  =  voi  also  C=^vq^ -a*  so  folgt 


'•o 


,2  


2 


V     =  2/0     -+- 


^  ih  -  ^} 


Um  die  Zeit  t  zu  erhalten,  während  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gewissen 
Winkel  &  durchläuft,  ist  es  zweckmässig,  die  Gleichung  der  Bahn  in  einer 
anderen  Weise  abzuleiten.    Nach  Formel  (VI)  ist 


woraus  folgt 


r»      r2(   dd-^    "^  r 


welches  eine  weitere  Gleichung  der  Bahn  ist.     Die  Gestalt  der  Bahn  ist 
abhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Klammergrösse  auf  der  rechten  Seite 

der  Gleichung  und  sind  die  drei  Fälle — ^ — «— .-^— Sl  zu  unterscheiden. 

=  1.    Die  Gleichung  der  Bahn  ist  in  diesem  Falle 


1) 


A* 


V(i^  r(i^  sin^  a 


^<i) 


=  0,        oder       ~  ^  d  0^ '\- C<^. 


d&^  r 

Wählen  wir  der  Einfachheit  halber  die  Richtung  von  ro  als  Polaraxe,  so 

dr 
1  d'D' 

ist  mit  ^  =  0,-  =  (72, ö-  =  Ci,  und  weil  für  den  Anfangspunkt  der 

r  r 

r 
Bewegung  r  =  ro,  -7-=  —  <^a»  si^d  die  Werte  der  Integrationskonstanten 

dr 

d^ 
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<7i  =  — —1   €2=^  —,  daher  ist  die  Bahngleichung 

*"  "^  T-h^cota  ^^> 

welches  diejenige  der  hyperbolischen  Spirale  ist.  Mit«  <  90^  ist  cotga>0, 
-es  nähert  sich  der  Punkt  mit  wachsendem  x>  dem  Pole.  Mit  a  =  90^ 
wird  cotgct  =  0,  die  Spirale  geht  in  einen  Kreis  vom  Radius  r^  über  imd 
fällt  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Pole  zusammen,  was  unter  den  Verhält- 
nissen stets  der  Fall  ist,  wo  die  Geschwindigkeit  t/o  senkrecht  auf  dem 
Badiusvektor  der  Anfangslage  steht  und  der  Quotient  aus  dem  Quadrate 
<ler  Geschwindigkeit  und  dem  Fahrstrahle  die  Beschleunigung  9)  giebt. 
Ist  a>90^  so  entfernt  sich  der  Punkt  vom  Pole,  mit  ^  =  — ^a  wird 
r  =  QO,  wodurch  zugleich  die  Asymptote  der  Spirale  bestimmt  ist. 

Die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gewissen  Winkel  d- 
beschreibt,  folgt  aus  (I)  und  (5),  es  ist 

ciX  +  &  cotg  aY  c  cotg  a   1  -f-  ^  cotg  a 

ocotga 
oder,  weil  t  und  ^  gleichzeitig  verschwinden,  also  C=~ — '  und 

^  =  vo  ^0  *'«  «  ist 

t=  —^—fl-^T-TTr ^  =  — — (ro  -r).  (6) 

vq  cos  a\         1  +  ^  cotg  aj       t'o  cos  a  ^  ' 

Damit  sind  die  Polarcoordinaten  als  Funktionen  der  Zeit 

r  =  r^—v^cosa.t     (7)  *  =  -l-f "^ --l\     (8) 

cotg  a  Vro — Vq  cosa.t        J 

Die  Zeit  r,  in  welcher  der  Punkt  den  Pol  erreicht,  für  welchen  r  =  0  ist, 
resultiert  aus  (7),  sie  ist  r^ 

Vo  cos  a 
Diesem  Werte  entspricht  ^  =  oo,  so  dass  der  Punkt  unendlich  viele  Um- 
läufe zu  machen  hat,  ehe  er  den  Pol  erreicht.  Ist  die  Lage  des  Punktes 
vor  der  Zeit,  die  zum  Anfangspunkte  gewählt  wurde,  zu  bestimmen,  dann 
haben  wir  t  negativ  von  Null  bis  Unendlich  zu  nehmen,  wobei  r  von  r© 
bis  QO   wächst,  ^  von  0  bis  — tga  abnimmt. 

2)  —5 — g— r-5 1  <  0  =  —  n\  wo  n  eine  reelle  Zahl  bezeichnet. 


VQ^Vo^sin^a 


^2 


© 


Die  Differentialgleichung  der  Bahn  ist— ^-—s-  =  —  n^,  so  dass 

d  xr^ 

—  =  d  sinnS-  +  C2  cos  n  vf.   Mit  Eücksicht  auf  die  Werte  für  die  Anfangs- 
v 

läge  des  Punktes  sind  die  Integi'ationskonstanten      Ci  =  — -— 1  <72  =  ""* 
daher  ist  die  Bahngleichung  ^  ^  ® 
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^  =  CO«  «  *  -H  ^-  ein  ni>,  (10) 


r  n 


oder,  wenn  — --  =  ^  gesetzt  wird, 

n 


—  =co8n'9"h€otge8mnO',     —  = ^-: (10  > 

r  r  Ä2n6 

Nehmen  wir  in  der  letzten  Gleichung  r  möglichst  klein,  so  ergiebt  sieb 
der  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bogen,  um  dem  Pole  möglichst 
nahe  zu  kommen.  Die  rechte  Seite  der  (10')  wird  aber  zu«  einem  Maxi- 
mum mit  «n  (n  ^  -I-  «)  =  1 ,   so  dass  in  diesem  Falle  r  =  ro  sin  e  und 

n  ^  H-  «  =  _  ist,  womit  die  Bedingung  erscheint  nd-^jr  —  e,  oder 

tgn^  —  cotg  a  =  — —•      Der  Radiusvector  erreicht  seinen  Maximalwert 

00  mit  sin  (n  ^  -f-  «)  =  0,  oder  n  ^  -f-  €  =  »n  tt,  wobei  m  eine  beliebige  ganze 
Zahl  bezeichnet,  es  ist  dann  tgO^  —  tge=^  —  ntga^  und  giebt  der  kleinste 
dieser  Gleichung  genügende  Wert  von  &  die  Richtung,  welcher  sich  der 
unendlich  wachsende  Fahrstrahl  nähert.  Gehen  wir  von  dem  kleinsten 
Fahrstrahle  aus,  legen  ^  zu  seinen  beiden  Seiten  gleiche  Werte  bei,  so 
bleibt  für  diese  sin  (n^-h  s)  immer  gleich  gross,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
die  Bahn  den  kleinsten  Fahrstrahl  als  Symmetrielinie  besitzt.  Die  Zeit  folgt 
aus  den  Gleichungen  (I)  und  (10'),  es  ist 

»^  To^sin^e        ,^       ^  ro^sin^e     ,   ,    «        x       ^, 

c sin^ (n & -h  e)  nc  ^^  ^ 

aber  t  und  ^  sind  gleichzeitig  gleich  Null,  wodurch  C  =  — cotg  e^ 

n  c 

Bewegt  sich  der  Punkt  bis  zum  kleinsten  Fahrstrahle,  dann  ist  n^=~  —  Sy 

*     9 

folglich  die  bis  dahin  verfliessende  Zeit  t  =  ^ — ^;—  • 

J  n  Vo  sin  a 

Läuft  der  Punkt  von  ro  aus  in  entgegengesetzter  Richtung,  dann 
ist  t  negativ  zu  nehmen.  Die  bis  zur  Ankunft  des  Punktes  in  einem  un- 
endlichen Abstände  vom  Pole  verstreichende  Zeit  ergiebt  sich  mit  n&-h  e 
:=mn,  sie  ist  t=  (X>. 

3)  ~8 — ^~^9 1  >  0  =  w^.    Jetzt  ist  die  Differentialgleichung 

i'o    ^'o    sin^  a 
der  Bahn  ,  J»    =  n^    so  dass    ~=Ci  e^o^  +  C2  e-w^. 


mithin  wird  t  =  — — ^ —  \cotg  e  —  cotg  {nd--\-  e)Y  (11) 

n  Vn  sin  a\  ) 


n 
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Für  die  Integrationskonstanten  finden  wir  2  0i=  — (  1  H ^— V 

2Co=—\l —  h  mithin  ist  die  Gleichung  der  Spirale 

2^  =  (l  +  £^^)  en^+(l-  £^)  ^*.  (12) 

Bewegt  sich  der  Punkt  nach  dem  Pole,  dann  wächst  .9-  mit  abnehmendem  r 
und  wird  unendlich  gross,  wenn  r  der  Null  sich  nähert,  es  läuft  mithin 
<lie  Bahn  in  unendlich  vielen  Windungen  um  den  Pol. 

Mit  a  =  77  ist  r  =  — - — - — -;  diese  Curve  ist  bezüglich  der  Polar- 

Axe  symmetrisch  und  jeder  ihrer  Zweige  hat  den  Pol  zur  Asymptote. 
Die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Fahrstrahl  einen  gegebenen  Winkel  ^ 
beschreibt,  ergiebt  sich  wieder  mittelst  des  Prinzipes  des  Flächen,  es  ist 

4rft2^2«^  2rn^ 

Knüpfen  wir  an  die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  die  Bedingung, 

2  r  ^ 
-dass  c  und  ^  gleichzeitig  verschwinden,  dann  ist  C= — —,  und 

t  =  ^-^fi L   ^ 

cn    V       ^2«d4-l/ 

Mit  &  =  <X)  ergiebt  sich  hieraus  in  Zeit  T,  in  welcher  der  Punkt  im  Pole 
ankommt,  sie  ist  r.     «  r» 


cn         nvo  sina 

«ie   ist  sonach  endlich  gross.     Handelt  es  sich  um  eine  vorausgegangene 

2eit,  dann  ist  t  negativ  zu  nehmen,  es  wird  in  diesem  Falle  auch  x>  negativ, 

2  r  ^ 

und  bekommen  wir  für  ^=— oo,  t= —<>  so  dass  auch  der  Punkt 

cn 

in  einer  endlichen  Zeit  aus   unendlicher  Entfernung  nach  der  gewählten 

Anfangslage  gelangt. 

Mit  cotg a=  ±n  erscheint  nur  eine  Exponentialgrösse  in  der  Bahr»- 

gleichung,  dieselbe  lautet  dann  r  =  ro^T'^^,  welches  die  Gleichungen  der 

logarithmischen  Spiralen  sind. 

Earnshaw,  Dynamics.     Schlömildi,  Analyt.  Mechanik. 

13.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  ge- 
richtete und  der  fünften  Potenz  der  Distanz  umgekehrt  proportionale  Be- 
schleunigung. Welches  ist  die  von  dem  Punkte  beschriebene  Bahn,  wenn 
-die  anfänglichen  Bewegungsverhältnisse  gegeben  sind? 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  t'o,  ihre  Richtung  schliesse  mit  dem 
-Radiusvektor  vq  der  Anfangslage  den  Winkel  a  ein.     Hier  ist 
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V 


dv jit 


dr 


r' 


womit  sich  ergiebt 


«---ia-,7)=(p' 


Dadurch  und  mit  t?  =  vo  ro  sin  a  erhalten  wir 

^•"'"l"-(r:)V--f("'-,7<> 


VQ^TQ^sin 


/'du\^      fi 


oder     Vq^Tq^ sin^ a l  —  j  =  ^ w*  —  Vq ^ Tq ^ sin^ a-u^ 4-  Vq 


2 


Diese  Gleichung  kann  nicht  in  geschlossener  Form  integriert  werden,  es  sei  denn, 
-dass  ihre  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat ,  oder  vq  ^  —  jj—  =  0  ist. 
1)  Die  rechte  Seite  ist  ein  vollständiges  Quadrat.     Damit  dieses  der 
Fall  sein  kann,  müssen  wir  haben  2  (i  [v^  ^  —  -^J=  vo  *  ro  *  sin^a,  folglich 


/rfttV^^  2^ 


v,^ro^sm^a\^—J=^u 


2 


vo   »"o^MW^a.M^  -f- 


i^^i^  Vq^  sin^  a 


oder  rf«^^-V2^'-^oro^n«.rfr 

(l  —  l'o  ^0    f^^    ^  •  '^ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

2     vq  rosina.r  -h  y  fi 
Nun  wollen  wir  die  Polaraxe  so  wählen,   dass  die  willkürliche  Eonstante 
gleich  Null  ist,  dann  ist  die  Gleichung  der  Bahn 

::.?;o  ro  sin a .  r'\'^/(l  %  ^q  sina  l^^oV^, 

Hätten  wir  beim  Ausriehen  der  Wurzel  vor  der  Integration  das  Doppel- 
reichen  ±  vorausgesetzt,  so  würde  das  untere  Zeichen  gegeben  haben 


(1) 


r  = 


(2) 
Vq  Tosinae^y^  -h  1 

Beide  Gleichungen  gehören  Spirallinien   an,    ihre 

Formen  veranschaulichen  die  Figuren  49  und  50.     Die 

durch  (1)  gegebene  Curve  nähert  sich  ununterbrochen 


einem  Kreise  vom  Halbmesser 


.  welcher  erster- 


Figur  49. 


Vq  Tq  sina 

.._  reicht  werden  kann,  nachdem  der  Punkt  eine  unendliche 

/"/^^^\^        Zahl  von  Umläufen  gemacht  hat  und  innerer  asymptotischer 

(  [£)  jj  ^    Kreis  genannt  wird.     Die  durch   (2)  erhaltene  Spirallinie 

V,_>^        besitzt  einen  äusseren  asymptotischen  Kreis  von  demselben 

Figur  50.       Radius. 
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2)  vq^  —  ~A  =  0-  Dieser  Fall  wird  unter  der  folgenden  allgemeineren 
Aufgabe  behandelt. 

14.  Ein  Punkt  besitze  eine  nach  einem  festen  Gentrum  gerichtete, 
der  nf^'*  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Beschleunigung. 
Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  diejenige,  welche  er  erlangen  würde,  wenn 
er  aus  einer  unendlichen  Entfernung  nach  dem  Gentrum  bis  zum  Anfangs- 
punkte der  Bewegung  fallen  würde.  Welches  ist  die  Oeschwindigkeit  and 
die  Bahn  des  Punktes? 

Sinkt  der  Punkt  aus  einer  unendlichen  Entfernung  direkt  nach  dem 
festen  Gentrum,  so  ist,  wenn  o?  sein  Abstand  vom  Gentrum,  v  seine  Ge- 
schwindigkeit, ^  ,  .  , 

V  -zf—  =  —  cp,       daher       v  —  = —^ 

dx  dx  x^ 

(n—  l)a?"-^ 
Wenn  nun  x  —  <x>,  so  ist  t;'  =  0,  also  C  =  0  mit  n>l,  aber  C=3C 
mit  n  <  1,  ersterer  Fall  soll  in  der  Folge  angenommen  werden.    Ist  jetzt 
tq  der  Primradiusvektor,  so  ergiebt  sich  hiermit  für  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit 2fi 

-0    -(n-l).o«--^-  W 

Zwischen  der  Bahngeschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  besteht    die 
Relation  ^ 

v  ,-  =  —  ^1       so  dass       v«  =  7 ^TTji^i'  (2) 

dr  r*^  (w  --  1)  r"   ^ 

denn  die  Integrationskonstante  verschwindet,  wenn  vq  und  vq  gleichzeitige 

Werte  sind.    Nun  ist 


P' 


\n  —  1)  r"^  (*»  —  1)  ^0 


folglich     ~,=   ,-    -^^2-   n^=  r       1  W=  -n-r^2—  =^'  "^  Tt^^    ^  (3) 


Damit  ergiebt  sich 


Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  getzen  wir^^ — -^T-ä"*"'"?'*»  '''omit 


(n— l)c«'         ■'                    '' "'          u     (n  — 1)0«  u 

=  2ydy,       du^  —  dy,    du  — Q~dy,  mithin 

d»  =  -^- — 4^=.  »-C=-^arc(co8  =  -\ 

n—Z  y^yi—l  n  — 3        V  yj 
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und  wenn  wir  die  Werte  von  y  und  u  substituieren 

2 


d-—  C/= jiaTC\C08'=^l/   ,CT  2 


arc 


co8^=:(  —  J  «  «2na>* 


w  — 3 

Da  es  sich  hier  nur  um  die  Gleichung  der  Bahn  handelt,  so  können  wir 
die  Polaraxe  in  einer  solchen  Lage  wählen,  dass  die  Integrationskonstante 
verschwindet,  wodurch  wir,  von  dem  Bogen  zu  dem  Cosinus  übergehend, 
als  solche  erhalten 

cos  Q^  &^  =  (^y^^in  a,  (4) 

welche  Gleichung  mit  n  >  3  gilt.   Ist  dagegen  n  <  8,  so  lautet  die  Bahn- 


gleichung 


cos 


(3  —  w  ^N  __      «n  a 
2        )  ~     üz^     ^j=* 


(4') 


ro  ^  .r  * 


Wenn  in  dem  ersten  Falle  — ^ —  =  1,  so  hat  die  Bahn  eine  Abside.    Die 

Absidallinie  ist  Symmetrieaxe  der  Curve  und  r  nimmt  mit  wachsendem  ^ 

wird  r  =  0 ,  die  Curve  läuft  durch   das  Centrum. 


ab.    Mit  &  = 


n 


n  —  S 


Wenn  im  zweiten  Falle 


n 


=  1,  so  wächst  r  mit  zunehmendem  xh.  Mit 


^  =  ö wird  r  unendlich  gross ,  die  Curve  zu  diesem  Fahrstrable  pa- 

rallel.    Die  Beschaffenheit  des  unendlichen  Zweiges  lässt  sich  erkennen  aus 


der  Relation  -x  =  — V-^ — ^  dieselbe  sagt,  dass  mit  r  =  oc  auch  o  =  oc, 

folglich  der  sich  ins  Unendliche  erstreckende  Zweig  keine  Asymptote  besitzt. 
Mit  n  =  7  erhalten  wir  r ^  =  r© ^  cosec  a  cos  2  ^,  oder  r^  =  a^  (?<?«  2  d-. 
Dieses  ist  die  Gleichung  der  Lemniscate;  das  Attraktionscentrum  fällt  mit 
dem  Knoten  der  Bahn  zusammen. 

Mit  n  =  2  ergiebt  sich  cos^d-^yTl  sin  a, 
2  Tq  sin^  a  2  m 


r=    oder  r  =  ^-^ = 


Der  Punkt  be- 


Flgur  51. 


Figur  52. 


1  -h  COSd"        l-hcos& 

schreibt  in  diesem  Falle  eine  Parabel  und  das  Be- 
schleunigungscentrum hat  in  dem  Focus  der  Bahn 
seinen  Sitz. 

Wenn  w  >  3  ist,  so  ergeben  sich  zwei  Formen 
für  die  Bahn.  Die  Figur  51  versinnlicht  ihre  Gestalt 

„ g 

in  dem  Falle,  wo -—x-  eine  gerade  Zahl,  Figur  52 

du 

wenn  —5— eine  ungerade  Zahl  ist. 


F.  Kraft,  ProbL  d.  anftlyt.  Mechanik.    I. 
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15.  Die  Erde  erteilt  dem  Monde  eine  nach  ihrem  Mittelpunkte  ge- 
richtete Beschleunigung,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
wechselseitigen  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Körper  ist.  Wäre  der 
Mond  nur  dieser  Beschleunigung  unterworfen,  so  würde  seine  Bahn  eine 
Ellipse  sein,  von  welcher  ein  Focus  mit  dem  Erdcentrum  zusammenfiele. 
Es  ist  gefunden  worden,  dass  die  Sonne  störend  auf  diese  Beschleunigung 
einwirkt,  indessen  ist  die  Beschleunigung  des  Mondes  durch  die  Sonne 
klein  im  Vergleich  mit  derjenigen  durch  die  Erde.  Die  Beschleunigung 
des  Mondes  besteht  aus  zwei  Teilen,  der  eine  ist  proportional  dem  um- 
gekehrten Quadrate,  der  andere  umgekehrt  proportional  dem  Kubus  des 
Abstandes  des  Mondmittels  vom  Erdcentrum,  und  beide  Teile  sind  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichtet.  Welches  ist  die  Mondbahn,  wenn 
die  Erde  als  unbeweglich  gedacht  wird? 

Es  seien  ^  =  jitw^  und  ^=^f/u^  die  beiden  Beschleunigungscompo- 

nenten,  welche  die  Bewegung  des  Mondes  verursachen,  wobei  die  absolute 
Acceleration  /a'  klein  im  Vergleich  mit  der  absoluten  Beschleunigung  /u 
gedacht  ist,  dann  ist  die  resultierende  Beschleunigung 

SO  dass        d^  +  0~^)^=;,T   ^^^^  -^j-^-hn^u=^n^a, 

wenn  1  —  ^  =  n^,  -—  =  »*^  «'  gesetzt  wird, 

oder  -r-T^  {u  —  d)  -f-  w^  (m  —  d)  =  0. 

Multiplicieren  wir  diese  Gleichung  mit  2^^{u'-d)  und  integrieren,  so  wird 


{ 


(u  —  a) 


±J^{u-a^ 


^^      „,     -hn^iu-  ay  =  n^ C,  woraus  folgt  n  =    .  =. 

rfvA  Y  C  —  {u  —  a)^ 

Das  untere  Zeichen  wählend,  was  einem  gleichzeitigen  Wachstum  von  r 

und  x^,  oder  der  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  entspricht,   eine 

Annahme,  welche  die  Allgemeinheit  der  Resultate  nicht  afBcieren   wird, 

erhalten  wir  durch  nochmalige  Integration 

n  v^  4-  u  =  arc  i  cos  =  — -^^  y 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bewegung  von  der  Abside  aus  beginnt, 
ist  C'  =  0  und  daher  die  Gleichung  der  Mondbahn 

u=^d  -^Ccoarix^^       oder       —=  d  -h  Ccosnd^. 

r 
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Die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  der  Pol,  ist 

wo  <0  den  Bogenabstand  des  Scheitels  vom  Primradiusvektor  bezeichnet, 
gemessen  in  entgegengesetztem  Sinne  von  ^.  Zwischen  dieser  Oleichung 
und  derjenigen  der  Mondbahn  besteht  eine  merkwürdige  Gleichartigkeit, 
welche  noch  augenscheinlicher  wird,  wenn  wir  der  ersteren  die  Form  geben 

1       a 


b^ 


1  -h  ecoai^  -hn  —  l&) 


Setzen  wir  hier  -^  =  a  =  -^ — 71  und  ~  =  O,  dann  erscheint  die  Glei- 

chung  der  Mondbahn.  Wir  können  daher  die  Bahn  des  Mondes  als  die* 
jenige  einer  Ellipse  ansehen,  bei  welcher  die  Winkeldistanz  jener  Abside 
vom  Primradiusvektor  {n  —  l)x^  ist,  oder  —  wenn  dieser  Winkel  in  der 
nämlichen  Richtung  wie  ^  gemessen  wird  —  es  ist  der  Abstand  der  Abside 
vom  Primradiusvektor  (1 — n)^,  welcher  a/  sei,  so  dass  a)'  =  (l  — w)^, 
womit  sich  ergiebt 

dt     dt  ^  (?2 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Abside  steht  in  konstantem  Verhält- 
nisse zu  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes.  Folglich  kann  die  Be- 
wegung des  Mondes  als  eine  in  einer  Ellipse  vor  sich  gehende  angesehen 
werden,  wobei  die  Ellipse  sich  selbst  in  der  nämlichen  Richtung  mit  einer 
zu  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  in  konstantem  Verhältnisse 
{Stehenden  Winkelgeschwindigkeit  dreht.  Während  der  Mond  vom  Perihel 
nach  dem  Aphel  wandert,  beschreibt  er  einen  Winkel  von  180^  in  der 
Ellipse,  welcher  gleich  (*  — w')  sein  muss,  daher 

180»          180« 
1800  =  1^  —  o)'  =  w;>,    oder    »  = =      . ,, 

"  /'-& 

welches  der  Wert  des  Absidalwinkels  der  Mondbahn  ist;  derselbe  ist 
grösser  als  180«,  was  zeigt,  dass  die  Absiden  der  Mondbahn  fortschreiten. 

13— 15.    Earnsbaw,  DynamicB. 

1 6.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Gurve  um  ein  festes  Centrum,  seine 
Geschwindigkeit  v  ist  umgekehrt  proportional  der  n^^**  Potenz  seines  Ab- 
standes  von  demselben.  Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz  und  die 
Oleichung  des  Weges? 

Offenbar  ist,  wenn  jtt  eine  konstante  Grösse,  v  =  ~,  so  dass  mit 

Formel  (II) 


A«** 
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^  =  Vo'-/  <pdr. 


r 
folglich,  indem  wir  differentiieren,  das  Accelerationsgesetz 

9  =  ^-n+1' 


Die  Bahngleichung  ergiebt  sich  mittelst  der  Formel  (UI),  durch  diese  ist 


^         ""    d&r 


y^ ^2(11-1)  ^ 

^  =  0  nehmend,  wenn  r  =^a  ist,  und  -  =k  setzend,  wird  schliesslich 

(n  —  1)  ^  =  arc  {cos  =  kr^"^)  —  are  (cos  =  Tc  a'*~^) 
die  Gleichung  des  W^es. 

Riccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  IV.  p.  184.    Walton,  p.  268. 

17.  Wenn  die  Beschleunigung  der  n^  Potenz  der  Distanz  direkt 
proportional  ist  und  ein  Funkt  aus  einer  Absidaldistanz  mit  einer  Geschwin- 
digkeit geworfen  wird,  deren  Quadrat  gleich  ist  dem  (1  —  e)fachen  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise,  beschrieben  um  dasselbe  Centrum  mit 
einem  der  Absidaldistanz  gleichen  Halbmesser,  zu  finden  die  Gleichung  der 
Bahn  unter  der  Annahme,  dass  c  eine  kleine  Grösse  ist. 

Es  sei  a  die  Absidaldistanz ,  r=^a  —  ^,  unter  x  eine  kleine  Grösse 
verstanden,  weil  der  Weg  des  Punktes,  wie  aus  den  anfänglichen  Bewe- 
gungsverhältnissen  hervorgeht,  annähernd  ein  Kreis  ist,   dann   haben  wir 

1  d^x 


r      a  —  x"  a\        aj    d&^\r)~a 


^d&^ 


^  ..  r^      jtir**+^       u.  x«4.Qfi       (n  4-2)0?) 

Ferner  ist      y  ^  =  ^^  =  f«  («  -  ^)"+'  (l  ^        a      i' 

folglich  durch  die  Formel  (V) 

Nun  sei  i/o  die  Anfangsgeschwindigkeit,  v  die  Geschwindigkeit  in  einem 

um  dasselbe  Centrum  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebenen 

Kreise,  so  ist 

vo2  =  (1  —  e)v2  =  (1  -  €)nia'«+i.  (2> 

Aber  nach  (IV)  ist  c^=-a^v^^^  weil  die  Bewegung  anfangs  rechtwinkelig 

zu  dem  Radiusvektor  ist  und  a,  ?/o  die  Anfangswerte  des  Fahrstrahles  und 

der  Geschwindigkeit  sind,  folglich  mit  (2) 
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c« 


= /«  (1  -  e)  a-+3,    ^  = 


c*      (1  -  c)  ««+" 

daher  ergiebt  sich  mit  (1),  weil  das  Produkt  aus  e  und  x  vernachlässigt 
werden  kann, 

j^  ^  (»+3)^-ea=0,  oder  ^^(«--i^)  +(„+3)  (^--i^)  =  0. 

Das  Integral  der  letzten  Gleichung  ist  offenbar,  wenn  A  und  ß  konstante 
Crossen  bedeuten, 


x  —  ^^=Asin^}/^^hS&-hß\ 


Mit  ^  =  0,  wenn  a?  =  0,  ist  -ä  sm  ß  = s'  femer  ist  durch  die  An- 


dt*  d  oc 

nähme  — -  =  0,  wenn  r  =  a^  und  daher  y^  =  0,  wenn  a?  =  0,  coaß  =^0. 

Dadurch  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

0) 5  = —5  €08  /VfH-  3  ^l , 

und  mithin  ist  die  Polargleichung  der  Bahn 

r  =  a ^^veraiYn-hS&l.  (3) 

Die  (3)  differentiierend,  bekommen  wir  für  die  Bestimmung  der  Abside 

Setzen  wir  nun  Yn  -f-  3  ^  =  Jl  n ,  wobei  X  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, sind  y,  y  die  Werte  von  &  für  zwei  aufeinanderfolgende  Absi- 
daldistanzen,  dann  ist 

imd  mithin  ergiebt  sich  für  den  Winkel  xp  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende 

TT 


Absidallinien  ,/;  =  y  —  y  =^  - . 

Walton,  p.  269. 

sec  —  \  ,  maein  Centrnm 
im  Pole.    Welches  Ist  das  BeschleoDignngsgesetz? 


9>  = 


8»  — 2 

19.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz,  mittelst  dessen  die  Cissoide  des 
Dlocles  beschrieben  werden  kann,  wenn  das  Centrnm  in  der  Spitze  liegt? 

cosec^ & 

wenn  r,  ^  die  Polarcoordinaten  sind,  das  Zeichen  a  proportional  bedeutet. 
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20.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  nm  ein  Centram  in  dem  einen  Ende 
ihrer  grossen  Axe.    Welches  ist  das  Beschlennignngsgesetz  ? 

Die  Beschleunigang  ist  direkt  proportional  dem  Abstände  d^  Punktes  Tom 
Centrum  und  umgekehrt  proportional  dem  Kubus  seiner  Entfernung  von  der  Tangente 
an  die  Bahn  im  Centrum. 

21.  Ein  Punkt  beschreibt  die  Curve  rc^  +  y^  =  a^  um  ein  Centrum  in  ihrem 
Mittelpunkte.    Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz? 

Mit  r  als  Fahrstrahl  ist  g>  =  fir(r^ — a*). 

22.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Kreise  um  ein  Centrum  in  seinem  Umfonge. 
Welches  ist  das  Beschleunigungsgesetz  und  die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigeD 
Stelle  der  Bahn? 


rö'  2H 

,  Newton,  Principia,  Lib.  I,  Prop.  7.    Biccati,  Comment.  Bonon.  Tom.  lY, 
p.  175. 

23.  Ein  Punkt  bewegt  sich  um  ein  festes  Centrum,  seine  Geschwindigkeit  ist 
an  jeder  Stelle  der  Bahn  umgekehrt  proportional  seinem  Centralabstande.  Welches  ist 
die  Bahn  des  Punktes? 

Der  Weg  hat  die  Gestalt  einer  logarithmischen  Spirale. 

Biccati,  Ibd.  p.  184. 

24.  Ein  Punkt  bewegt  sich  um  ein  festes  Centmm  mit  einer  dem  Quadrate 
seiner  Centraldistanz  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung ;  seine  Anfangsgeschwin- 
digkeit ist  gleich  der  (Geschwindigkeit  in  einem  um  das  Centrum  als  Mittelpunkt  mit 
dem  Primradiusvektor  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  und  sie  schliesst  mit  diesem 
Fahrstrahle  einen  Winkel  von  450  ein.    Welches  ist  die  Grosse  und  die  Lage  der  Bahn? 

Die  Bahn  ist  eine  Ellipse ,  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  ist  ein  Endpankt 
der  kleinen  Axe,  das  Centrum  ein  Brennpunkt.  Wenn  der  Primradiusvektor  =a  ist» 
so  ist  die  grosse  Axe  =  2  a,  und  die  kleine  =  a  V ?. 

25.  Wenn  die  Beschleunigung  sich  umgekehrt  proportional  der  siebenten  Potenz 
des  Abstandes  ändert  und  ein  Punkt  aus  einer  Abside  mit  einer  Geschwindigkeit  ge- 
worfen wird,  welche  zu  der  G^chwindigkeit  in  einem  um  das  Centrum  als  Mittelpunkt 
mit  einem  der  Absidaldistanz  gleichen  HalbVnesser  beschriebenen  Kreise  in  dem  Ver- 
hältnisse l'.y^  steht,  die  Bahogleichung  zu  finden. 

Wird  die  Absidaldistanz  als  Primradiusyektor  genommen  und  mit  a  bezeichnet, 

dann  ist  die  Bahngleichung 

r2  =  a2co«2^. 

26  Ein  Punkt  besitzt  eine  gegebene  Anfangsgeschwindigkeit  von  gegebener 
Bichtung  und  wird  nach  einem  festen  Centrum  beschleunigt.  Die  Geschwindigkeit 
des  Punktes,  bei  jedem  Abstände  von  dem  Centrum,  steht  zu  deijenigen  eines  anderen 
Punktes,  welcher  einen  um  dasselbe  Centrum  mit  einem  der  Anfangsdistanz  des  ersteren 
Punktes  gleichen  Halbmesser    beschriebenen  Kreis   durchlauft,    in  dem  Verhältnisse 

1 :  Y^'    Welches  ist  die  von  dem  ersten  P'unkte  beschriebene  Bahn  und  sein  Be- 
schleunigungsgesetz ? 
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Es  sei  (Fig.  53)  0  das  feste  Centnim ,  M  der  Anfangs^ 
punkt  der  Bewegung,  0  JH  =  a,  ß  =  dem  Winkel  zwischen  O  M 
und  der  Richtung  M  T  der  Anfangsgeschwindigkeit.  Ziehe  MA 
rechtwinkelig  zu  Oilf  und  =  aeotgß,  verbinde  0  und  A.  Die 
beschriebene  Bahn  ist  dann  ein  Kreis  vom  Durchmesser  0  A  =s 
a  coisec  ß.  Die  Beschleunigung  ist  verkehrt  proportional  der 
Figur  53  fünften  Potenz  der  Distanz. 

27.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  gleichseitigen  Hjrperbel  um  ein  Centrum 
in  ihrem  Mittelpunkte.  Zu  finden  den  Ort,  nach  welchem  der  beschleunigte  Punkt 
von  der  Bahn  ausgehen  muss,  um  die  Bahngeschwindigkeit  zu  erlangen. 

Ist  a  die  Halbaxe  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Hyperbel,  dann  ist  der 

verlangte  Ort  ebenfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbaxe  a]/¥;  die  Mit- 
telpunkte beider  Curven  fallen  zusammen  und  ihre  Azen  liegen  in  derselben  geraden 
Linie. 

28*  Bei  einer  von  einem  Paukte  vermöge  einer  Centralbeschleunigung  beschrie- 
benen Curve  ändert  sich  der  Winkel  zwischen  Fahrstrahl  und  Tangente  wie  die  Zeit. 
Zu  bestimmen  die  Bahn  und  die  Beschleunigung. 

Sind./?,  c,  e»  gewisse  Eonstante,  dann  ist  die  Differentialgleichung  der  Bahn 


&  = 


und  die  Beschleunigung 


29.  Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerichtete  Beschleuni- 

T  C^  / 

gung  9>  =  r;ö  +  rö>  und  wird  aus  einer  Abside  in  dem  Abstände  ymc  vom  Centrum 

geworfen,  wobei  c  das  Doppelte  der  in  der  Zeiteinheit  vom  Fahrstrahle  beschriebenen 
Fläche  bezeichnet.  Welches  ist  die  Polargleichung  der  Bahn  ?  In  welcher  Zeit  t  be- 
schreibt der  Radiusvektor  einen  gegebenen  Winkel  ^  um  das  Centrum? 

tu  c 
r2  »  j^^ä'        *  =  mare(tg^&). 

30.  Aus  einem  Abstände  a  von  einem  festen  Centrum  wird  ein  Punkt  unter 
einem  Winkel  -j  zu  der  Richtung  dieses  Abstandes  mit  einer  Geschwindigkeit  ge- 
worfen, welche  zu  derjenigen  eines  anderen  in  einem  Kreise,  beschrieben  um  das  Cen- 
trum mit  diesem  Abstände  als  Radius ,  sich  bewegenden  Punktes  in  dem  Verhältnisse 

y  2  :  Y^  steht.    Die  Beschleunigung  in  einem  beliebigen  Abstände  r  vom  Centrum 

ist  9>  =  — j — 1-;3-    Welches  ist  die  Bahngleichung? 

Wird  die  Winkelooordinate  von  dem  Primradiusvektor  an  gerechnet,  dann  ist 
r  =  o  (1  -  d). 
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81.  Ein  Punkt  wird  aus  einer  Entfernung  a  von  einem  festen  Centrum  recht- 
winkelig zu  dieser  geworfen.  Die  Beschleunigung  ist  repulsiv  und  von  konstanter  In- 
tensität. Die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  diejenige,  welche  erlangt  werden  würde 
durch  die  Bewegung  des  Punktes  aus  dem  Centrum  nach  seiner  Anfangslage  mit  dieser 
Beschleunigung.    Welches  ist  die  Bahn? 

Ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  zu  einer  heliehigen  Zeit  von  dem  Centnun 
und  1^  die  Neigung  von  r  gegen  die  Anfangsdistanz  a,  dann  ist  die  verlangte  Gleichung 


oy- 


COS^  TT  ^. 


82.  Ein  Punkt,  auf  welchen  eine  sich  wie  eine  beliebige  Funktion  seines  Ab- 
Standes  vom  Centram  ändernde  Beschleunigung  wirkt,  wird  von  einer  Abside  ans  mit 
einer  Geschwindigkeit  geworfen,  die  näherungsweise  gleich  der  für  eine  Kreisbahn  er- 
haltenen ist.  Wie  gross  ist  der  Abstand  der  Abside  vom  Centrum,  in  welcher  der 
Punkt  zunächst  ankommt? 

Ist  die  Beschleunigung  in  einem  beliebigen  Abstände  r  vom  Centrum  ~ö-  ^  (  ^  j« 

wo  <P  (  —  )  irgend  eine  Funktion  von  —  bedeutet,  a  die  Entfernung  der  Anfangslage 

vom  Centrum,  a'  diejenige  der  Abside,  in  welcher  der  Punkt  zunächst  ankommt,  ver- 
hält sich  die  Wurfgeschwindigkeit  zu  der  Geschwindigkeit  im  Kreise  um  dasselbe 
Centrum  wie  1 : 1  -h  w,  dann  ist 

18-82.    Walton,  p.  274-278. 


Dritter  Abschnitt. 

Zerlegung  der  Beschleunigung  in  tangentialer  und  normaler 

Richtung  zur  Bahn. 

Die  Mechanik  lehrt,  dass  —  wenn  g)^  und  4p^  die  Componenten  der  Beschleuni- 
gung 9>  parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  fraglichen  Stelle  der  Bahn  eines 
Punktes  sind  —  die  Tangentialbeschleunigung  und  Normalbeschleunigung  durch  die 
Gleichungen  gegeben  sind 

dv  v^ 

^         ds  Q 

wobei  V  die  Geschwindigkeit  des  die  Bahn  beschreibenden  Punktes,  ds  das  Bogen- 
element  der  Bahn,  q  ihren  Krümmungshalbmesser  an  der  fraglichen  Stelle  bezeichnet 

1.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  in  einer 
gegebenen  Eichtung  geworfen,  auf  ihn  wirkt  parallel  einer  festen  Geraden 
eine  konstante  Beschleunigung.    Welches  ist  die  Bahn  des  Punktes? 

Es  sei  die  Anfangslage  des  Punktes  Coordinatenursprung ,  die  Axe 
der  y  parallel  zur  Richtung  der  Beschleunigung  qp,  die  Axe  der  x  senk- 


i 
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recht  dazu,  a  der  Winkel  zwischen  der  Wurfrichtung  und  der  Abscissen- 
axe.    Die   Tangential-  und   Normalcomponente   der  Acceleration  9)   sind 

UV  Ör  sc 

^  =  — «,  ^,  y  =  g,       ,  daher  die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes 

dv  dy  .-V  V*  dw  ,^. 

«;--=— y--^,  (1)  -=y— -,  (2) 

ds  ^  ds  ^  ^  Q       ^  d  s 

V  =  V01  a?  =  0,  y  =  0,  wenn  *  =  0.  (3) 

Aus  (1)  und  (3)  folgt      v^  =  vq*  -  2  y  y. 

Diesen   Ausdruck  für  v^  in   (2)   substituiert    und  beachtet,    dass 
^d  s\^  d^y      .  , 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

Aus   dieser  Belation    und    den   Anfangsbedingungen    geht   hervor,    dass 
€=vo^cos* a,  folglich  ist 

also  vq  dy  =^  '^Vo^tg^a  —  2(pysec^ada:, 

und,  indem  wir  die  letzte  integrieren. 

Weil  a?  und  y  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  C=vo^tga,  daher 

und  schliesslich  giebt  die  Auflösung  dieser  Gleichung  für  y 

wsec^a    o 

welches  die  gesuchte  Bahngleichung  ist;  dieselbe  thut  dar,  dass  der  Punkt 
eine  Parabel  beschreibt. 

Enler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  232. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  infolge  einer  zu  einer  festen  Geraden  pa- 
rallelen Beschleunigung  eine  gegebene  Curve.  Wie  ist  diese  Beschleuni- 
gung beschaffen,  wenn  die  Grösse  und  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit gegeben  sind? 

Der  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  falle  mit  der 
Anfangslage  des  Punktes  zusammen ,  die  Beschleunigung  (p  sei  nach  der 
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Axe  der  x  gerichtet  und  parallel  zur  Äxe  der  y^  alsdann  sind  die  Bewegungs- 

gleichungen  der  Punktes 

äv  dy  ,-.  v^  dw  ,o\ 

V— =  — y-/,         (1)  _  =  y  (2) 

ds  ^  da  Q       ^  d  8 

Durch  Elimination  von  y  aus  (1)  und  (2)  erhalten  wir 

dy^   d^y 

l  dv       1  dy      (^^  dx^ 
V  ds       Q  dx        /-d  8^ 

dy  d'^y         dy  d^y 
\  dv      dx  dx^         dx  dx^ 


V  dx        /^  *\*        1       /^^y\^ 
\dxJ  \dxJ 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

Bezeichnet  nun  vq  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  a  den  Winkel,  welchen 
ihre  Richtung  mit  der  Abscissenaxe   macht,   so  ist  l(vo)=  O-^  liseccc)^ 

ds 

folglich        l—  =  l »     oder     v  =  vo  cosa-^ — 

Vq         seca  dx 

Substituieren  wir  diesen  Wert  von  v  in  (2),  dann  ergiebt  sich  für  die 

gesuchte  Beschleunigung 


9 


VQ^cos^a  ^d  8\^ 
9 


Lix) 


Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  240. 

3.  Ein  Punkt  beschreibt  infolge  einer  nach  einem  festen  Centrum 
gerichteten  Beschleunigung  eine  gegebene  Curve.  Wie  ist  die  Bewegung 
dieses  Punktes  beschaffen? 

Es  sei  (Fig.  54)  ÄMB  die  Bahn  des  Punktes^ 
O  das  feste  Gentrum,  M  der  Ort  des  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t,  MT  die  Tangente  im  Punkte  M  an 
die  Bahn,  OP  senkrecht  zu  JfT  und  gleich  p,  9  die 
Beschleunigung  entlang  Jf  O,  2^.0  MT=ip.  Damit  ist, 
wenn  die  Bewegung  in  der  Richtung  MB  erfolgt, 

Figur  64.  dv  .^.  V^  .  .^^ 

V  —  =  —  (p  cos  Ifj^         (1)  —  =  g)  Sin  xp,  (^) 

d  T  d  T      • 

Nun  haben  wir,  weil  dscoatp^  dr,  Qsmxp  =  r-;—sinxp  ^p-^^  mit  (1) 

dp  dp 

und  (2) 
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vdv=  —  <pdr^      (3)  y^=z(fp- —  (4) 

Eliminierend  y  aus  (3)  und  (4)  wird 

dv^_dp^     oder     Z(v)=0-Z(p), 
V  p 

und  wenn  vo,  po  die  Anfangswerte  von  v,  p  sind,  weil  dann  l(vo)=C—l(po)t 

1^  =  1^,     oder     v  =  vo^'  (5> 

vo        p  p 

Ferner  ist 

—  =  v  =  Vo  ~ »     oder     pds=^vopodt, 
dt  p 

oder,  wenn  wir  pd8  =  de  setzen,  wo  c  das  Doppelte  der  von  dem  Radius- 
vektor bei  seiner  Bewegung  von  einer  gewissen  Position  aus  beschriebenen 
Fläche  bezeichnet, 

de  =VQpQd ^     so  dass     c  =  vopo 'i  (6} 

wobei  gedacht  ist,  dass  diese  Fläche  mit  der  Zeit  anfängt. 
Weiter  erhalten  wir  mittelst  (2) 

y  =  _4!_  =  !^^.     oder  g»^''»-^-^.  durch  (5).         (7> 
^       Qstn\p       p  dr  ^  p^     dr 

Bezeichnet  c  das  Doppelte  der  in  der  Zeiteinheit  von  dem  Radiusvektor 

durchfahrenen  Fläche,  dann  ist,  weil  vermöge  (6)  o  =  vopo,  mit  (6),  (5),  (7) 

c'=.ei,     (8)        v  =  ^,     (9)         y=44^  =  £!-^.  (10) 

p  p^dr       Qp^  ' 

Die  Gleichungen  (8)  nnd  (9)  wurden  von  Newton  gegeben.  (Principia,  Lib.  I. 
Prop.  I.)  Die  Fonnel  (10)  entdeckte  De  Moivre  im  Jahre  1705,  durch  welchen  sie 
ohne  Beweis  dem  Johann  Bemoulli  mitgeteilt  wurde.  Bernoulli  erhielt  einen  Beweis 
fOr  diese  Gleichung  und  schickte  denselben  De  Moivre  in  einem  Briefe  zu  (datirt: 
Basel,  Feh.  16,  1706).  Später  wurden  auch  Erläuterungen  durch  Eeill  und  Hermann 
gegeben.  (Phil.  Trans.  Num.  817,  1708,  und  Phoronomia,  p.  70.)  Siehe  auch:  De 
Moivre,  Miscell.  Analyt.  Lib  VIII.    Johann  Bernoulli,  Opera,  Tom.  I.  p.  477. 

Die  Integration  der  Gleichung  (8)  giebt  einen  anderen  Ausdruck 
für  die  Geschwindigkeit,  nämlich  mit  ro  als  Fahrstrahl  der  Anfangslage 

v^  =  v^^  -  2  f\dr.  (11) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nur  von 

seinem  Centralabstande  und  nicht  von  dem  beschriebenen  Wege  abhängig 

ist,   ein  durch  Newton  zuerst  bewiesenes  Theorem.    (Principia,  Lib.  L 

Prop.  40.) 

Euler,  Mechanica,  Tom.  I.  p.  240. 

4.  Punkte  werden  geworfen  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  aus  dem  näm- 
lichen Orte,  aber  in  verschiedenen  Bichtungen,  in  einer  Ebene  und  beschreiben  Curven 
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um   ein   festes   Bescblennigungscentruro.    Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte   der 
Erflmmangskreise  der  verschiedenen  Bahnen  am  Warfpnnkte? 

Der  verlangte  Ort  ist  eine  gerade  Linie,  welche  die  Yerbindangslinie  des  Centraros 
und  Wurfpunktes  rechtwinkelig  schneidet. 

1-4.    Walton.  p.  279 -284. 

Vierter  Abschnitt. 

Hodographe. 

Bewegt  sich  ein  Pnnkt  in  irgend  einer  Weise  und  zieht  man  von  einem  belie- 
bigen festen  Punkte  0  aus  gerade  Linien  OP,  welche  die  auf  einander  folgenden  Ge- 
schwindigkeiten des  Punktes  nach  Grosse  und  Richtung  darstellen,  so  wird  der  Ort  von 
Pder  Hodograph  des  Panktes  genannt.  Die  Theorie  des  Hodographen  ist  Sir  William 
Rovan  Hamilton  zu  verdanken,  welcher  dieselbe  der  königlich  irischen  Akademie  am 
14.  Dezember  1846  mitteilte.  Siehe:  Hamilton,  Lectures  on  Qoaterniones,  1853,  und 
Elements  of  Qoaterniones,  1866. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Bahn  in  einer  Ebene  infolge  einer  zu 
einer  geraden  Linie  in  dieser  Ebene  senkrechten  Beschleunigung.  Welches 
ist  der  Hodograph? 

Es  sei  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
a  die  Projektion  von  v  auf  die  gegebene  Linie,  xfj  die  Neigung  der  Tangente 
der  Bahn  des  Punktes  zu  dieser  Linie.  Damit  ist  v  co«  i/;  =  o,  welches  — 
weil  a  eine  konstante  Grösse  —  die  Gleichung  des  Hodographen  ist.  Mit- 
hin ist  der  Hodograph  eine  zu  der  gegebenen  Linie  rechtwinkelige  Gerade. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  logarithmische  Spirale  um  ein  Beschleu- 
nigungscentrum  in  ihrem  Pole.    Welches  ist  die  Gestalt  des  Hodographen? 

Die  Gleichung  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Curve  ist  r  =  ro^, 

nach  Aufgabe  8,  Absch.  IL,  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  v  =  -^— ^^ 

r 

folglich  auch  v  =  voroi-^,  oder  v  =  a^\  wenn  t/oro=a,  1— ^  —  ^ 
gesetzt  wird,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist.  Der  Hodo- 
graph ist  mithin  auch  eine  logarithmische  Spirale. 

3.  Zwei  Punkte  beschreiben  in  einer  Ebene  freie  Bahnen«  welche  zu  einander 
hodographisch  sind.  Wenn  beide  Punkte  immer  an  entsprechenden  Stellen  sich  befinden, 
zu  bestimmen  die  Beschaffenheit  ihrer  Bahnen  und  die  Art  ihrer  Beschleunigungen. 

Die  Bahnen  sind  Kegelschnitte,  die  Beschleunigungen  sind  centrisch  und  pro- 
portional den  Abständen  der  Punkte  von  dem  gemeinsamen  Centrum. 

4.  Zu  beweisen,  dass  die  Beschleunigung  eines  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit 
nach  Grosse  und  Richtung  dargesteUt  wird  durch  das  mit  dem  Zeitelemente  geteilte 
Element  des  Hodographen. 

Hamilton,  Proceedings  of  the  Royal  Irisch  Academy,  1846—1847,  No.  58, 
p.  345. 
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5.  Bei  einer  beliebigen  Bewegung  eines  freien  Punktes  verhält  sich  die  Be- 
schleunigung zu  der  Geschwindigkeit  wie  das  Element  des  Hodographen  zu  dem  ent- 
sprechenden Bahnelemente. 

Hamilton,  Ibid.  p.  845. 

6.  Wenn  ein  Punkt  eine  Bahn  um  ein  festes  Centram  beschreibt,  zu  beweisen» 
dass  die  halbe  Erümmungssehne  des  Hodographen  (gehend  durch  das  feste  Centrum, 
oder  gerichtet  nach  demselben)  sich  zu  dem  Radiusvektor  der  Bahn  verhält  wie  das 
Element  des  Hodographen  zu  dem  Elemente  der  Bahn. 

Hamilton,  Ibid.  p.  846. 

7.  Unter  denselben  Verhältnissen  wie  vorhin  zu  beweisen,  dass  der  Krümmungs- 
radius des  Hodographen  zu  dem  Radiusvektor  der  Bahn,  genannt  ^ Positionsvektor*,  sich 
verhält  wie  das  Rechteck  aus  dem  Radiusvektor  und  der  Beschleunigung  zu  dem  Pa- 
rallelogramm aus  dem  Positionsvektor  und  der  Geschwindigkeit. 

8.  Wenn  ein  Punkt  eine  Bahn  um  ein  festes  Centrum  mit  einer  dem  Quadrate 
der  Entfernung  umgekehrt  proportionalen  Beschleunigung  beschreibt,  so  ist  der  Hodo- 
graph  ein  Kreis. 

9.  Wenn  der  Hodograph  eines  Punktes,  welcher  eine  Bahn  um  ein  festes  Centrum 

beschreibt^  ein  Kreis  ist,  so  ist  die  Beschleunigung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 

der  Distanz. 

7—9.    Hamilton,  Ibid.  p.  347. 

10.  Wenn  zwei  kreisförmige  Hodographe,  welche  eine  gemeinschaftliche,  durch 
ein  gemeinsames  Beschleunigungscentrum  gehende,  oder  nach  demselben  gerichtete  Sehne 
besitzen,  durch  einen  dritten  Kreis  senkrecht  geschnitten  werden,  zu  beweisen,  dass  die 
Zeiten  hodographisch  beschriebener  Bögen  gleich  sind. 

Hamilton,  Ibid.  No.  63,  p.  417. 
1—10.    Walton,  p.  295—297. 


Zweite    Abteilung. 
Freie  brammliiiigeßeweguiig  einesPunktes  im  widerstehenden  Mittel. 

Erster  Abschnitt. 

Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  parallel  zu  emer  festen, 

gegebenen  Geraden. 

1)  Ein  der  Fallbeschleunigung  unterliegender  Punkt  wird  mit  einer 
gegebenen  Geschwindigkeit  von  einem  gegebenen  Neigungswinkel  zum  Hori- 
zont in  einem  gleichförmigen  Pluidum  geworfen.  Die  Verzögerung  durch 
das  Mittel  ist  seiner  Geschwindigkeit  direkt  proportional.  Die  Bewegung 
dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  bezeichne  s  die  Länge  der  Bahn  vom  Anfangspunkte  (a?  =  0,  y  =  0) 
der  Bewegung,  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  (a?,  y),  welcher  in  der  Zeit  t 
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erreicht  wird,  vq  die  Wurfgeschwindigkeit,  a  die  Neigung  der  Wurfriehtimg 
gegen  die  horizontale  Abscissenaxe ,  so  dass  voco8a  =  a,  vo8ina  =  b  die 
Projektionen  dieser  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenaxen  sind,  k  die 
Verzögerung  durch  den  Widerstand  des  Mittels  für  die  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit. Die  Ebene  der  a?y  wird  die  Wurfrichtung  enthaltend  und 
vertikal  gedacht. 

Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn  ist-j-,  da- 
her die  Beschleunigung,  welche  daselbst  dem  Beweglichen  durch  das  Fluidum 

ds 
in  der  Richtung  der  Bahutangente  entzogen  wird,  k  -j.  Die  Componenten 

dieser  Beschleunigung   parallel  zu  den  Coordinatenaxen  sind,   weil   ihre 

Dichtung  derjenigen  der  Geschwindigkeit  v  entgegengesetzt  ist,  — ^zr^' 
d  d  d  d  citas 

—  Ä;-^y^»  — ik-T- — ,    Daher  ist  das  Gleichungensystem  für  die  Bewegung 

4es  Punktes 

d^X  ,  dx  dx  fv  r.  r. 

jr2=-ff-^ d?    Tt  = '»'     '''='^  '''"-=*'  '''=^' 

-dh  ^  dz  dz 

■M^-^-di^  Tt  =  '-''       "^"0 

Die  Integration  der  ersten  Gleichungenreihe  gestaltet  sich  wie  folgt 

Die  erste  Gleichung  geht  mit  -t-  =  u  über  in  -r-  =  —  fc  u,  so  dass 

-€  —  kt=^l{u)^  und  weil   mit  ^  =  0,  M  =  a,  so  ist   C=Z(a),  mithin 

— .A:<  =  Z— ,  oder 
a 

dx 

--=a^-*'=l'a:.  (1) 

Durch  nochmalige  Integration  folgt,  weil  x  und  t  gleichzeitig  verschwinden, 

a?  =  |(l-^-«).  (2) 

Setzen  wir  in  der  zweiten  Gleichung -f  =  u^  so  kommt  dt=^ —' 

^  dt  9  -^  ka 

•daher  ist  <  =  O  —  -r-l(g  -\-ku).     Aber  mit  <  =  0 ,   ist  w  =  ^ ,    folglich 


für  ^  =  0. 


/J=(n  -^-kh),  mithin  fc <  =  l- — 7—,  oder 
^  ^  g-hku 


^^  =  I  (^-«-  1)  -^be-^^  vy.  (3) 
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Die  Integration  dieser  öleichung  giebt 

und  weil  gleichzeitig  y  und  t  verschwinden  ist  C  =  ^  - — ,  folglich 

^=(l-p)<>-'-'^-f-  w 

Durch  die  Integration  der  dritten  Gleichung  erhalten  wir  Vg  =0,  ^  =  0. 
Der  Punkt  bewegt  sich  demnach  in  der  Ebene  der  xy. 

Aus  (2)  resultiert  die  Zeit  als  Funktion  der  Abscisse,  nämlich 

<=-/— V-  (5) 

k   a-h  kx 

Eliminieren  wir  aus  (2)  und  (4)  die  Zeit,  so  ergiebt  sich  die  Bahngleichung 

k  \  ^^^ 

oder  y=^{tga  ■+■  r^8eca)x  4-  föH^ seca). 

ki'o  k^  Vq 

Durch  Entwickelung  des  Logarithmus  in  eine  Beihe  wird 

^       a         2  a*  oa^ 

und  folgt  aus  dieser  Gleichung  mit  i  =  0  diejenige  für  die  Bewegung  im 
luftleeren  Baume,  nämlich 

Im  höchsten  Punkte  der  Bahn  ist  die  Vertikalgeschwindigkeit  v^  =  0, 
so  dass  mit  (3)  die  Zeit  ^i,  welche  zur  Erreichung  dieser  Stelle  erfor- 
derlich ist, 

t^=zU(l^  ^\       also  auch       e-''^^      ^,    ■  (7) 

k    \         g  J  g  -ir  bk 

Die  Coordinaten  xi^yi  dieses  Punktes  sind  mit  (2),  (4)  und  (7) 
ah  b      g  ,^^     hk^      ft2      1^8^      1^4^:2 

""'^^^i^rk'    ^'^k-r^\^'^j)=='2g''sy^i'y-'^"^  ^^^ 

Mit  Jfc  =  0,  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen  xi  =  — ,  t/i  =9-»  welches 

die  bekannten  Formeln  für  die  Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Räume 
sind.  Die  Punkte,  in  welchen  die  Bahn  die  Abscissenaxe  schneidet,  erhalten 
wir  mit  y  =  Ogin  (6).  Dadurch  ergeben  sich  zwei  Punkte  mit  den  Abs- 
<us8en  ^  =  0,  und  x^^ost^  woTon  die  letztere ,  die  Wurfweite  •  sich  nur 
^annähemd  bestimmen  lässt.  Ersetzen  wir  wieder  den  Logarithmus  durch 
•eine  Reihe,  so  wird 
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a         2  a* 


^2_i£fc„8_:. 


a 


3 


X* 


4  a* 


x 


.4 


woraus  folgt  a?  =  0,  und 

6      g 


1^* 


2 


X^ . 


a     25a'        ö  a"  4  a* 

Werden  nun  hier  nur  die  drei  ersten  Glieder  dieser  Reihe  berücksichtigt, 
so  ergiebt  sich  in  roher  Annäherung 


a?2 


411/ 


1  + 


3  hk 


\Qg 


-A 

2ab  . 


(9) 


für  die  Wurfweite,  welche  mit  ä;  =  0,  gleich ist. 

9 
Bezeichnet  ß  die  Horizontalneigung  der  Bahn  an  einer  beliebigen 

Stelle,  dann  ist  mit  (6) 

tgß=^/='i(i  +  t)-i.^—.  (10) 

^'^      dw      a\         kj       ha      lex 
Weü  der  Logarithmus  einer,  negativen  Grösse  imaginär  ist,  so  kann  die 

Abscissea?  den  Wert -nicht  überschreiten,  es  wird  aber  für  x  =  ri2/= —  ^^ 

k  fc 

und  daher  ist  diese  Ordinate  eine  Asymptote  an  die  Bahn.    Lassen  wir  x 

in  negativem  Sinne  wachsen,  dann  ergiebt  sich  keine  Asymptote,   denn 

für  x  =  —  QO  ist  die  Neigung  der  Bahn  durch  die  Relation  bestimmt 

Ist  (Fig.  55)  ^J5  die  Bahn,  P  ein  be- 

TL  liebiger  Bahnpunkt,  A  E  =-^»  E  Q  die  Asymp- 

tote,  ziehen  wir  in  P  die  Bahntangente,  bezeich- 
nen die  Coordinaten  von  P^AD  und  2>  P  mit 
X  und  y,  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  durch  ^, 
so  ist  die  Tangentenlänge  zwischen  Berührungs- 
punkt und  Asymptote 


Figror  55. 


dt 


womit 


dt 
k.  PT 


V  = 


V:c  =  k.PT,     vprop.PT. 


(11) 


a — kx 

Polglich  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  proportional 
der  Länge  der  Tangente  daselbst  zwischen  Berührungspunkt  und  Asymptote. 
Die  Geschwindigkeit  v  ist  aber  auch  gegeben  durch  die  Gleichung  v*=Vx*+%"» 
womit  wir  erhalten 
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t.2  =  a2<.-8*'+i^ 


+  ia  —  kx)^.  (12) 


Die  Vertikalgeschwindigkeit  giebt  die  Gleichung  (3).  Hieraus  folgt,  dass 
bei    bis    ins   Unendliche    fortschreitender   Bewegung,    also  mit   ^  =  qo, 

v  =  Vy=  —  ^1  welches  der  Grenzwert  von  v  ist,  und  es  bewegt  sich  der 
Punkt  mit  dieser  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  gleichförmig,  ihr  ent- 
spricht die  Tangentenlänge  PT=^' 

Für  die  Zeit,  welche  bis  dahin  verfliesst,  wo  der  Punkt  die  Bahn- 
stelle mit  der  Horizontalneigung  ß  erreicht,  folgt  aus  (1)  und  (3),  womit 

dx  ak 

nach  einer  kleinen  Bechnung, 

g  cosß{e^*  —  l)=:Vok  sin  {a  —  /?),  (13) 

mittelst  welcher  Gleichung  t  gefunden  werden  kann. 

Werden  unter  gleichen  Verhältnissen  gleichzeitig  von  einem  Orte 
aus  im  Mittel  und  in  der  Leere  zwei  Punkte  geworfen,  dann  besteht 
zwischen  den  Zeiten  ti  und  ^ai  während  welcher  sie  Bögen  beschreiben, 
deren  Tangenten  in  ihren  Endpunkten  gleiche  Horizontalneigung  besitzen, 
eine    beachtenswerte    Beziehung.     Für    die  Bewegung    im  Fluidum    ist 

d_^^pil-e'".)  +  bk^  far  diejenige  im  leeren  Räume  p-  =  ^^^. 
dx  ak  dx  a 

Daher  muss  sein 

g{l^e^*.)-^hk_ 

folglich        1  —  ^**t=  —  Ä^,  oder  ^*'i=  1  h-  kh.  (14) 

EarnsbaWi  Dynamics. 

2.  Gegeben  habend  die  Coordinaten  des  höchsten  Punktes  der  dorch  einen 
schweren  Punkt  in  der  Leere  beschriebenen  Bahn,  welcher  unter  gegebenem  £levations- 
Winkel  geworfen  wird,  zu  finden  die  Abnahme  dieser  Coordinaten,  wenn  der  Punkt 
in  einem  dünnen  Medium  unter  denselben  Verhältnissen  geworfen  wird  und  die  Wider- 
standsbeschleunigung der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist. 

Lasse  sein  m,  n  die  gegebenen  Coordinaten,  k  die  Verzögerung  fttr  die  Ge- 
schwindigkeitseinheit, a  den  Wurfwinkel,  dann  ist 


öm^-kj/l'^tga,     yn=^lcj/^. 


9 
Walton,  p.  295. 

F.  Kraft»  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  12 
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8.  Ein  schwerer  Punkt  wird  in  einem  Medium,  dessen  Widerstands- 
beschleunigung  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  proportional  ist,  in 
einer  gegebenen  Richtung  mit  gegebener  Geschwindigkeit  geworfen.  Die 
Bewegung  dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Erste  Lösung.  Wir  wählen  die  Bezeichnungen  und  Anordnang 
des  Coordinatensystemes  so,  wie  bei  der  Lösung  des  ersten  Problems  die- 
ses Abschnittes,  und  leiten  die  Componenten  der  Widerstandsbeschleunigang 
in  derselben  Weise  ab,  dann  ist  das  Gleichungensystem  f&r  die  Bewegung 
des  Punktes 

d^x ^  Me^dx dsdx  a!  =  y  =  z  =  0, 

dt^  \dt)   de  dt  dt'  Vx  =  <i=^Vq  cos  a^i 

d^y  j-dey.^dy  jdady  ,  .      1    für 

dt^  ^         \dtJ   da  ^  dtdt  ^  ^  [t=0. 

d^  z fds^dz da  dz  v»  =  0, 

dt^  KdtJ  da  dtdt  v  =vo 

Zunächst  habeu  wir  die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  zu  be- 
wirken. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  schreiben 
d^x 

-z — =— fed«;      sodass     l(---\= — Tca-^C. 
dx  KdtJ 

TT 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anfangswerte  finden  wir  C  =  Z  (a),  folglich  wird 

dx 

a  dt 

Eliminieren  wir  aus  der  zweiten  Differentialgleichung  mittelst  der  ersten 
Je  da,  so  ergiebt  sich 

und  wenn  wir  hier  aus  (1)  den  Wert  von  dt  einführen,  sodann  beide 
Seiten  der  resultierenden  Gleichung  mit  da^dxy  1  +  (-^)  multipli- 
zieren, hierauf  v^  =  ü  setzen 

dx 

durch  Integration  dieser  Gleichung  wird 
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Sei  der  BestimmuDg  der  Integrationskonstanten  ist  zu  berücksichtigen,  dass 

mit  8  =  0,  p  :=^-^  :=  —  =  tga^  womit 
^      da      a       ^ 

Der  Kürze  halber  behalten  wir  aber  fOr  die  nun  bestimmte  Eonstante  das 
Zeichen  c  bei. 

Um  noch  8  ai}9  (4)  zu  entfernen ,  haben  wir  zu  beachten ,  dass 

<;ä  =  <ia:Vl -4-p*  ist,  wodurch  vermöge  (3)     — ge^^dw  =  a^dp. 
Den  hieraus  resultierenden  Wert  von  <?'**  in  die  (8)  substituiert,  giebt 

kda!== — ,  — — ,  V f  (5) 

pVl+p24-Z(p4-Vl-HpO-2(? 

«nd  wenn  wir  mit  — ^  =  «  multiplizieren 

da! 

kdy=-^==: ^^^, (6) 

Die  Gleichung  (2)  zeigt,  dass  auch  gdi^^  —  dx dp,  wodurch  mit  (5) 

ypTgdt^-. , J:""^^ ,,,>        (7) 

Das  negative  Zeichen  der  WurzelgrOsse  ist  deshalb  zu  nehmen,  weil  für 
«die  aufsteigende  Bewegung  p  ab-  und  t  zunimmt,  also  dp  und  dt  ent- 
;gegengesetzte  Zeichen  haben  müssen. 

Für  die  Geschwindigkeit  v  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  besteht 

-die  Belation 

-      rd8\^     dx^-hdy^ 

"' = (ji)  =    dt'    ' 

daher  ist  mit  den  Werten  von  da,  dy,  dp  aus  (5),  (6),  (7) 

v^^i i;tZ^ ^_^.  (8) 

^2e?  — pVI  -l-/?2-f-Z(p-h  Vl-^^ 
Die  Integration  der  Gleichungen  (5),    (6),  (7)  ist  nur  näherungsweise 

möglich,  sie  kann  durch  Beihenentwickelung  oder  durch  Konstruktion  be- 
wirkt werden.  Die  erste  Methode  ist  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Beihen 
konvergent  sind.  Im  zweiten  Falle  wird  für  alle  drei  Curven  p  als  Ab- 
risse betrachtet,  so  dass  x  die  Ordinate  der  Curve  (5),  y  diejenige  der 
Linie  (6),  t  diejenige  der  Curve  (7)  ist.  Die  Anfangspunkte  dieser  Curven 
sind  fl?=  0,  />  =  tya;  y  =  0, /?  =  ^a;  t=0,  p  =  tga.  Werden^  für 
eine  Beihe  von  Werten  zwischen  p  =  tga  imd  />  =  0  die  entsprechenden 
Werte  von  a?,  y,  ^  ermittelt,  diese  Ordinaten  verzeichnet  und  die  ent- 
sprechenden Endpunkte  derselben  durch  stetige  Linienzüge  verbunden,  so 
erhalten  wir  eine  Abscissen-,  eine  Ordinaten-  und  eine  Zeitcurve  für  den 
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aufsteigenden  Ast  der  Bahn,  welcher  sich  nun  mittelst  der  zusammenge- 
hörigen Werte  von  x  und  y  konstruieren  lässt.  Der  absteigende  Ast  er* 
giebt  sich  dadurch,  dass  die  Werte  von  p  zwischen  0  und  —  oo  genom- 
men werden,  ebenso  die  entsprechende  Zeitcurve.  Die  beiden  Curvenäste^ 
welche  durch  die  dem  höchsten  Bahnpunkte  angehörige  Vertikale  getrennt 
werden,  sind  nicht  symmetrisch,  der  aufsteigende  Ast  ist  weniger  steil 
als  der  absteigende.  Die  Wurfweite  ist  kleiner  als  diejenige  unter  gleichen 
Verhältnissen  im  leeren  Räume,  auch  wird  das  Maximum  der  Wurfweite 
mit  einem  unter  45^  liegendem  Elevationswinkel  erreicht.  Der  absteigende 
Ast  neigt  sich  rascher  gegen  die  Abscissenaxe  als  der  aufsteigende  und 
wird,  wenn  die  Bewegung  bis  ins  unendliche  fortschreitet,  parallel  zur 
Ordinatenaxe ,  so  dass  die  Gurve  eine  Asymptote  besitzt.  FQr  den  ab- 
steigenden Ast  ist  p  negativ,  daher  für  denselben  durch  (5) 

kdx  = ,  ^^ — ==r (9> 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  Z(l)  =  0,  also  auch  l{\  +p^  —  p^)  =  0^ 
allein    (1  4-  p^  _  ^2)  =  {^fiZ^^  _  p)  (yiTT^  -+■  p)  ,  folgüch 
Z(Vr+ii^  +  ;>)-f-Z(VTH^---p)  =  0,  so  geht  die  (9)  über  in 

Je  d  if*  ^^  • 

pYI  4-p2  +  l  (Vi  -Hp2-|-p)4.2c 

Denken  wir  uns  jetzt  p  so  gross,  dass  p  VT-h  p^  mit  p*  vertauscht  und 
l  (Vi  "^ p^  -hp)  -h2c  gegen  p*  vernachlässigt  werden  kann,  dann  folgt 

kdx  =  — ^• 
P^ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

kx= h  C. 

P 

Ist  nun  X  die  Abscisse  eines  Curvenpunktes  in  dem  sehr  steilen  Teile 
der  Bahn  unterhalb  der  Abscissenaxe,  so  wird  für  diesen  Punkt  p  zu  p' 
und  es  ist 

kx=^ /  -h  C. 

P 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt,  x>x'  angenommen, 


x=x  -^-r(- )• 

k  Kp        pJ 


Da^  aber  p  ins  unendliche  wächst,  wenn  der  Punkt  nach  deiq  unendlichen 

fortrückt,  so  nähert  sich  —  dem  Werte  Null,  und  ist  in  der  Grenze 

P 

.^   1 

X  =  X  H-  - — -r 
kp 


ILTh.  Kap.  III.  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel.  181 

IMitbin  nähert  sich  der  absteigende  Ast  mehr  und  mehr  einer  vertikalen 
<jteraden^  welche  eine  Asymptote  dieses  Astes  ist. 

Bei  unbegrenzt  fortschreitender  Bewegung  nähert  sich  aber  auch  di^ 
Geschwindigkeit  einem  gewissen  Grenzwerte.  Nehmen  wir  in  (8)  p  negativ 
und  so  gross,  dass  der  Nenner  des  zweiten  Bruches  rechts  mit  p^  ver- 
tauscht werden  kann,  dann  wird  in  der  Grenze 


•=/f 


k 
und  die  Beschleunigung  durch  das  Fluidum  gleich  der  Fallbeschleunigung. 

Zweite  Lösung.  Die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  der  Ebene^ 
welche  die  Sichtungen  der  Wurfgeschwindigkeit  und  der  Fallbeschleunigung 
enthält.  Diese  Ebene  sei  die  Coordinatenebene,  die  Lage  der  Coordinaten- 
^xen  nehmen  wir  wie  vorhin.  Mit  Coriolis  zerlegen  wir  die  Beschleunigung 
<[es  Punktes  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  in  zwei  C!omponenten ,  von 
^enen  die  eine  parallel  zur  Abscissenaxe ,  die  andere  parallel  zur  Bahn- 
normalen  an  der  fraglichen  Stelle.  Dadurch  ergeben  sich  zwei  Gleichungen, 
in  der  einen  erscheint  die  Widerstandsbeschleunigung,  in  der  anderen  die 
Fallbeschleunigung.  Bezeichnet  ß  die  Horizontalneigung  der  Geschwindig- 
l^eit  V  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Bahn,  dann  ist  die  zur  Abscissenaxe 

parallele  Beschleunigung         [^  osp)  __  __  ^  ^2  ^^^ ß^  folglich 

d^w      d{vco9ß)  100  n\ 

^  =  —^—=-k,^cosß.  (1) 

Die  Acceleration  in  der  Sichtung    der  Bahnnormalen  ist,   wenn  g  der 

Krümmungshalbmesser  für  den  fraglichen  Curvenpunkt,  -^  =  gcosß^  und 

e 

weil  Q=  —  -=-3»  dsk  dß  negativ  ist,  haben  wir  folglich 

d  ß 

^dß  dß  ds  dß  ,^. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

V  cos  ß 

so  dass  durch  Integration 

l  (i'  CO8  ß)  =  —  ks  -^  C. 

Beim   Beginn   der   Bewegung  ist  aber  «  =  0,   v==vo,   /?  =  «,  daher 
{)  =  Hyo  008  a),  und  mithin 

.VCOSß  _  ,  VC08ß  __. 

l —  =  —  jfc  5,  oder  ~  =  ^-"**, 

Vocosa  VQCOsa 

SO  dass 


2p--...2_2      ^*'^'-  (4> 
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v€08ß  =  -=~  =  Vx  =  Vq  cos  a .  ö""**.  (3} 

Aus  dieser  Formel  bestimmen  wir  v  und  setzen  den  dafür  erhaltenen  Wert 
in  die  erste  der  Gleichungen  (2),  daim  wird 

dß    ^ i 

cos^ß  Vo^coe^a 

Hier  sind  nur  ß  und  a  veränderlich,  so  dass  wir  eine  Diflferentialgleichuiig' 
der  Bahncurve  erhalten  haben.  Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  setzen 
wir  tffß:==p,  wodurch  sie  wird  zu 

und  es  giebt  deren  Integration 

j>VT:rp  +  z(pH-Vr:rp)  =  -^^,^^^^,^^'*'+c.        (6> 

Mit  9  =  0  ist  />  =  ^^  er,  daher  die  willkürliche  Eonstante 


Vo^kcos^a 

jedoch  behalten  wir  für  diesen  Wert  das  Zeichen  c  bei. 

.  Zwecks  der  Erlangung  einer  bequemeren  Gleichung  der  Bahncurve 

führen  wir  für  den  Bogen  s  die  Coordinaten  a  und  y  ein. 

ds 
Es  ist  da?  =  —;==.  so  dass  dadurch  die  (5)  wird  zu 

Vl-hp2 

Vn     COS   CC 

da)  = e-^^'dp.      Diese  und  die  Gleichung  (3)  geben,   wenn 

die  Exponentialgrösse  eliminiert  wird 

kdx  =  — ,         — — ,.—        ^ .  (7> 

und  weil  dy  =  pdxj  so  bekommen  wir  noch 

fc  dy  =  _____£ii^-_=_ (8> 

^    pYT-hp^-^i{p-^y/i-hp^)-^c 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  integriert,  was  nur  näherungsweise  ge> 
schoben  kann ,  dann  erhalten  wir  für  ^ jeden  Wert  von  p  entsprechende 
Werte  von  x  und  y  und  somit  eine  Reihe  von  Punkten  der  Flugbahn. 

Die  dritte  der  Gleichungen  (2)  sagt,  dass     dt^  = 1»   und 

wenn  wir  aus  (4)  den  Wert  von  ds  bestimmen,  dabei  beachtend,  das» 
dt  und  dß  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dann  den  Wert  hier  sub- 
stituieren, so  ist 


vq  cos a  _j^  dß t^ 


cosa 


ff  cos^ß  9 


2 
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Nun  giebt  noch  die  Elimination  der  ExponenüalgrOsse  mittelst  (6) 

womit  die  Flugzeit  annähernd  bestimmt  werden  kann. 

Für  die  Geschwindigkeit  verfahren  wir  ebenso,  wie  bei  der  ersten  Lösung 

angegeben,  es  ist 

.2  =  ^ ^-^P' — =-.  •        (10) 

Die  Gleichungen  (7)  bis  (10)  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  (5)  bis  (8) 
der  ersten  Lösung,  die  Eonstante  o  hier  und  diejenige  2  c  dort  sind  gleich- 
wertig.   Alle  weiteren  Betrachtungen  bleiben  dieselben  wie  vorhin. 

Ist  der  Elevationswinkel  a  sehr  klein,  darin  weicht  der  über  der 
Abscissenaxe  liegende  Teil  der  Bahnkurve  nur  wenig  von  dieser  Axe  ab, 

und  kann  in  diesem  Falle  ds  =  dx,  s  =  x  näherungsweise  gesetzt,  (-r^j 

gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden,  wodurch  sich  eine  angenäherte 
Gleichung  der  Bahnkurve  entwickeln  lässt.  unter  dieser  Voraussetzung 
gehen  die  Belationen  (1)  und  (3)  der  ersten  Lösung  des  allgemeinen  Falles 
über  in 

rff  =  i^**da7,     (1)  ffe^'diJG  =  a^d(j^y     (2) 

Die  Integration  der  (1)  giebt 

.  =  i^(.--l),  (3) 

denn  die  willkürliche  Konstante  ist  O  = -,  weil  t  und  x  gleichzeitig 

CL  IC 

verschwinden. 

Indem  wir  die  (2)  integrieren,  wird,  weil  mit  a:  =  0,  -j^  =  ~, 

Die  nochmalige  Integration  liefert,  weil  o?  und  y  gleichzeitig  verschwinden, 

Durch  die  Gleichung  (8)  erhalten  wir  die  Flugzeit,  die  Formel  (5)  giebt 

die  Bahn  des  Punktes.    Für  den  höchsten  Bahnpunkt  ist  -^^  =  0,  daher  die 

dx 

Abscisse  dieses  Punktes  mit  (4) 
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Ist  wi  gefunden,  dann  kann  mit  (5)  die  zugehörige  Ordinate  yi  berechnet 
werden. 

Setzen  wir  in  (5)  y  =  0,  so  werden  die  Abscissen  der  Durchschnitts- 
punkte  der  Bahn  und  der  Abscissenaxe  gefunden,  sie  folgen  aus  der  Gleichung 

Diese  Formel  liefert  zwei  Werte  von  a?,  der  eine  entspricht  dem  Anfangs- 
punkte der  Bewegung,  der  andere  der  Wurfweite. 

Die  Formeln  (6)  und  (3)  können  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  ir 
verwendet  werden.  Im  ersten .  Falle  müssen  bekannt  sein  der  Wurf winkel 
und  die  Wurfweite,  im  zweiten  die  Zeit,  innerhalb  welcher  ein  bestimmter 
Punkt  der  Bahn  erreicht  wird,  und  dessen  Abscisse.  Diese  Grössen  sind 
durch  Beobachtung  zu  ermitteln. 

Die  soeben  behandelte  Aufgabe  kann  auch  dadurch  gelöst  werden, 

dass  wir  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Beschleunigimgen  in  tangentialer 

und  normaler  Bichtung   zur  Bahn   zerlegen,   die  Gleichungen   für  di^e 

Componenten  sind 

d^8         dv  ,    o         dy      .,.  v^         da:      ,^. 

-T-o  =  v-:r  = —kv^  —  g-^,      (1)  -^  =  g —-.     (2) 

dt^         de  ^  ds'     ^  '  Q       ^  de      ^  ^ 

Aus  (2)  folgt  r^  ^  (W^, 

„         dx  dcc  L        \dxy  A        ^  1  +  i*^   /ox 

v^  =  g^-  g=  — g       -.^r= v^  =  —  g  ,  (o) 

'ds"^  ^Ydw^-hdy^  d^  <l 

dx^ 

wenn  geschrieben  wird  ^  =p^  — ^  =  q.    Indem  wir  nun  v  zwischen  (1) 

(XX  Ol  X 

und  (8)  eliminieren,  gelangen  wir  zu 

dsK    q    J  9  ds  dxK    q     J  q     dx       '^ 

dx        q  dx         1  -h  p^ 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

zljtJ^  +  2Ä:*  4- Z(C)  — Z(l  +  p2)  =:  0, 
wenn  I{C)  die  willkürliche  Eonstante  bedeutet,  so  dass 

i-+2Ä:Ä  =  0,  q=Ce^^'.  (4) 

dv 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  aber  «  =  0,  r  =  vo,  y- =p  =  ^^a,   mit- 
hin durch  (4)  und  (8) 


C  =  q,     vo^  —  '-g 


1-htg 


2 


a 
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daher   C— 5-^^'   folglich  mit  (4)  q  = ^  ^  ^    e^^'. 

Weil  der  Wurfwinkel  klein  ist,  so  können  wir  alle  Potenzen  von  p  über 
die  erste  hinaus  vernachlässigen,  wodurch  annähernd 

9  =  / Vl^~P  ^ ^  -  r^ x==x,     folglich     q  = ^  ^  ^    ^2Ä:r^ 

Multiplizieren  wir  mit  dx  und  integrieren,  so  kommt 

weil  mit  ar  =  0,  p^^tga  ist,  mithin  wird 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

Durch  das  gleichzeitige  Verschwinden  von  x  und  v  ist  C=  ,  ,»  ^     «-> 

•^  4k^vo^cos^cc 

daher  die  Gleichung  der  Bahn 

y=(tga  +  ^-^— f — g-^  a«  -  j^öA — ä"  (^"'—  !)•         (5) 

Die  Gleichung  (6)  der  ersten  Lösung  und  diese  Gleichung  sind  identisch. 
Die  letzte  Lösung  stammt  von  Moreau. 

Journal  de  r£cole  Polytech.     Cahier  XL  p.  215. 

Das  allgemeine  Problem  der  Bestimmung  der  Bahn  eines  Wurfgeschosses  in 
einem  gleichförmigen  Fluidum,  dessen  Widerstandsbeschleunigung  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  direkt  proportional  ist,  wurde  dem  Johann  Bemoulli  im 
Februar  1817  von  Keill  vorgeschlagen,  denselben  herausfordernd,  durch  die  Losung 
dieser  Au^be  einen  Beweis  von  seiner  Geschicklichkeit  zu  geben.  Keill,  vertrauend 
auf  die  Zusammengesetztheit  der  Untersuchung,  welche  möglicherweise  Newton  von  dem 
Versuche  einer  regelrechten  Losung  der  Aufgabe  im  zweiten  Buche  der  Principia  ab- 
gehalten hat,  gab  sich  der  Hoffnung  hin,  dass  die  Bemühungen  BernouUis  erfolglos 
bleiben  würden.  Bemoulli  gelängte  indessen  rasch  zu  einer  Losung,  und  zwar  nicht 
nur  für  Eeills  Problem,  sondern  auch  für  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  die  Wider- 
standsbeschleunigung direkt  proportional  der  n^<«  Potenz  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
ist.  Jetzt  gab  dieser  den  Entschluss  kund,  seine  Untersuchungen  nicht  eher  zu  ver- 
öffentlichen,  als  bis  er  davon  Andeutung  erhalten  habe,  dass  sein  Gegner  imstande 
gewesen  sei,  seine  eigene  Aufgabe  zu  lOsen.  Auch  noch  den  Monat  September  gab  er 
Keill  zur  Beschäftigung  seiner  Talente,  dabei  erklärend,  dass  er  sich  berechtigt  fühlen 
werde,  die  Geschicklichkeit  seines  Gegners  in  Frage  zu  ziehen,  wenn  in  dieser  Zeit 
eine  befriedigende  Mitteilung  nicht  eintreffen  würde.  Auf  das  Ansuchen  eines  gemein- 
schaftlichen Freundes  sah  sich  Bemoulli  bewogen,  den  Zeitabschnitt  des  ersten  November 
zu  erwarten.  Es  stellte  sich  jedoch  heraus,  dass  Keill  keine  Losung  erhalten  konnte. 
Endlich  teilte  Nikolaus  Bemoulli,  Professor  der  Mathematik  in  Padua,  eine  Losung 
von  Eeills  Problem  dem  Johann  Bemoulli  mit,  welche  der  Verfasser  später  auf  ein 
allgemeineres  ausdehnte.    Am  17.  November  erhielt  J.  Bemoulli  davon  Kenntnis,  dass 


T-t»»T>»'     •' 
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Brook  Taylor  eine  Lösung  erzielt  hatte.  Johann  BernouUi  veröffentlichte  seine  eigene 
Abhandlung  und  diejenige  seines  Neffen  Nikolaus  1719;  Acta  Erudit.  Lips.  mai.  p.  216. 
Siehe  auch  seine  Opera,  Tool  II,  p.  398.  Zur  weiteren  Kenntnisnahme  dieses  be- 
rühmten Problemes  mag  der  Leser  selbst  benutzen  die  Arbeiten  yon  Euler  (M^m.  de 
TAcad.  de  Berlin,  1753),  Borda  (Ib.  1769),  Legendre  (Ib.  1782),  Templehoff  (Ib.  1788 
bis  89)  und  Moreau  (Journal  de  TEcole  Polytech.  Cahier  XL  p.  204). 

Autenheimer,  Elementarbuch  der  Differentialrechnung  etc.    ScblOmilch, 
Analyt.  Mechanik.    Walton,  p.  289-292. 


3.  Ein  in  einem  Fluidum  sich  bewegender  Punkt  ist  einer  Beschleu- 
nigung unterworfen,  deren  Richtung  stets  parallel  zu  einer  festen  Geraden 
ist.  Welches  ist  die  Verzögerung  durch  das  Fluidum,  wenn  der  Punkt 
irgend  eine  vorausgesetzte  Curve  beschreibt,  und  umgekehrt 

Die  Lage  des  Punktes  werde  auf  zwei  recht- 
winkelige Axen  O  X^OY^  letztere  parallel  zur  Kich- 
tung  der  Beschleunigung,  bezogen.  APB  (Fig.  56) 
sei  die  von  deni  Punkte  beschriebene  Bahn,  P  die 
Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^,  P  M±.  O  JC^ 
OM=x^MP  =  yy  äP  =  s^  Y die  Beschleunigung, 
V  die  Geschwindigkeit,  w  die  Widerstandsbeschleunigung 
des  Punktes  in  P.  Indem  wir  die  Accelerationen  in  tangentialer  und 
normaler  Richtung  zur  Bahn  zerlegen,  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 
des  Punktes,  welche  in  der  Coordinatenebone  erfolgt,  da  wir  annehmen, 
dass  dieselbe  durch  die  Anfangslage  des  Punktes  geht. 


dv  ^dy 

ds  ds 


^=Y 


ds' 


(2) 


Nun  ist  P  =  (5^)':S'  *>^?J»ch  mit  (2) 


v«  = 


\dxJ 


Y. 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt,  weil  (-^^  =  1  -<-  (^^  , 


dv       ^,dy       1  d^e 


Id^s    d 


dx 


dx      2d<2  ^^ 


{dx^ 


dv       „  dy      Ida    d 
a«  dg      idx 


dx  \d^y\ 
\dx^) 


folglich  erhalten  wir  mit  (1) 

-       1<^*    d(Y 

~       2  dx  dx  d^y 

dx^, 

wodurch  die  Beschleunigung  durch  das  Mittel,  wenn  die  Bahn  des  Punktes 


(8) 
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d  sc  

gegeben,  bestimmt  ist,  und  umgekehrt.   ^  —  ist  gleich  der  halben  zu  0  F 

(JL  9 

parallelen  Erümmungssehne  für  den  Bahnpunkt  P,  daher  auch,  wenn  q  die 
Länge  der  Sehne  bezeichnet, 

4 

Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  ist  gleich  derjenigen^ 
welche  der  Punkt  erlangt,  wenn  er  mit  konstanter  Beschleunigung  den 
vierten  Teil  der  Erümmungssehne  durchfällt. 

Die  Lösong  dieses  Problemes,  welche  Newton  in  der  ersten  Ausgabe  der  Principia 
veröffentlicht  hat,  schloss  gewisse  Irrtümer  in  sich,  sie  wurde  später  nach  der  Angabe 
von  Johann  Bemoulli  verbessert 

Ist  das  Fluidum  gleichförmig  und  die  Widerstandsbeschleunigung  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportional,  so  haben  wir 

w  =  kv^^TcQ^T,  durch  (2), 


ds 


mithin 


d^ 


d^y 


\dx) 


1  dxdx^  d 


Y\ 


d'^y 


\d(ß^] 


(  Y 


d^y 


\dx^) 


(4) 


Newton,  Principia,  Lib.  II.  Prop.  10.    Johann  Bemoulli,  Act.  Erudit, 
Lips.  1718;  Opera,  Tom.  I,  p.  514.    Walton,  p.  285—87. 


4.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Fluidum,  welches 
eine  der  Dichtigkeit  und  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  pro- 
portionale Widerstandsbeschleunigung  erzeugt,  in  einer  halbkreisförmigen 
Bahn.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung,  die  Geschwindigkeit 
und  das  Dichtigkeitsgesetz? 

Es  sei  (Fig.  57)  OA  ein  horizontaler,  0£  ein 
vertikaler  Badius  der  halbkreisförmigen  Bahn  ABC 
des  Punktes,  O  -4  ^  die  Abscissen-,  OBY  die  Ordi- 
natenaxe,  P  ein  beliebiger  Bahnpunkt,  PJtfJLOJT, 
OM=x^  MP  =  y,  a=  dem  Halbmesser  der  Bahn, 
g  die  Fallbeschleunigung. 

Aus  der  Bahngleichung  x^-i-y^^a^  folgt^=:  —  a?(a2  — j?«)'^ 

dx 


Figur  67. 


—  ds  -i 

CLX 


Setzen  wir  diese  Werte 
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0) 


in  die  Formel  (3)  der   vorhergehenden  Aufgabe   ein  und  beachten,  dass 
jetzt  Y  ^  g  ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Widerstandsbeschleunigung 

Für  die  Geschwindigkeit  folgt  mit  (2)  unter  3,  da  ^  =  a  ist, 

v^=g'\/a^—x^=gy.  (2) 

Endlich  ist  mit  (4)  unter  4,  oder  mit  (1)  und  (2), 

^       3  1  3 

k^  ^ ,  =  ^ (o) 

2ayö.2_^2      2ay 

Newton,   Principia,  Lib.  IL  Prop.  10,  Ex.  1.    Johann  Bernonlli;  Act 
Erudit.  Lips.  1713.  Euler,  Mecban.,  Tom.  II,  p.  392.  Walton,  p.  292. 

5.    Ein  schwerer  Punkt  beschreibt  in  einem  Fluidum  eine  in  einer  vertikaleD 

Ebene  liegende  Parabel  y  ^h  —  cx*  mit  vertikaler  Axe.    Welches  sind  die  Gleich- 

w 
nngen  für  tr,  v  und  Ic ,  wenn  k  =  - « ^ 

..,(n-2)yni:n2c2a:2Cn-i)  ^I^tn2c2^n-^  n^2         _ 

2n(n-l)ca;— 1  ^'  «(w  — l)ca;— «    ^'         2a;yi -f-«2c2ar2.--i; 

Mit  n  =  2,  also  wenn  die  Bahnkurve  eine  gewöhnliche  Parabel  ist,  ergiebt  sich 

fc  =  0. 


tu  =  0,    «2  = öT g, 


2c 

Damit  zeigt  es  sich,  dass  die  Widerstandsbeschleunigang,  wenn  ein  schwerer  Punkt  in 
einer  Parabel  zweiter  Ordnung  sich  bewegt,  gleich  Null  ist. 

6.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  Fluidum  und  beschreibt  eine 
Hyperbel  irgend  welcher  Art,  eine  ihrer  Asymptoten  ist  vertikal.  Die  Widerstands- 
beschleunigung ist  Ä;v2  und  die  Dichtigkeit  des  Fluidums  veränderlich.    Welches  sind 

die  Grössen  ic,  v  und  ä;? 

Es  sei  (Fig.  58)  APB  die  Bahn  des  Punktes,  OT, 

die  vertikale  Asymptote  der  Curve,  Ordinatenaxe ,   positir 

vertikal  abwärts,  die  horizontale  Crerade  OX  Abscissenaxe. 


die  Gleichung  der  Hyperbel  y  =z  ax 
1       (n-4-2)p 


H-l 


flC' 


-,  dann  ergiebt 


sich  w  = 
i;2=r 


Fignr  68. 


2  n(n  +  l)/?- 
j;2UH-i)^_(cta;»-M  — n,f"+i)2 

n(in-l)/9"-»-ia;» 

(n-h2)a:« 


\  }/a:2(«-^i)-f.(aa:"-^->— «/?'^i)2, 


tr       1 

~ i;2  ~"  2  ya;2(»-^ij4.(„a:»-Hi_n^--^ i)2 


In  dem  Spezialfälle  9t  =  2  folgt  hierdurch: 


2|93)2 


k  = 


2a:2 


Euler,  Mechanica,  Tom.  II,  p.  400.    Walton,  p.  298. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Gentralbewegung  eines  Punktes. 

1.  Ein  Punkt  wird  in  einem  Fluidum  nach  einem  festen  Centrum 
beschleunigt.  Welches  ist  das  Gesetz  der  Widerstandsbeschleunigung,  wenn 
die  Bahn  des  Punktes  gegeben  ist,  und  umgekehrt? 

.^  Ist  (Fig.  59)  APB  die  Bahn  des  Punktes, 

O  das  feste  Centrum,  -4  P  =  #,  O  P  =  r,  />  =  der 
Senkrechten  von  O  auf  die  Bahntangente  in  f , 
V  =  der  Geschwindigkeit,  ^  =  dem  Erünmiungshalb- 
messer,  w  =  der  Widerstandsbeschleunigung  daselbst, 
so  haben  wir,  durch  Zerlegung  der  Beschleunigung  (p 

in  tangentialer  und  normaler  Richtung  zur  Bahn, 

dv  dr      ,  v^      p  .^. 

y— =  — «.-y—,     (1)  -  =  ^y-     (2) 

d  T 
Weil  aber  (>  =  r  —  ist,  so  ergiebt  sich  mit  (2) 

^'=P%f^  (3) 

imd  daher,  wenn  wir  in  Bezug  auf  8  differentiieren 

dv       \   d  ir  ^dr    \l\        1  dp  r  ^dr    \  \     d  /-  ^dr    x 

dv      dr  1     d  /-  ^dr    \ 

dv 
folglich  erhalten  wir  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  v—  m  (1) 

Ob  8 

womit  das  Gesetz  der  Widerstandsbeschleunigung  bei  gegebener  Bahn  be- 
stimmt ist,  und  umgekehrt.     In  dem  Spezialfälle  w=^kv^  folgt  mit  (3) 

_     d.  r 

und  daher  vermöge  (4) 

\d8\r    dp^J  1  d  ..-  jdr    y.  .^. 


welche  Gleichung  die  Variation  der  Dichtigkeit  des  Fluidums  bestimmt, 
wenn  die  Bahn  des  Punktes  gegeben  ist,  und  umgekehrt. 

Bezeichnet  q  die  Länge  der  Krümmungssehne  durch  O,  dann  ist  mit  (2) 


r^ 


•  j 


ir 
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1.2  = 


P  1 


1/2  =  2«)^.  (6) 

Paher  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  gleich  der- 
jenigen, welche  der  Punkt  erlangen  würde,  wenn  er,  direkt  nach  dem  Cen- 
trum sich  bewegend,  den  vierten  Teil  der  Erümmungssehne  zurücklegte. 
Mit  (4)  erhalten  wir 

SP  —  _8  ^-^  » 


P 


8 


dp 


(p  =(?2^-2/«,rf*^ 


(7) 


wenn  c  eine  konstante  Grösse  bedeutet.     Diese  Formel  giebt  die  Central- 
l)eschleunigung,  wenn  die  Beschaffenheit  von  w  und  die  Bahn  gegeben  sind. 
Setzen  wir  2i.Ä0P  =  &y  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 


^^__£2|1  d^    A^\ 


und  daher  wird  auch  sein 


Mit  w  =  0  folgt  hieraus 


(8) 


i^elches  Binets  Formel  für  die  Centralbeschleunigung  bei  der  Bewegung  im 
leeren  Baume  ist. 

Newton,  Principia,  Lib  IL  Prop.  17,  18.  Johann  Bemoulli,  Open, 
Tom.  IV,  p.  847.  Euler,  Mechan.,  Tom.  I,  p.  428;  et  seq.,  p.  451. 
et  seq.    Walton,  p.  287—289. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  in  einem  Fluidum  einen  Kreis  vermöge 
-einer  nach  einem  Punkte  seines  ümfanges  gerichteten,  einer  beliebigen 
Potenz  der  Entfernung  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Welches  ist 
<lie  Widerstandsbeschleunigung,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  die 
Dichtigkeit  des  Mittels,  wenn  w  =  kv^? 

Es  sei  (Fig.  60)  P  die  Lage  des  Punkte 
zu  einer  beliebigen  Zeit  (^  seine  Bewegung  finde 
nach  dem  Centrum  S  hin  statt,  C  der  Mittel- 
punkt der  Bahn,  SP  =  r,2^  PSA  =  &,CS  =  a, 
die  Beschleunigung  =  jwr". 

Mit  S  als  Pol  und  SCA  als  Polaraxe  ist 
die  Polargleichung  der  Bahn 

r=2a€08&.  (I) 

Ziehen  wir  die  Kreistangente  P T  und  auf  dieselbe  die  Normale  SD=p^ 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 

p  =  rco8^  =  2a  cos^  d^.  (2) 

Ferner  ist,  weil  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  q  =  a. 


Figur  60. 
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dr  ^  dr  ^  a ^       1 

dp  dp^r^2co8^  ^ 

Für  das  Bogenelement  haben  wir  <^*^  =  1  *'*-*- T^^^  \d&^  und,    weil 
.-—  =  —  2  a  ein  ^,  hiermit 

-  =  2a,    oder    -  =  ^.  (4) 

Nun  ei^ebt  sich  mit  (4)  unter  1,  (2)  und  (3) 

Uf  =  -  08-^4-^  T^  (2'  a^  COS^  ^  n-^ä  i^  (2  «  cos  &)-[ 

2^co8^d'ds{  2cosd'  I 

w'  =  -  o       1  ..  T-  (<?o*-+5^)  =  .u  2--1  a-+i  (n  -h  5)  (?oä«  ^ «Vi  &  ^ 
2  008*0-  ds  ^  ds 

und  mit  Bücksicht  auf  (4) 

^omit  die  Widerstandsbeschleunigung  bestimmt  ist. 

Die  Geschwindigkeit  v  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  unter  1,  (2) 
imd  (3)y  es  ergiebt  sich 

t,«  =  i|wr**+^  (6) 

Schliesslich  erhalten  wir 

^=;r^='2^^^'^''^~r' 

Mit  n=  1  ist  die  Beschleunigung  der  Entfernung  direkt  proportional,  in 
welchem  Falle  mithin 

3  1      „         _       o     «/ii^ 

Wenn  die  Beschleunigung  dem  Quadrate  der  Distanz  direkt  proportional, 
also  n  =  2  ist,  ergiebt  sich 


w 


r 


3.  Ein  Funkt  beschreibt  einen  Kreis  infolge  einer  stets  nach  seinem 
Mittelpunkte  gerichteten  Beschleunigung.  Die  Widerstandsbeschleunigung 
ist  konstant.  Welches  ist  die  Beschleunigung,  die  Geschwindigkeit,  der 
Weg  und  die  Zeit,  wenn  der  Punkt  in  seiner  Ruhelage  ankommt? 

Es  sei  vo  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  a  der  Halbmesser 
<der  Bahn,  e  die  konstante  Widerstandsbeschleunigung.  Für  die  Bewegung 
<des  Punktes  bestehen  hier  die  allgemeinen  Gleichungen 


???KT:V 


r'-v 
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lU 


dr 


Im  vorliegenden  Falle  ist  p  =  a,-p-  =  1,    v  =  vo,  «  =  0,  wenn  t  =  0. 

dp 


Mit  (1)  und  diesen  Werten  ergiebt  sich 


2/2  =  a  CD,    o)  =  — ,  wenn  t  =^  tj    <p  =  — ,  wenn  <  =  0. 


(4) 


2€  r,        2€ 


Aus  (2)  folgt 

_       2^dp 

P 
Aber  mit  «  =  0  ist  y  =  — ,  also  0=  — ,  mithin 


w  = ^-j^  Ip^wds  = /d8  =  — 

p^drj  aj  a 


8-i-C, 


2 


a 


a 


1 


g)  =  —  (Vq  2  —  2  6«). 


a 


Jetzt  ergiebt  sich  mit  (4)  und  (5) 


V^=zVo^ 


2  es. 


(5) 


(6) 


Der  Weg,  welchen  der  Punkt  bis  dahin  zurücklegt,  wo  die  Geschwindigkeit 
gleich  Null  wird,  folgt  aus  (6)  mit  v  =  0,  er  ist 


s  = 


vo 


2 


2€ 


(7) 


Für  die  Zeit  erhalten  wir  mit  (3)  und  (6) 

und  ist  schliesslich  mit  (7)  und  (8)  die  bis  zum  Verschwinden  der  Bewegung 
verstreichende  Zeit 


4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  logarithmischen  Spirale  mit  einer  nach 
ihrem  Pole  gerichteten  Beschleanigang.  Die  Bewegung  findet  in  einem  Medinm  statt 
dessen  Widerstandsbeschleonigong  direkt  proportional  einer  beliebigen  Potenz  der  £iit- 
fernung  vom  Pole  ist.    Wie  gross  ist  die  Beschleanigang? 

Es  sei  a  der  konstante  Winkel  zwischen  Tangente  und  Radiusvektor  der  Bahn, 
ÜQ  die  Anfangsgeschwindigkeit,  a  die  Anfangsdistanz  des  Punktes  vom  Pole,  Ä;r*  die 
Widerstandsbeschleunigung  in  der  Entfernung  r,  dann  wird  gefunden  werden 

_(w4-3)a2ro2cQgg-H2A;(r»-^8— g"-^-») 
**  (n-|-3)r8cosa 

Euler,  Mechan.,  Tom  I,  p.  442.    Walton,  p.  294. 

5.  Ein  Punkt  hewegt  sich  in  einer  gleichwinkeligen  Spirale  vermöge  einer 
nach  ihrem  Pole  gerichteten,  einer  beliehigen  Potenz  seiner  Poldistanz  direkt  propor- 
tionalen Beschleunigung.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  und  der  Wen 
des  Co€fficienten  k,  wenn  «?  =  fec2  igt? 

Bezeichnet  a  den  konstanten  Winkel,  r  den  FsiirBtrahl  eines  beliehigen  Bahn- 
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Punktes,  fir*  die  Acceleration ,  und  nähert  sich  der  Punkt  bei  seiner  Bewegung  dem 
Pole^  so  wird  gefunden  werden 

i(7  =  -^/i(n-f-3)r"cö«a,         ^•  =  -^(n^-3)         . 

Newton,  Principia,  Lib.  II.  Prop.  15, 16.  Johann  Bemoulli,  Opera,  Tom.  IV, 
p.  350.    Walton,  p.  293. 


Viertes  Kapitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  ist  voUs^ndig  bestimmt  durch  seine  Anfangslage, 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  die  Beschleunigung,  er  beschreibt  dadurch  eine  ganz 
bestimmte  Bahn  nach  einem  Gesetze,  welches  die  notwendige  Folge  dieser  Bestimmungs- 
stücke ist  Wird  ausserdem  noch  die  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bahn  vor- 
geschrieben, so  ist  es  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  gewisser  Zwang  hinzutritt, 
welcher  den  Punkt  nötigt,  sich  in  dieser  yorgeschriebenen  Bahn  anstatt  in  jener  zu 
bewegen,  welche  er  bei  freier  Bewegung  beschreibt.  Dieser  Zwang  wird  je  nach  den 
Umständen,  welche  ihn  heryorbringen ,  Widerstand  der  Bahn,  Druck  oder  Spannung, 
die  ihm  äquivalente  Beschleunigung  Widerstandsbeschleunigung,  Druck-  oder  Spannungs- 
beschleunigung genannt. 

Erfolgt  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  doppelt  gekr&mmten  Linie,  sind 
X,  Y,Z  die  Componenten  der  gegebenen  Beschleunigung  9>  des  Punktes,  NxiNyj  N^  die- 
jenigen der  Widerstandsbeschleunigung  N,  welche  ihrer  Richtung  nach  mit  der  Bahn- 
normalen in  dem  Eurrenpunkte  (rc,  y,  z),  der  der  augenblicklichen  Lage  des  beweglichen 
Punktes  entspricht,  zusammenfällt,  parallel  zu  den  Axen  eines  beliebig  gelegenen  recht- 
winkeligen Coordinatensjstemes,  so  ist  das  System  der  Bewegungsgleichungen  des  Punktes 

JV2  =  JV,2 -H  2V,2 -h  iVr.2,      (4)  N:,^'hNy^'hN,^  =  0,     (5) 

^  ^  de  ds  ds  ^  ' 

0(a;,y,5)=O.      (6)  ^(a:,y,jp)  =  0.      (7) 

Die  drei  ersten  Gleichungen  geben  die  Beschleunigungen  in  den  Eichtungen  der  Coor- 
dinatenaxen,  durch  die  Formel  (4)  erhalten  wir  die  Beschleunigung  des  Widerstandes, 
wenn  ihre  Projektionen  auf  die  Coordinatenaxen  gegeben  sind ;  die  fünfte  Relation  thut 
dar,  dass  die  Widerstandsbeschleunigung  senkrecht  zur  Bahntangente  ist;  die  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  sind  diejenigen  der  Bahn. 

Projizieren  wir  die  Beschleunigungen  X,  Y,  Z,  Nx,  Nyi  N^  auf  die  entsprechende 
Bahntangente  und  bilden  die  Summe  aus  diesen  Projektionsbeschleunigungen,  so  ist 
dieselbe  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Richtung  der  Tangente,  nämlich 

^^X^+Y^+zi^=.R  (8) 

dt^  ds  ds  ds  ^ 

Ferner  ist,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  im  Bahnpunkte  (x,  y^  z)  bezeichnet, 

^2=  fpy=2/(Xdx-hYdy-hZdz)-^C==2/'sds+C,  (9) 

F.  Kraft,  Frotl.  d.  analyt.  MechanUc.    I.  IB 


v^  -    '    '■'• 
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und  kann  die  Integrationskonstante  bestimmt  werden,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit 
und  die  Anfangslage  des  Punktes  bekannt  sind. 

Um  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  zu  finden,  multiplizieren  wir  (1)  mit 
cos  a,  (2)  mit  cos  /?,  (8)  mit  cos  y,  wobei  a,  ß,  y  die  von  der  Richtung  der  Bahnnormalen 
und  den  Coordinatenaxen  eingeschlossenen  Winkel  sind,  addieren  die  resultierenden 
Gleichungen ,  dabei  beachtend ,  dass  cos^  a  -h  cos^  (i  -h  cos^  y  =  1 ;  Nx  =i  K  cox  a, 
N^  =  Ncosßy  Nz  =  Ncosy  ist,  so  wird 


Nun  ist  aber 


cosa 


^  cosß-k-  j-^co8y  ^Xcosa-^-Ycosß'^-Zcosy-k-K. 


dt^ 


dt^ 


C08a  = 


— ^ —    >  COSß  =  -—        ^     —.  C08y=  — :^^ 


yi4-i)2H-g2         yi-h|)2-he2         yi+i>2-i-g2 

wenn  p  und  q  die  aus  den  Gleichungen  der  gegebenen  Bahn  abgeleiteten  partiellen 


da   d" 
Differentialquotienten  ^»  ^  sind,  womit  sich  ergiebt 


d^x 
dt^ 


Ferner  ist 


cosa 


dx 


d^y  d^z 

äf2<^0Sß-^jj^C0Sy^ 


dt^     ^  dt^ 


d^x      ^d^y 
"dfi 


—  2 


dz__ 
dt'^dt 


dy 
dt 


d^z  ^    d^x 
d72"-^de2 


yi-hp^-hq^ 
d^y     dpdx 


dp^dpdx     dpdy  _^d^zdx 
dt  "dxlt      dyTi^dx^Tt 
dq_d^zdy       d  dzdx 
dt      dy^  dt      dxdy  dt 
Folglich  erhalten  wir 

d^z        d^x  .      d^y      d^z /dx^ 


'dt^ 
d  dzdy 
dxdy  dt 


dt  dt 


dqdy 
dt  dt' 


dt^'^^dt^ 


fy  d  dz  dxdy 
dxdy  dt  dt 


^z fdy\^ 
d^^KdtJ  ' 


und  mithin  ist 


d^z/^dx\^     ^  d  dzdxdy  ^  ^z  ^dy\^ 


dx^ydtj         dxdy  dt  dt     dy^ 


m 


N=^(Xcosa-i-Ycosß-hZcosy)-h '  

yi+p2-f-22 

Sind  X  und  /u  die  Winkel,  welche  die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  mit  der  Axe 

d  X  du 

der  X  und  der  y  einschliesst,  dann  ist  -j-  z=  vcosX,  -^  =  vcosfif  folglich  auch 

dt  at 


N  =  — (Xcosa-^  Yco8ß-{-Zcosy)-^ 


d^z      „        ^  d  dz  cßz       « 

3— „C052AH-2-=—  -^C0SXC0Sfi-{-^-^C0S^fi 

at2      <  dxdy  dy^ 


Der  Faktor  von  v2  ist  aber  der  reziproke  Wert  des  Krümmungshalbmessers  q  für  den 
Curvenpunkt  {x,  y,  z),  mithin  ergiebt  sich  schliesslich  für  die  Widerstandsbeschleunigung 

172 

N  =  —{Xcosa'\-Xcosß-^Zco8y)±—y  (10) 

Q 
wobei  das  Doppelzeichen  nicht  umgangen   werden  darf,  da  der  Punkt  sich  auf  der 

konvexen  oder  der  konkaven  Seite  der  Curve  bewegen  kann.  Die  Centrifugalbeschleu- 
nigung  vermehrt  oder  vermindert  die  Widerstandsbeschleunigung,  je  nachdem  die  Be- 
wegung des  Punktes  auf  der  konkaven  oder  konvexen  Seite  der  Ourve  stattfindet. 

Die  Gleichungen  der  Bahn  ergeben  sich  durch  Klimination  von  N  aus  den  Be- 
wegungsgleichungen. Indem  wir  (3)  mit  j?  multiplizieren,  das  Resultat  zu  (1)  addieren, 
gelangen  wir  zu 
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«rgiebt  sich  in  ähnlicher  Weise.  Wir  müssen  bemüht  sein  ans  diesen  zwei  Qleichnngen 
entweder  t  auszuscheiden,  oder  aus  ihnen  eine  integrable  Gleichung  herauszuziehen 
und  dann  zwischen  dieser  und  (9)  t  zu  eliminieren.  Dieses  ist  nicht  immer  möglich, 
wenn  es  gethan  werden  kann,  wird  eine  Relation  zwischen  x,  y  und  e  gefunden  werden 
and  dann  die  Bahngleichung  gegeben  sein. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  ebenen  Curve,  dann  kann  die  Ableitung  vor- 
«tehender  Resultate  genau  ebenso  erfolgen,  weil  aber  in  diesem  Falle  Z=0,  ^«  =  0, 
so  ist  dann  offenbar 

f^^X^I^.  =  X^2,%    (12)  ^^^Y^N,^Y^N%     (13) 

|^=X^  +  r|?'=P,      a4)  «2=2/(Xda:+r<l^)  +  0  =  2ySd8+C,  (15) 

j^=_rz^+Y^V^'  =  P+^,    (16) 

wobei  P  die  Projektion  der  Beschleunigung  9  des  Punktes  auf  die  Normale  der  Gurre 
im  Punkte  {xy)  ist. 

Die  letzte  Formel  wurde  zuerst  durch  L'Höpital  bekannt,  er  fand  dieselbe  bei 
•der  Diskussion  des  Problemes  der  Cnrye  gleicher  Pressung  von  Johann  Bemoulli. 

Wenn  der  ^Ausdruck  für  JV:=0  wird,  so  yerl&sst  entweder  der  Punkt  die  Curve 
oder  er  bewegt  sich  auf  ihr  frei,  d.  h.  ohne  irgend  welchen  Widerstand  zu  erfahren, 

ond  die  in  solchem  Falle  geltende  analytische  Bedingung  —  =  +  P  zeig^,  dass  beim 

^ginne  der  freien  Bewegung  die  Normalbeschleunigung  und  die  Centrifugalbeechleu- 
fiigung  gleich  und  von  entgegengesetzter  Bichtung  sein  müssen. 

Weil  {Xdx-^Ydy)  ein  vollständiges  Differential  einer  Funktion  von  o;  und  3^ 
ist,  so  ist  der  Wert  des  Integrales  dieses  Ausdruckes,  zwischen  gegebenen  Grenzen, 
finabhängig  Yon  der  besonderen  Belation,  welche,  zwischen  x  und  y  bestehend,  die 
Gleichung  der  Bahn  ausmacht.  Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  wenn  er 
«ich  aus  einer  gegebenen  Lage  nach  irgend  einer  gegebenen  Bahnstelle  bewegt,  unab- 
hängig von  der  Gkstalt  der  Bahn.  Dieses  gilt  auch  bei  der  Bewegung  auf  einer 
doppelt  gekrümmten  Curve. 

Für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  die  Bahn  yerlässt,  besteht 
die  Belation 

^         ^  ds  da         ^  ^ 

wenn  a  den  von  der  Bichtung  der  Bahnnormalen  und  der  Abscissenaze  eingeschlossenen 
Winkel  bedeutet.  Ist  femer  ß  die  Neigung  der  Bichtung  der  Beschleunigung  g>  gegen 
•dieselbe  Aie,  so  ist  X  =  ^g>c08ß,  Y=ip8inß,  mithin  auch 

i;2  =  — tpcoHßQCOSa-^-ipsinßffsina^ipQeoaia-^ß), 
Aber  es  ist  {a+ß)  der  von  den  Richtungen  der  Normalen  und  der  Beschleunigung  9> 
eingeschlossene  Winkel,  so  dass,  wenn  %  die  aus  dem  fraglichen  Bahnpunkte  in  der 
Richtung  von  9  gezogene  Erümmungssehne  bezeichnet,  x  =  ^  ^^^'^  ("  +  ß)  ist,  womit  für 
die  Geschwindigkeit  noch  die  Formel  erscheint 

^2  =  ^^X  =  2^^.  (17) 


vv«jh- ■•-•>■.▼ 
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Der  Punkt  verlässt  folglich  die  Bahn  an  der  Stelle,  wo  die  Geschwindigkeit  gleich 
derjenigen  ist,  die  er  beim  Durchfallen  des  vierten  Teiles  der  Krümmungssehne  mit 
der  Beschleunigung  ip  erlangen  würde. 

Ist  die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung  central ,  g>  ihre  Grösse ,  r  die 
Centraldistanz  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  das  Centrum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten»  dann  haben  wir  Xdx-^Ydy-h  Zdz  =z  q>dr,  womit  für  diesen  Fall  die  61ei> 
chungen  (8)  und  (9)  übergehen  in 

ä^8        dr     ,.«.  «      rds\^ 


dT2  =  Ts'    (^^^ 


tj2 


=  U)=V^^'-+^^-  (1^) 


Erste   Abteilung. 
Bewegung  eines  Punktes  im  leeren  Räume. 

Erster  Abschnitt. 

Die  von  dem  Punkte  zu  durchlaufende  Bahn  ist  gegeben. 

a)  Die  RiehtDOg  der  Besehlenoignag  ist  parallel  zn  einer  festen, 

gegebenen  Geraden. 

1.    Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  beliebigen,  doppelt 
gekrümmten  Linie.    Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  zu  untersuchen. 

Den  Punkt  O  der  Bahn  AB  (Fig.  61)  nehmen 
wir  zum  Ursprünge  des  rechtwinkeligen  Coordinateu- 
systemes,  die  Axen  der  x  und  der  y  horizontal,  die 
Axe  der  z  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der  Falt- 
beschleunigung ff.  Mo  sei  der  Ort  der  Anfangsla^'e 
des  Punktes  mit  den  Coordinaten  a?o,T/o»^oi  daselbst 
die  Geschwindigkeit  v  =  vo.  Im  vorliegenden  Falle 
ist  ^Y  =  0,  y  =  0,  Z  =  ff^  so  dass  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  sind 


cV-x 


=  N. 


^  -N 


d^ 


=  ff-h  i\v,      iV  =  iV,2  4-  Ny^  -4-  A',2. 


Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  haben  wir 


v 


=  2/{^Ydx'i-Ydy-hZdz)-hC=2/ffd2-{'C=2ffZ'{-C, 


und  weil,  mit  Rücksicht  auf  die  fraglichen  Werte  für  die  Anfangslage. 

C  =  vo^-'2ffZQ, 

v2  =  ro2  +  2ff(z  —  zo)  =  (i'o*  -^ffzo)  -+-  2ffZ.  (1> 

Die  Geschwindigkeit  ist  mithin  von  der  Gestalt  der  Bahn  unabhängig,  sie 
ist  dieselbe,  so  oft  der  Punkt  dieselbe  Horizontalebene  passiert.  Die  (1) 
kann  auch  geschrieben  werden 


L 
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Der  Unterschied  der  Oeschwindigkeitshöhen  ist  stets  gleich  der  Differenz 
der  Ordinaten  der  fraglichen  Bahnpunkte. 

Bezüglich  des  Verhältnisses  der  Geschwindigkeit  ro  zu  der  Ordinate  z^ 

sind  die  drei  Fälle  ^  ^  ^o  zu  unterscheiden. 

1)  -7-<^o»  Hi^r  wächst  die  Geschwindigkeit  mit  ^,  im  tiefsten 
Sahnpunkte  wird  sie  zu  einem  Maximum,  von  da  ab  steigt  der  Punkt, 
seine  Geschwindigkeit  verschwindet  mit  2  =  20  —  ö~»  so  dass  er  über  die 

Anfangslage  um  die  Geschwindigkeitshöhe  ^^"  hinaussteigt,  und  dann  eine 
schwingende  Bewegung  zwischen  den  Punkten  mit  den  Ordinaten  z  = 
^„  -  ^  annimmt. 

\» 

2)  ^--  =  ^0-     Hier  ist  v^=i2pz,  die  Geschwindigkeitshöhe  gleich 

der  Ordinate.  Die  Geschwindigkeit  v  wird  in  der  tiefsten  Bahnstelle  zu 
«inem  Maximum,  von  da  an  steigt  der  Punkt  nach  der  Ebene  der  xy 
hinauf,  kann  dieselbe  aber  erst  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit  er- 
reichen, was  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  15  nachgewiesen  wird. 

3)  ^  >  ^0«     Diß  Geschwindigkeit  v  verschwindet  hier  erst  für  ein 

negatives  ^,  d.  h.  der  Punkt  steigt  über  die  horizontale  Goordinatenebene 

hinaus  bis  zur  Höhe  77 zq,    Ist  die  Curve  geschlossen  und  ihr  höchster 

Punkt  Coordinatenursprung,  dann  kann  z  nie  negativ  werden  und  macht 
der  Punkt  Umläufe  in  der  Bahn.  Im  vorliegenden  Falle  ist  die  Beschleu* 
nigung  des  Widerstandes 

wenn  /  den  von  der  Richtung  der  Bahnnormalen  und  der  Axe  der  z  ein- 
geschlossenen Winkel  bezeichnet.    Im  tiefsten  Bahnpunkte  ist,  weil  für 

ihn  y  =  0,  N=g-^ — ,  an  der  höchsten  Stelle  der  Bahn ,  wenn  sie  ge- 

e 

schlössen  ist,  N=  g • 

2.     Der  höchste  Punkt  einer   vertikalen  Kreislinie  ist  durch   eine 
Sehne  mit  einem  beliebigen  anderen  Punkte  dieser  Curve  verbunden.    Auf 


r« 
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dieser  Sehne  bewegt  sich  von  ihrer  höchsten  Stelle  aus  ein  schwerer  Punkt 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  za  unter- 
suchen. 

Es  sei  (Fig.  62)  AI>   der  vertikale  Durchinesser 

des  Kreises,  ud  J3  die  Sehne,  auf  welcher  der  Punkt  sich 
bewegt,  2^B AD=^a,  Bi>die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  B  und  £>,  B  der  Ort  des  schweren  Punktes  zur 
Zeit  ^,  letztere  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  an^ 
^P  =  *,  -äZ>  =  2a,  AB  —  L  Zerlegen  wir  die  an  dem 
Punkte  wirkende  Fallbeschleunigung  in  ihre  Gomponenten 
parallel  und  senkrecht  zu  der  Bahn  AB^  so  sind  die- 
selben gcoea  und  geina^  und  wir  erhalten 

0/^8  eis 

^ffcosa,     sodass     ^  =iv  =^  gcosa^t,  (1) 


dt^ 


ds 


denn  die  Integrationskonstante  verschwindet ,  weil  mit  ^  =  0,  3-  =  0  ist. 

dt 

Dieses  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Zeit  direkt  proportional  ist. 

Die  Integration  der  (1)  giebt 


s  =  ^gcosa.t^ 


(2) 


und  ist  auch  jetzt  die  willkürliche  Eonstante  gleich  Null ,  weil  s  und  t 
gleichzeitig  verschwinden.  Die  Bewegung  des  Punktes  auf  der  geneigten 
Geraden  AB  ist  mithin  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Bezeichnet  T 
die  zum  Durchlaufen  der  ganzen  Länge  der  Sehne  AB  =^  l  erforderliche 
Zeit,  so  ist,  weil  dann  s  :=l  =  2aco8a^ 


1 


2acosa  =  ^gcosa.  T\     mithin 


T=2]/^. 


(3) 


Dieses  Besultat  ist  unabhängig  vo(i  der  Yertikalneigung  der  Sehne  AB^ 
so  dass  das  Durchfallen  aller  solcher  Sehnen  in  derselben  Zeit  erfolgt, 
eine  schon  von  Galileo  erkannte  Eigenschaft  des  Kreises.  Ziehen  wir  zu 
B  D  durch  A  eine  Parallelsehne  A  D\  dann  ist  klar,  dass  die  Gerade  B  2> 
in  derselben  Zeit  durch&llen  wird,  wie  die  Sehnen  A  D\  resp.  A  Z>,  folg- 
lich werden  auch  aUe  nach  dem  tiefsten  Punkte  des  Kreises  gehenden 
Sehnen  in  der  nämlichen  Zeit  durchfallen. 

Die  Beschleunigung  des  Wideijstandes  ist  der  Normalcomponent« 
von  g,  absolut  genommen,  gleich,  es  ist  N  =• — ^«n«  während  der 
ganzen  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Geraden  konstant. 

Wolff,  Elementa  Matheseos  Universae,  Tom.  II,  p.  58. 


3.    Es  ist  gegeben  in  einer  Vertikalebene  (Fig.  63)  ein  Punkt  Jf» 
und  eine  Gerade  O.    Durch  Mq  soll  eine  Gerade  so  gelegt  werden,  damit 
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Figur  63. 


ein  auf  ihr  von  Mq  aus  faUender  Punkt  die  Gerade  G  in  der  kürzesten 
Zeit  erreicht. 

Legen  wir  durch  J/q  i^  der  Ebene  von  Mq  und 
G  einen  Kreis  so,  dass  er  in  Mq  seinen  höchsten 
Punkt  besitzt  und  die  Gerade  G  in  A  berührt,  und 
ziehen  die  Gerade  Mo  Ä ,  dann  ist  letztere  die  ver- 
langte Linie  nach  der  Lösung  der  vorhergehenden 
Aufgabe.  Ziehen  wir  durch  Mq  in  der  Ebene  von 
Mq  und  G  eine  horizontale  Gerade  JCJC  und  eine 
vertikale  Gerade  Mo  E,  dann  muss  erstere  den  erforderlichen  Kreis  be- 
rühren, letztere  seinen  Mittelpunkt  enthalten.  Ist  Z>  der  Schnittpunkt 
der  Linien  XX  und  G ,  so  machen  wir  AD  =  D Mo^  alsdann  ist  A 
der  gesuchte  Berührungspunkt  und  Mo  A  die  verlangte  Gerade.  Der 
Mittelpunkt  C  des  Kreises  liegt  im  Schnittpunkte  der  Vertikalen  Mo  E 
und  der  Halbienmgslinie  des  Winkels  Mo  DA,  Legen  wir  von  Mo 
eine  andere  Gerade ,  etwa  Mo  Ki ,  nach  dem  Punkte  Ki  von  G ,  dann 
schneidet  diese  den  Kreis  in  K,  die  Bahnen  Mo  A  und  M^  K  werden  von 
dem  schweren  Punkte  in  gleichen  Zeiten  beschrieben  und  er  hat  noch 
eine  gewisse  Zeit  t'  nötig,  um  von  K  nach  Ki  zu  gelangen.  Dieses  gilt 
von  jeder  weiteren  durch  Mo  nach  G  gezogenen  Geraden,  so  dass  wirk- 
lich J/o  A  die  gesuchte  Linie  ist.  Wenn  die  gegebene  Gerade  G  hori- 
zontal, dann  ist  ofTenbar  die  verlangte  Linie  die  von  Mo  auf  G  gefällte 
Senkrechte. 


4.  In  einer  Vertikalebene  ist  ein  Punkt  und  ein  tiefer  liegender 
Kreis  gegeben.  Welche  Gerade  muss  ein  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
von  Mo  ausgehender  schwerer  Punkt  durchfallen,  damit  er  den  Umfang 
des  Kreises  in  der  kürzesten  Zeit  erreicht? 

Ist  (Fig.  64)  Mo  die  Anfangslage  des  schweren 
Punktes,  K  der  in  der  kürzesten  Zeit  zu  erreichende 
Kreis,  so  ist  offenbar  die  Ankunftsstelle  auf  diesem 
Kreise  der  Berührungspunkt  des  gegebenen  und 
eines  Kreises  mit  dem  Scheitel  Mo.  Legen  wir 
daher  durch  den  Mittelpunkt  C  des  gegebenen 
Kreises  K  eine  Vertikale  DCE  und  verbinden 
den  Schnittpunkt  E  dieser  Linie  und  des  Kreises  mit  Mo  durch  eine  ge- 
rade Linie,  so  ist  Mo  A  E  die  Gerade,  auf  welcher  der  Punkt  fallen  muss, 
und  A  sein  Ankunftsort  auf  dem  Kreise  K.  Es  ist  dann  nämlich  A  der 
Berührungspunkt  des  Kreises  K  und  desjenigen  Kreises,  welcher  die  hori- 
zontale Gerade  Mo  X  zur  Tangente  hat,  dessen  Mittelpunkt  Cx  auf 
der  Vertikalen  durch  Mo  und  dem  Strahle  CA  liegt.     Mit  CD±.MoX 


Figur  64. 


-'  j»rv»^T^f  ■ 
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und  =  a,  CE  =  r,  MqD  =  b,  2i.Ci  3Io  E=a  ist  die  VertikalDeigung 

der  zu  durchfallenden  Linie  durch  die  Relation  gegeben  tga= » 

und  für  die  Länge  des  zu  durchlaufenden  Weges  haben  wir 
M^A^  MoE'-AE=^/Jß^^h?i^b^  —  2rco8a 

6.  Von  dem  einen  Endpunkte  des  horizontalen  Durchmessers  eines 
vertikalen  Kreises  sind  zwei,  die  Centriwinkel  a  und  2a  umspannende 
Sehnen  gezogen.  Von  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Sehnen  aus 
bewegt  sich  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  jeder  derselben  ein  schwerer 
Punkt  und  ist  die  Zeit  herab  die  letztere  nmal  grösser  als  diejenige  herab 
die  erstere  Sehne.     Wie  gross  ist  «? 

Sind  Zi,  Z2  die  Längen  der  zwei  Sehnen,  ^1,  t^  die  Zeiten,  in  wel- 
chen sie  durchlaufen  werden,  dann  ist 

(2      -^ 
k' 


womit 


^2    €08  a         «  cos  a 

=  n^ 

a 


t^ 


C08^ 


C08-^ 


Aber  durch  die  Geometrie  ist,   wenn  r  den  Halbmesser  des  Kreises  be- 
zeichnet, 

Z2  =  2  r  sin  a, 


a 


folglich 


li  =  2r  sin-^1 


sin  a         „  cos  a 
=  n^ 


n^  cos 


a 


sin- 


und  daher   co8a  = 


a 

1 


a  =  2  eoa^  ^  =^  ^  "*"  <^<'*  «• 


^,_j.  a  =^  arc (cos  =  ^-^y 

Walton,  p.  300. 

6.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  aus  der  Ruhe  auf  einen  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  liegenden  Kreisbogen  herab;  die  Tangente  in  seinem  tiefsten 
Punkte  ist  horizontal.  Zu  vergleichen  die  anfängliche  Beschleunigung 
herunter  die  Curve  mit  derjenigen  entlang  die  Sehne,  wenn  der  Bogen 
unangebbar  klein  ist. 

Es  sei  (Fig.  65)  A  der  tiefste  Punkt  des  Bogens ,  T 
der  Schnitt  der  Tangente  in  ifo,  der  Anfangslage  des 
Punktes,  mit  der  Tangente  in  A,  ip  die  Beschleunigung 
in  Mo  herunter  den  Bogen,  xp'  diejenige  herab  die  Sehne 
3£oA,  2tMoAT=0^=2iAMoT. 

Die  Beschleunigungen  sind  \p=gsin2x}^,  \p'=p8m&. 
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folglich  ist  tfjitfj'  =  stn2i^:sin&^2co8&,  und  daher,  wenn  der  Bogen 
unendlich  klein  ist,  tp  =  2xp\ 

Sanrin,  M^moires  de  TAcadömie  des  Sciences  de  Paris,  1724,  p.  70. 
Liouville,  Ib.  p.  128.       Courtivron,  Ib.  1744,  p.  884.      Walton,  p.  299. 

7.  Die  grosse  Axe  einer  Ellipse  ist  vertikal.  Ein  schwerer  Punkt 
durchfällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  einen  Radiusvektor  von  dem  oberen 
Fokus  aus  in  der  kürzesten  Zeit.  Welches  ist  die  Lage  dieses  Fahr- 
strahles? 

Die  Polargleichung  der  Ellipse,  mit  genanntem  Brennpunkte  als 
Pol,  ist  r  =  -z .     Der   auf  irgend   einem   Fahrstrahle   von   dem 

schweren  Punkte  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  ist  e  =  -ffco8&.t^. 
Mithin  ist  die  zum  Durchlaufen  eines  Fahrstrahles  erforderliche  Zeit,  weil 

dann  ^  =  r,         t=^( tttt^ 7r:V-  Damit  diese  Zeit  ein 

\g cos Ö-yl  -\-  e cos d^)J 

Minimum  werde,  muss  cos  d^  {1 '\- e  cos  d)  ein  Maximum  sein.  Dieses  ist 
der  Fall,  wenn  sin ^  =  0 ,  oder  cosd  =  —  ^r-  ist.     Wenn  <» <  ^ »  "luss 

demnach  ^  =  0,  wenn  <?  >  «  »  ^  =  ötrc  (cos  =  —  ^^  sein,  damit  die 
Ellipse  in  der  kürzesten  Zeit  erreicht  werden  kann. 

8.  Die  Axe  einer  Parabel  ist  vertikal.     Nach  welcher  Stelle  muss 

« 

aus  dem  Brennpunkte,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  auf  einem  Fahrstrahle 
ein  schwerer  Punkt  fallen,  damit  er  die  Curve  in  der  kürzesten  Zeit  er- 
reicht? 

V  .    1 

Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  r  =  ^ — -»  mithin  ^gcosS^.t^ 

=:; — ^ — -»  SO  dass  die  Fallzeit  t  =  ( r-rr^ t:^^-    Die  Zeit  wird 

1  —  cosd^  y^cosd^yl  —cos&jj 

zu  einem  Minimum  mit  cos&  =  ^y  für  welchen  Wert  ^  =  2  F  —  i  r=2p 

2  9 

ist,  was  zeigt,  dass  derjenige  Fahrstrahl  durchfallen  werden  muss,  dessen 
Länge  gleich  dem  Parameter  der  Parabel  ist  Die  Scheitelgleichung  der 
Parabel  für  rechtwinkelige  Coordinaten  ist  y^  =  2i)oc.  Daher  sind  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  des  in  der  kürzesten  Zeit  zu   erreichenden 

Curvenpunktes  x  =öi^-t-2 2>  cos ^=Ttp  +  p  =öZ^i     V—r   ^PöP  =pV^* 
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9.  Ein  schwerer  Punkt  fallt  auf  dem  Bogen  A  O  (Fig.  66)  einer 
semikubischen  Parabel,  ihre  Axe  OJC  ist  vertikal  und  ihre  Spitze  O  der 
tiefste  Punkt.  Welches  ist  die  Fallzeit  aus  einem  gegebenen  Punkte  A 
nach  der  Spitze  O? 

Ix  Es  seien  OM^  x,  MP  =  y  die  Coordinaten  ein© 

beliebigen  Bahnpunktes  P.    Im  vorliegenden  Falle  ist 
JC= — ^,  y=0,  Z=0,  daher  sind  die  Gleichungen 
für  die  Bewegung  des  Punktes 
T        d^8  dx 


0 
Figur  66. 


dt'^ 


=  —9 


ds 


(1) 


ay^  =  x^f 


(2) 


WO  (2)  diejenige  der  vorgeschriebenen  Bahn  ist. 

Die  Integration  der  (1)  giebt,  wenn  h  die  anfängliche  Höhe  des 

ds 
schweren  Punktes  über  der  Axe  der  y  bezeichnet  und  anfangs  -7-  =  0  ist, 


Aus  (2)  folgt 

/-        *  9 

yy  a  =  x\  ady^  =jxdx^, 

womit  (3)  übergeht  in 
9x-hia  /'dx 


(3) 


ad8^  =  j{9x  +  4a)da!^. 


4a 


(If)  =2^(A-a;).    oder    dt= - 


2V2a, 


7/9  «  4-  4  a  , 


h  —  X 


Das  negative  Zeichen  ist  gewählt,  weil  x  mit  wachsendem  t  abnimmt 
Setzen  wir  z^  =  9x  -¥•  4ay  so  wird 


dt  = 


■z-z  d  z  =  — 


z^  dz 


und  wenn  wir  noch  4  a  -*-  9  &  =  /9*  setzen 


:  » 


BY2agY4a'h9k  —  z 


dt= 7= 


,2 


dz 


folglich       t 


=  c ^f-^ 


Nun  ist  anfangs  <  =  0,  z*  =  /?*,  daher 
0  =  G  — 


3V2ä;^2''  2 


und  erhalten  wir  durch  Elimination  von  C 


t  = 


so  dass,  wenn  wir  noch  für  ß  und  ^  die  Werte  substituieren, 
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t  = 


^^f2ag 


8     r / 


+  ^(9A  +  4«)««(.»  =  /»£iAf)}.       (4> 

TVenn  der  Punkt  in  der  Spitze  ankommt ,  ist  a?  =  0 ,  daher  die  ganze^ 
Fallzeit,  welche  T  sein  möge, 


T= 


3-Vl^|'^'"-"^''*-^'">°"('^  =  '^9»Tra)|-       <"> 


Walton,  p.  804. 


10.  Ein  schwerer  Punkt  befindet  sich  in  dem  Scheitel  einer  Parabel 
mit  vertikaler  Axe  mid  ftUt  auf  ihrer  Konvexseite  mit  einer  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeit.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  aa 
einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  haben  wir  die  Belation 


v^ 


N=P± 

Im  vorliegenden  Falle  ist  P  —  g-^^  und  für  die  Centrifugalbeschleuni- 
gung  ist  das  Minuszeichen  zu  nehmen,  so  dass 


Mit  2/*  =  4  m  a?  als  Gleichung  der  Bahn   ist  ;t^  =  iK ' 


2      .  .2 


^=  —r^(m  H-  0?)  »  femer  haben  wir,  wenn  h  die  der  Anfangsgeschwindig- 

keit  zukommende  Fallhöhe  bezeichnet,  Ty^  =  2  g  {x  +  h)^  womit  sich 
ergiebt 


N  =  g{m-k)]/- 


m 


Wenn  A  =  m,  so  ist  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  gleich  NuU^ 
der  Punkt  beschreibt  die  Parabel  frei.  Wenn  A>m  wäre,  dann  würde, 
weil  N  im  vorliegenden  Falle  nicht  negativ  sein  kann,  gleich  anfangs  ein&  . 
von  der  gegebenen  Bahn  abweichende  krumme  Linie  beschrieben.  Würden 
wir  dagegen  voraussetzen,  dass  sich  der  Punkt  in  einer  unendlich  dünnen 
parabolischen  Röhre  bewege ,  und  h>m  sei ,  dann  kann  N  negativ  sein^ 
es  würde  in  diesem  Falle  die  Bewegung  so  beschaffen  sein,  als  wenn  der 
Punkt  auf  der  Eonkavseite  der  parabolischen  Bahn  sich  befände. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  64.    Walton,  p.  314. 
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11.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  mit  gegebener  Änfang^eschwin- 
;keit  va  anf  der  konvexen  Seite  eines  vertikalen  Kreises.  Welches  ist 
■  Ort,  wo  er  die  Curve  verlässt? 

Es  sei  (Fig.  67)  O  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  AO 
j  sein  vertikaler  Halbmesser,  P  die  Anfangslage  des  schweren 
Punktes,   Q  der  Ort  seines  Abganges.     PM,   QN  seien 
horizontale  Linien,  OA'^y,  NQ=w,  OA=at  O M=h. 
Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Fignr  07.       Zeit  ist  gegeben  durch 

v^='if—gdy  +  G,     sodass     v^=C-'2gy, 
\  weil  mit  (  =  0,  n  =  vq,  t/  — ä,  also  C  =  Va^  -h2g1i, 

v^  =  v„^-^1g{h~y).  (!) 

!  Beschleunigung  des  Widerstandes  ist 
dx      v^ 

s  der  Kreisgleichung  it'  +  t/*  — a^  folgt  -—  =  --,  ^=a,  mit  welchen 
frten  sich  ergiebt 

der  Abgangsstelle  von  der  Bahn  ist  A'=0,  womit  aus  (3)  für  die 
linate  des  Abgangspunktes  folgt 

litzt  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit,  dann  erhalten  wir  au$ 

2 
mit  Wo  =  0,  y  — ^A,  und  wenn  in  diesem  Falle  die  Bewegung  von 

n   höchsten  Punkte  des   Kreises  aus  beginnt  ?/  =  -a.      Verbinden 

den  höchsten  Punkt  und  die  Abgangsstelle  des  Kreises  durch  eine 
ine,  deren  Vertikalneigung  a  sein  möge,  so  ist  noch  im  letzten  Falle 

x=NQ:NÄ=]/a^-Qay:^a=y5.     oder     a=arc{tg=\l). 

Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  175.    Walton,  p.  31a. 

12.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  kontinuierlich  in  einen  Kreis 
frgehenden  Curve  und  bewegt  sieh  auf  der  Innenseite  des  KreisöB  weiter. 
rve  und  Kreis  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Die  Höhe,  welche  der 
□kt  bis  zum  Übergang  auf  den  Kreis  zu  durchfallen  hat.  ist  gleich  B; 

Übergangstangente  ist  hoiizontal  und  liegt  der  Kreis  so,  dass  der  Punkt 
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auf  ihm  zuerst  aufsteigen  muss.    Wie  gross  darf  der  Halbmesser  des 
Kreises  höchstens  sein,  damit  der  Punkt  die  Bahn  nicht  verlässtP 

Ist  (Fig.  68)  Mo  AB  die  Bahn,  AM  die- 

Tangente  im  tiefsten  Punkte  an  den  Kreis,  alsa 

jT   \         /    i    \       das  Lot  MqM  auf  AM  gleich  H,  r  der  Kreis- 

radius,  v  die  Geschwindigkeit  im   tiefsten  Punkte- 
—   A,  Vi  diejenige  im  höchsten  Punkte  B  des  Kreises,. 

dann  haben  wir 
v^  =  2gH,         vi2  =  2^(fl— 2r). 
Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  im  höchsten  Punkte  B  des  Kreisen 

Vi  2 

ist  iV= — ^-1--    ,  demnach  muss,  wenn  der  Punkt  die  Bahn  nicht  ver- 


3f 


Figur  68. 


lassen  soll,  die  Bedingung  erfüllt  sein 


Vi 


--Si^i    folglich  auch    r^^vi 

T 


2^(ja'— 2r),  d.  i.  r^-H. 


Mithin  ist  der  Badius  des  Kreises  kleiner  als  ^   der  Fallhöhe  H,  durch 

ö 

welche  der  Punkt  seine  Eintrittsgeschwindigkeit  in  die  tiefste  Bahnstelle- 
erlangt,  zu  nehmen. 

13.  Ein  schwerer  Punkt  steigt  auf  der  konvexen  Seite  einer  loga- 
rithmischen Linie  herab;  die  Curve  liegt  in  einer  vertikalen  Ebene  und 
ihre  Asymptote  ist  horizontal.    Wo  verlässt  der  Punkt  die  Curve? 

Es  sei  (Fig.  69)  P  die  Anfangslage  des^ 

Y   Punktes,  Q  der  Ort,  wo  er  die  Curve  verlässt» 

PM,  QN\\OY,  OM=h,  ON=xuni  di& 

Gleichung  der  Bahn  y  =  ml  (a).   Die  Eeaktions- 

beschleunigung  ist  hier 


■xT         dy      v^ 
N=  g~ 


(l> 


dy 


Aus  der  Bahngleichung  folgt  -^  = 


m 


Q  = 


mx 
durch  (1)  ergiebt 


ds       y^2  _  ^2 
ferner  ist  v^  ^2g{x  —  h)^  mit  welchen  Werten  sieb 


^=-. 


gm 


-2a- 


{x  —  A)  mx 


(2> 


Aus  (2)  folgt  sich  nun  mit  N=0  die  Abscisse  der  Abgangsstelle,  sie  ist 
und  ihre  Ordinate  ist  ____^ 
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Würden  wir  die  Bahngleichung  y  =  la  (je)  zugrunde  gel^  und  A  =  l,  (a\ 

igesetzt  haben,  dann  hätten  wir  bekommen  ^  =  — MÄ-)- yT~+~Z^A-!. 

Fontana,  Heinoire  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  182. 

14.  Ein  schwerer  Punkt  fJUt  auf  einer  Cycloide.  Die  Curve  liegt 
in  einer  vertikalen  Ebene,  ihre  Basis  ist  horizontal  und  ihr  Scheitel  ihr 
tiefster  Punkt.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  soll  untersucht  werden. 
Es  sei  (Fig.  70)  B  CK  die  Grnndlinie  der  Cycloide 
A  ihr  tiefster  Punkt,  A  Ursprung  der  Coordinateu. 
die  Horizontale  A  X  Ahscissenaie,  die  Vertikale  A  V 
Ordinatenaxe.  Der  Erzeugongskreis  vom  Durchmesser 
2a  bewege  sich  auf  B  C  von  B  nach  C,  so  dass  füi 
eine  beliebige  Lage  desselben  die  Strecke  B  C  gleifh 
dem  Bogen  CZ>  ist.  Ziehen  wir  durch  den  Mittel- 
punkt .Sf  des  Erzeugungskreises  dieLinienCJ",!)  JS,  setzen  2JlCJf  Z)  =  9. 
machen  EÖWAX,  so  dass  GE  =  x,  AO  =  y  die  Coordinaten  äs 
•Cycloidenpunktes  E sind,  dann  haben  wir  Bogen  CD  =  Bogen EF  =  aq, 
jc=GE=GN-i-NE=BC+NE.     Nun  ist   .BC  =  Bogen £/"=: 

-=a<f=:aarc( 008=^1^^  —  aarcCcot  — ^\  J\'E=vEM'—NM'- 

=  Ya^  —  (a  — y)«  =  '\/2ay  —  y^,  folglich  die  Gleichung  der  Cycloide 

x  =  V2o,v  — jf'  +  a  are  (cot  =-^^\  (I) 

Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  besteht  die  Relation 

v^  =  -2fgdy  +  C=-2gy^C. 
Ist  fidie  Anfangslage  des  schweren  Punktes,  AJ=h  seine  Ordinate,  daon 
ist,  weil  beim  Beginn  der  Bew^ng  t  =  (i,  v  =  0,  y  =  h,  C=2gh. 
folglich 

v^  =  2g{k-y).  (21 

Die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  v  auf  die  Coordinatenaxeo  sind 

.■.  =  «^.        v.  =  A  (3) 

ds  '  ÜB 

Ans  (1)  geht  hervor,  dass 

^  -  7/2  q  —  y,       ^  _  i/y  a) 

da       '        2a  dt       f^    2a 

und  es  ist  mit  (3),  (4)  und  (2) 

«.  =  /fV(Ä"-3/)(2<i-y),     (5)  %  =  /|V(A-t/)y.  [61 

Die  Horizontalgescbwindigkeit  Vx  ist  abhängig  von  h  und  y ,   sie  ist  für 
jede  Lage  des  Punktes  am  grj)3st«u,  wenn  h  =  2a  ist,  in  welchem  FsUe 
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^  --  ]/  R  (2  a  —  y).    Das  absolute  Maximum  tritt  mit  y  =  0  ein,  es  ist 
^    a  

im  Scheitel  der  Bahn  Vx  =  V^  ff  ä.  Damit  die  Vertikalgeschwindigkeit  Vy 
ein  Maximum  werde,  muss  {h  —  y)r/  ein  Maximum  sein,  was  mit  .v  =  « 

der  Fall  ist,  so  dass  Vyma«=  o'v      »  ^^s  in  der  Mitte  des  vertikalen 

Weges  des  Punktes  eintritt.  In  der  Anfangslage  und  für  den  Scheitel 
ist.  Vy  ein  Minimum,  nämlich  gleich  Null. 

Die  Zeit  folgt  aus  (6)  mit  Vy  =  -—,  wodurch,  da  mit  wachsendem  t 

Cv  t 

y  abnimmt, 

Oyhy  —  y^         ^^  '     ff^h   Yhy  —  y^ 

t  =  y  -aTe(eos  =  ^-^y  (7) 

Für  die  Zeit  T,  welche  der  Punkt  nötig  hat,  um  nach  der  tiefsten  Bahn- 
stelle zu  gelangen,  erhalten  wir  aus  (7)  mit  y  =  0 

T=nV~^'  (8) 

ff 

Die  ganze  Fallzeit  des  Punktes  ist  sonach  von  seiner  Anfangslage  unab- 
hängig. Diese  mechanische  Eigenschaft  der  Cycloide,  durch  welche  sie  den 
Namen  einer  tautochronischen  Curve  erhalten  hat,  wurde  zuerst  von 
Huyghens  entdeckt.     (Horolog.  Oscill.  Pars  II.) 

Eine  andere  Bestinmiung  der  Fallzeit  ist  die 
folgende.  Es  sei  (Fig.  71)  2>  die  Anfangslage  des 
Punktes,  E  sein  Ort  nach  der  Zeit  t.  Ziehe  EMN 
horizontal,  den  Erzeugungskreis  in  seiner  Mittellage  in 
in  dem  Punkte  M  schneidend,  die  Geraden  ÄM^BM^ 

Figur  71.  .     -.        T  :,.         A 

dann  ist,  wenn  angenommen  wird,  dass  die  Axe  B  A 
die  Fallbeschleunigung  darstellt,  die  zur  Bahntangente  in  E  parallele  Ereis- 
sehne  MA  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  E  und  MB  seine  Normal- 
beschleunigung, welche  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  hat,  folglich 
(Beschleunigung  herunter  die  Curve) :  g=MA :  JB^= 2 .  MA :  2 .  BA = AE\  AC. 

Ist  nun  Bogen  AE=^8,  AC  =  l,  Bogen  AD  =  So^  so  ist  die  Beschleu- 

ff 
nigung  herunter  die  Curve  y^,  daher 

dh  _       s 

dt^^"  1^' 

ds 
Multiplizierend  mit  2^  und  integrierend,  wird 


j 


c 
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ydt) 


ds 


Aber  für  die  Anfiingsl^e  ist  *  =  «o.  y"  =  0»  folglich  C=8o*,  mithin 


d 


Q  =•'=!(*•-')■ 


Weiter  haben  wir 


dt       '^    l  ^   "^  '   /  ^    yA  Yso^  —  s^ 


t 


=  yL  a/rc  fcos  =  — \ 


s 

9        ^  *o 

Für  den  Scheitel  der  Bahn  ist  «  =  0,  daher  die  ganze  Fallzeit 


T-lYl 


=  2y  —  arc  fcos  =  — \ 


Weil  nun  Z  =  4  a  =  dem  doppelten  Durchmesser  des  Erzeugungskreises 
ist,  so  haben  wir  auch 

9 
Die  Curve  der  Krümmungs- 
mittelpunkte C  Cl  C  (Fig.  72)  der 
Cycloide  besteht  bekanntlich  aus  zT?ei 
Cycloidenhalbbogen,  welche  kongruent 
den  Halbbogen  Cf  A^  C -4  der  Cy- 
cloide sind.  Denken  wir  uns  nun  die 
Evolute  GGx<y  der  Cycloide  GAC\ 
einen  Faden  von  der  Länge  4  a,  dessen 
eines  Ende  fest  mit  dem  Punkte  C], 
dessen  anderes  Ende  mit  dem  schweren 
Punkte  P  verbunden  ist  und  versetzen  den  Punkt  P  in  Schwingungen,  so 
bewegt  sich  dieser  offenbar  auf  der  Cycloide  CA  C\  Der  Faden  Ci  P 
schneidet  die  Basis  CG'  der  vorgeschriebenen  Bahn  in  einem  gewissen 
Punkte  JP,  welcher  von  C\  während  der  Bewegung  um  eine  veränderliche 
Strecke  entfernt  ist.  Die  Bewegung  dieses  Punktes  F  wollen  wir  jetzt 
untersuchen.  Es  sei  AM  =  y,  MP  =  x^  dann  ist  die  Gleichung  der 
Bahnnormalen  PE,  Yfo  E  der  dem  Punkte  P  entsprechende  Krünmiungs- 
mittelpunkt, 


dy 


h 


Aber  für  den  Punkt i?' ist y  =  ^5  =  2a,  x  =  BF=  x  —  (2a  —  y)-r 


dx 
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=  a?  —  Y2a2/  — y*  ^awrc (cob  =  - — ^\  mit  (1).    Ferner  ist  C J"  = 

SC  —  BF  =■  an-- a  eure  (cos  =         ^\ 

Folglich  haben  wir  für  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  jP 

Nun  ist  Tt-^  =  — ,  "^Tf  ^   ^®^  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  = 
V2^(2a  — y),  mithin 

YZay  — y"^    2a 
Demnach  ist  die  Bewegung  des  Punktes  F  eine  gleichförmige. 

15.    Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Innenseite  eines 
vertikalen  Kreises.    Math^[natisches  Pendel. 

Der  Punkt  bewege  sich  auf  dem  Bogen  BAC 
(Fig.  78),  dessen  tiefster  Punkt  A^  dessen  Mittel- 
punkt O  ist.  B  sei  die  Anfangslage,  D  eine  be- 
liebige Lage  zur  Zeit  ^  gerechnet  vom  Beginn  der 
Bew^ung,  des  schwingenden  Punktes.  Femer  seien 
die  Geraden  BG^  DF  horizontal.  Wir  setzen 
2i.A0B  =  a,  2i.A0D=^»,  OA  =  a=^  der 
Pendellange,  OE  =  h.  O  sei  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes,  OA  Axe  der  y,  positiv  vertikal  abwärts.  Ist  vo  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  in  der  Anfangslage,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  an 
einer  beliebigen  Bahnstelle  gegeben  durch 

t?«  =  2y^  dy  +  C=  t7o*  +  2  ^  (y  —  A), 

oder,  weil  y  :=  aeoad'^  h  =■  acosa^ 

t:)  •  (1) 

Die  Länge  des  in  der  Zeit  t  durchlaufenen Bogens B D  isb  =  $  =  a{a  —  S)^ 
also  ds=  —  add'^  demnach 

Ta-^^^  =  t;()2  +  2  äff  {cos  &  —  cos  a),  (2) 

woraus  folgt  ^ 

t=C-af  , ^^ -•  (3) 

^    yvQ^'h2aff{cosd'  —  cosa) 

Die  Differentiation  der  Gleichung  (2)  giebt 

^-f-^.m*  =  0.  (4) 

dt^       a 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  14 


J  i  > 
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¥ 


V. 

h 

Mi 


•«1  •■ 


,"" ' 


I 


Dieses  ist  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  unseres  Problemes, 
welche  gewöhnlich  die  Pendelgleichung  genannt  wird. 

Die  Gleichung  (3)  giebt  die  Zeit  für  einen  bestinunten  Schwingmigs- 
bogen  &.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  zunächst  i;o  =  0  an,  indem 
offenbar  die  Anfangsgeschwindigkeit  durch  einen  entsprechenden  Schwingangs- 
Winkel  a  ersetzt  werden  kann,  so  dass 

■**  (5) 


='-nf- 


Gewöhnlich  ist  der  Schwingungswinkel  a  verhältnismässig  klein  und  unter 
dieser  Voraussetzung  kann  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Olei- 
chung  (5)  auf  mehrfache  Weise  bestinunt  werden. 


Erste  Integi:ation.  Mit  co8&=l  —  2sin^] 


cosa=  1  — 2  ein^  ^- 


und  wenn  wir,  da  x^  und  ^  gewöhnlich  sehr  kleine  Bogen  sind,  den  Sinus 

mit  dem  Bogen  vertauschen,  wird 

t^C^]/^f-yM==..     t  =  y^arc(cos  =  ^\  (6) 

'^     9^Ya^  —  &^  ^    ff        ^  «^ 

Die  willkürliche  Konstante  verschwindet,  weil  mit  <  =  0,  ^  ^  «  ist. 

Mit  ^  =  0  wird  t  =  ^j/ ^,  d.  i.  diejenige  Zeit,  welche  der  Punkt 

2      ff 

bis  zu  seiner  Ankunft  im  tiefsten  Bahnpunkte  A  nötig  hat.  Nehmen  wir 
das  Integral  zwischen  den  Grenzen  &  =  a  und  ^  =  ~  a,  so  ergiebt  sich 
die  Zeit  T  einer  einfachen  Schwingung,  nämlich 

'^    ff 

welcher  Wert  jedoch  nur  für  einen  sehr  kleinen  Ausschlagswinkel  a  zu- 
lässig ist. 

Zweite  Integration.     Durch  Beihenentwickelung  ist 

-  -4 


(7) 


C08  ^  =  1 


2.3.4 


•  •» 


Für  einen  sehr  kleinen  Schwingungsbogen  a  genügt  es,  die  Glieder  dieser 
Beihen  nur  bis  zur  vierten  Potenz  beizubehalten ,  und  giebt  die  Substraktion 
der  beiden  letzten  Gleichungen  von  einander 

2  icos  &  —  cos  a)  =  («2  — 1^2)  1 1  —  ^  («8  4- 1»«)}. 
so  dass  mit  Einführung  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  (4) 


t  =  c—y  - 


ffj  Ya^-^~^ 


d&. 


:Vi:fi' 
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Den  Zähler  des  Bruches  unter  dem  Integralzeichen  in  eine  Beihe  entwickelt 
jmi  dieselbe  mit  der  zweiten  Potenz  von  &  abgebrochen,  giebt 

jl-^(««4-*2)}"^=l4-^(«8  +  *«), 

SO  dass  auch 


Nun 


ist  /     .         -=  =:  (xrc  (sin  =  —  )  H-  C\ 


J  Ya^  -.5.2  2  '^  2         V  aJ 

folglich    ^  =  C  -  ^  1  (1  4-  ^  « 2)  ar c  («n  =  ^)  - 1  V^^ZT^ j . 

Aber  mit  ^  =  0  ist  ;>  =  a,  daher  ^  =  ^f'"C^"*"lß  ^0'  ^^^  niithin 


'= ^^  {('+ Ä  "il  -"■«(♦*»=!)]+ 1  V""^4 


(8) 


Bewegt  sich  der  Punkt  von  B  bis  A,  dann  ist  in  (8)  ^  =  0  zu  nehmen, 
womit  die  ganze  Fallzeit 

und  folglich  ist  die  Zeit  einer  einfachen  Oszillation,  welche  auch  erhalten 
werden  würde  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  &  =  a  und  &  =  —  «, 

Ein  Vergleich  der  Formeln  (7)  und  (9)  zeigt,  dass  der  jetzt  far  T  er- 
haltene Wert  A  H-  --^  a^^  mal  grösser  ist  als  der  vorhin  bekommene. 
Würde  der  Ausschlag  des  Pendels  5^  betragen,  dann  wäre  der  ent- 
sprechende Bogen  «  =  0-087266,  1  4-^^  «2=1-000476.    Nach  der  ersten 

Formel  würden  in  diesem  Falle  1000476  Schwingungen  gemacht,  wenn 
4ie  letztere  für  dieselbe  Zeit  1000000  Schwingungen  ergäbe. 

Dritte  Integration.    In  der  Gleichung  (4)  setzen  wir  1 — co8d-=Zy 

dz 
1 — €oea  =  b,  dann  ist  cos&  —  co8a  =  z  —  ft,   dd-  =    ^  -  »   und 


es  wird 


y2z—z^ 
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t=c-^y- 


1  7/a     /  dg 


Nach  dem  biomischen  Satze  (^—-0)      ^  ^^^  Reihe  entwickelt,  giebt 
Nun  besteht  die  Relation 


r»»— 1 


z^-h 


2n  —  l 


JyfhJ^z'^  n    ^    ^ 

mit  welcher  wir  finden 

/      dz                /^  ,       2z  —  b\ 
I    ,  ==  arc  f  «n  = ; h 

r    ^dz  r- h        /-  .        2z  — b^ 

l—? —  - =  —  \  hz  —  z^  +  '7i(Mrc{  8in  = r —  1 

J  \^^bz  —  z^  2        V  b      J 


dz 


n       JVbz  — 


W 


-^z—z 
z*d 

^fb^-z 


Zb-\-2z 


ybz  —  z^  +  -^b 


8 


f  .        2z-b^ 


/'    z*dz 
^fbz-z*~ 

p  z^dz  %z^+\^bz->t\hb\r- -5      5  .g       ^. 

J  ybz—z^  24  '  16  V 


2z-* 


> 


U.  8.  f. 


Durch  diese  Werte  geht  die  Gleichung  (10)  über  in 


2 


4- 


^1.3.5xY6y  -1       ^  2z  — h^ 


In« 


-[©-(ö) 


1  N*36  +  2z 


+ 


1  ^«5(8z«+10*^+156«) 


(o) 


+...lv^-r— 


,2 


Für  <  =  0  ist  -gr  =  1  —  CO«  a  =  J,  daher 


C 


-y^k 


^!'-(l)l-( 


1.3- 
2.4. 


)  y  ^  CäTlTe)  V2;  + 


folglich 


'=i/^|['-a)"i-(H)'(i) 


4- 


-]         >-  2z'-b^ 

I  are?  (  CO«  =  — T~   ) 
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+ 


[(2)  -^(274)-^ 

-^  (O) 3 +  •••]  V*^-^|      (11) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  z  =  0  und    nehmen  den  resultierenden 
Wert  doppelt,  dann  ist 

<lie  Zeit  einer  einfachen  Schwingung. 

Handelt  es  sich  nur  darum,  die  Schwingungsdauer  T  zu  ermitteln, 
■SO  kann  die  Integration  in  etwas  einfacherer  Weise  bewirkt  werden.  Die 
<51eichung  (10)  giebt  die  halbe  Zeit  T,  wenn  wir  das  Int^ral  von  ^=a, 
bis  ^= 0  nehmen.  Weil  ^ = 1  —  co«  ^,  so  sind  dessen  Grenzen  ^=1  —  oosa  =  b 
tind  ^=0,  mithin  ist 

r„     jAl  /^       dz        /-,       \z      1.3^«      1.8.5^8  X       ^,^. 

Die  Zerlegung  dieses  Int^rales  in  seine  Glieder  führt  zu 

/      ,  =  =1  are \  «n= —  1  +  (7 J  =  tt. 

J,   yflz—z^      l        V  h      )         S 

^  0 

/^  =  — /     ^       -r^ »  bei  Beachtung  der  Relation  (a). 

.  yjhz-z^        n    l  yfhz—z^ 

Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  Ai  dann  ist 
A        2n— 1^  ^  A  r^       ^^  A 

Damit  ergiebt  sich 

fOr  n=0         -4o=       -4o=7ir, 

n=l         -4i  =  2*^~2*^' 

n=8         ^3  =  g6^2  =  2:4;66«^, 

u.  s.  f. 
Die  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  (13)  giebt 

Berüeksichtigen  wir  nur  das  erste  Glied  der  ElammergrOsse,  dann  ist  wie 
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T=n}/^, 


in  (7)  T=ny  -»  werden  nur  die  zwei  ersten  Glieder  beachtet,  so  folgte 

9 

weU  b=^l^cosa=2sin^^==2(^y.  T=nj/-h -i-^aA.  wie  in  (9). 

Die  Gleichung  T^ny  -   kann  in  Verbindung  mit  BeobachtangeD 

9 
dazu  benutzt  werden,  die  Fallbeschleunigung  g  zu  ermitteb,  wodurch  ge- 
nauere fiesultate   als   mit  Hilfe  der  Atwood'schen  Fallmaschine    erzielt 
werden.    Ist  T'  die  Zeit,  in  welcher  das  Pendel  n  einfache  Schwingungen 
macht,  so  haben  wir 


T'=nnj/-. 


folglich 


9= 


n^n^a 


Sind  nun  die  Werte  yon  n  und  T'  f&r  ein  Pendel  von  der  L&nge  a  beob* 
achtet  worden,  dann  giebt  diese  Formel  den  Wert  yon  g.  Die  auf  dem 
Observatorium  zu  Paris  gemachten  Beobachtungen  hab^  ergeben  ^=9*8096 
Meter.  Werden  derartige  Versuche  an  verschiedenen  Stellen  der  Erde  an- 
gestellt, so  ergiebt  sich  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Fallbeschleunigung 
variiert. 

Die  genaue  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einem  vertikalen  Kreise  ist  die  Gleichung  (2),  nämlich 


—  a 


dt 


=  Y^o^  -h  2a^(cö*^  —  coaa). 


Mit 


\r  et 

it  1  —  cosd'=28in^  ö'  ^  ""  co8a=2  8in^  -^  geht  dieselbe,  da  dann 


COS  & — cosa=2  ain^  -^  —  2  «ri^  ^ .  über  in 


Ist  nun  f&r  ^=0,  d^=a,  und  zur  Zeit  t  die  Abweichung  des  Fahrstrahles 
des  schweren  Punktes  von  der  Vertikalen  gleich  S-,  so  ist  die  Zeit,  inner- 
halb welcher  der  Winkel  (a  —  d)  beschrieben  wird, 

/»«  ad&  j"i  M\ 

t=   r— —  —  (14) 

^ag  \8in^  ^  — - sin^  ^ J 

Die  von  dem  schweren  Punkte  zu  durchfallende  Höhe,  um  die  Geschwin- 
digkeit  ro  in  B  zu  erlangen,  ist 


vo 


2^ 


Der  Abstand  des  Punktes  B  von 


der  durch  den  höchsten  Punkt  D  (Fig.  74,  S.  215)  gelegten  Horizontaloi  ist 
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BD'=ED=^OD  +  OE=^a  +  aco9a^a(\  +  eo6a)=^2aeos^  ^  Be- 
züglich der  Grösse  von  v^  sind  die  drei  Fälle 
|^g2ao<,.«?.    oder    |°^$2a(l-«„*|)    zu 

unterscheiden,  d.  h.  die  der  Geschwindigkeit  vq  ent- 
sprechende Fallhöhe  kann  kleiner,  gleich  oder 
grösser  als  der  Vertikalabstand  des  Anfangspunktes 
der  Bewegung  vom  höchsten  Punkte  des  Kreises 
sein.  Im  ersten  Falle  finden  Schwingungen  im 
Fignr  74.  gewöhnlichen  Sinne  statt ,  im  zweiten  nähert  sich 

der  schwere  Punkt  dem  Scheitel  des  Kreises  asymptotisch,  im  dritten 

macht  er  volle  Umläufe. 

Erster  Fall.  '*^<2a(\  —  8in^^.  (A^r  v^^  -^  4:ag8in^^<A:ag. 


Setzen  wir  in  der  (14) 


=  //^ 


4cag 
2 


=  Ä*,  dann  wird 


'l  /*^^^| 


(15) 


In  dieser  Gleichung  ist  gemäss  der  Voraussetzung  ä;^  <  1.    Die  Einfüh- 
rung zweier  neuer  Winkel  tp  und  ß  für  ^  und  a  durch  die  Relationen 


;> 


sin ^  =  Ä«n ?/^t  sin  ö  =  ^ ^i^^ß  giebt 


2 


ain^tp 


(16) 


Dieses  Integral  ist  ein  elliptisches  erster  Ordnung  mit  dem  Mudul  k  und 
der  Amplitude  1/;,  mithin 


t 


=  /^{-F(/?,Ä:)-JP(V/,Ä:)}. 


(17) 


Die  Zeit  des  ersten  Niederganges  vom  Anfangspunkte  bis  zum  tiefsten 
Punkte  A  ist 


=  /^ 


daher  ist  die  Zeit,  während  welcher  die  Bewegung  von  P  bis  A  stattfindet, 

5f 
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.(l)md(2)i»t»=-|^.    lachaSj^^-l/i  '        - 

f  *•  — «m»  2 


«/i/i^ 


=2»rsri'-™"| 


ienFallnun,  da3St'=0  werden  soll,  ma8B»in^  =  ~k,  odet  «■n^  =  —  1. 
—  2    werden,  mithin  ist  nach  (17)  die  bis  dahin  verstreichende  Zeit 

L       Vi— 'i'«<»'iC         J    '^l  —  k'tin'Hi 
-F(^.ky  so  ist 

«,=/i{fo»,.)-.^(|,Oj- 

1  von  dieser  Zeit  die  Zeit  t^,  welche  das  Pendel  nötig  hat,  um  zum 
ten  Punkte  zu  gelangen,  subtrahiert,  so  erhalten  wir  diejenige  Zeit, 
be  das  Pendel  braucht,  um  vom  tiefsten  Punkte  bis  zur  Bnhelage  zu 
men,  nämlich 

jetzt  ab  macht  das  Pendel  Schwingungen,  bei  welchen  die  Zeit  eines 
ler-  nnd  Aufgang«  2{(s  — ij),  folglich  die  Zeit  eines  Hin-  und  Her- 
fes, also  diejenige  einer  vollslfindigen  Schwingung  i(h~ti)  ist,  welche 

T  bezeichnet  werden  möge,  so  dass 

T=4/i^(|,0.  (18) 


^.  A=  /  T. .,  heisst  das  vollständige  Integral  e 

^     ''     Jo     yi — k^ain^ip 

Jakobi  mit  K  be 


; ,  es  wird  von  Legendre  mit  F",  von  Jakobi  mit  K  bezeichnet ,    we- 
ih auch 


9 


1 1.  Th.  £ap.  lY.  BewegoDg  im  leeren  Baiuiie.  217 

Sind  a  und  vq  sehr  klein,  dann  wird  auch  k  sehr  klein,  also 

J^r?,JbV/\     ^^         =  Ai/;  =  ^,  mithin  T==27ri/^,    wie 
früher,  denn  oben  bezeichnet  T  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung. 

Mit  vo  =  0,  ist  i  =  «in  qI  /?  =  ö»  folglich  in  diesem  Falle  die  Zeit 


einer  voUen  Schwingung 

T-4/^f(I.^|> 

Unter  diesen  Verhältnissen  kOnnen  die  Werte  von  F  (-^ ^^"5)'  ^'"^  ■^' 

für  gegebene  Werte  von  a  ans  nachstehender  Tabelle  entnommen  Verden. 

«0                 J»               „0                  Y               „0 

F          «0 

F 

0      1-57  080     10     1-57  379     20 

1-58  284     30 

1-59  814 

2      1-57  091      12      1-57  511     22 

1-58  539     82 

1-60  197 

4      1-57  127     14     1-57  667     24 

1-58  819     34 

1-60  608 

6      1-57  187     16     1-57  848     26 

1-59 125     36 

1-61  045                             : 

8       1-57  271      18      1-58  054     28 

1-59  456     38 

1-61  509 

Nun  haben  wir  den  Winkel  ^  und  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der 
Zeit  darzustellen.  _ 

Wir  erhielten  ^  —  <  =  )^-JP(i/;,  fc),  worinnen  ksintp==8m&  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  zunächst  F{ip,h)  =  y -{ti  —0,  so  dass  die 

Auflösung  für  xp  giebt  yj  =  afnl(ti  —t)]/-* fc t  daher  ist 

«m  I  =  Jb  «n  am  { («1  —  t)  f  ^,  k\-  (19) 

Weil  femer  darc(ein  =  le8inamu)  =  Ttco$amudu,  folgt  noch 

1^  =  —  2  Ä  /^  CO«  a«.  I  («1  -  t)  y^,  kl  (20) 

dt  a  I  d     } 

Die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  ist  v=  -  ^  t  *  ^^ 


dt 


dd- 
—  ^—  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet,  mithin  erhalten  wir 


v^2aJcy^cosami{ti  — 0?^-'*^}-  (21) 


Zweiter  Fall.  ^=  2  afl  —  «m^|)»  oder  VQ^-h4ag€in^^  =  ia<f, 
Damit  geht  die  Gleichung  (14)  über  in 


w 
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und  durch  Integration  ergiebt  sich 


a 


-/^[-"^(M)-«]' 


t 


(71         d^\ 


(22) 


Die  Geschwindigkeit  v  kann  erst  dann  gleich  Null  werden,  wenn  der  schwere 

Punkt  im  Scheitel  des  Kreises  ankommt,  es  ist  v=y  Aagfl — sfn^^\ 

welcher  Ausdruck  mit  ^=— tt  verschwindet,  wofür  die  Formel  (22) 
^  =  QO  giebt.  Damit  stellt  sich  heraus ,  dass  der  Punkt  die  höchste 
Bahustelle  nur  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit  erreichen  kami,  sidi 
dieser  Stelle  also  asymptotisch  nähert. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  geschlossenen  Curve,  ist  ihr  höchster  Ponkt 
Coordinatenanfang   und    die   der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  entsprechende  Fallhöhe 

^  gleich  der  Tiefe  der  Anfangslage  unter  dem  höchsten  Punkte»  so  geht  die  Glei- 

chung  für  die  Geschwindigkeit  v,  wenn  die  Axe  der  z  vertikal  abwärts  positiT  ge- 
nommen wird,  fiber  in  v^  =r.  2  g  z.    Rechnen  wir  den  Bogen  s  der  Bahn  ebenfalls  Tom 

ds 

höchsten  Punkte  an,  so  dass  8  abnimmt,  wenn  der  Punkt  steigt,  dann  ist  auch  i?  =  — 

nfithin 


f,  +  V29z  =  0. 


dt 

iß) 


Sind  femer  A»  /x,  v  die  Winkel,  welche  der  Krümmungshalbmesser  im  Bahn- 

punkte  {x,  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  dann  ist 

jdß 

cos  l  ,-       co8u  .        cos  r  ,  ,  ,  a  s      cos  V 

'—'^d8=: — -i-a«=: — -— rf5  =  p  daher       — = — = 

.dx  ,dy  ^dz  ^  ds  p 

d-y  d^  d^-  ^ 

ds  ds  ds 

Wählen   wir  nun  eine  Eonstante  a  so,  dass  für  die  Bahnpunkte  von  der    hOchsteD 


Stelle  bis  auf  eine  endliche  Strecke  des  Bogens  s  hin  stets  a 


< 


d 


dz 


C08v 


dann    wird 


ds      1 
ds        a     d  s 


dz       8 
a 


Z< 


J?2 
2a 


l-^/"" 


Die  Einführung  dieses  Wertes  von  i;  in  die  (ß)  giebt 
ds 


0, 


-hdt 


Vi 


0. 


a  S 

Die  Integration  dieser  Gleichung  von  s',  t'  bis  «,  t  zeigt,  dass 

z4  +  (t_t')i/Z>o,  oder        t---if>l/-l^'-' 

8                          F       (t  r       Q      ^ 

Nimmt  nun  s  fortwährend  ab,  dann  wächst  der  Logarithmus  auf  der  rechten  Seite 
kontinuierlich,  die  Zeit  nimmt  um  so  mehr  zu,  je  mehr  sich  der  schwere  Punkt  der 

höchsten  Bahnstelle  nähert,  und  ist  für  den  höchsten  Bahnpunkt  unendlich   gross. 
(Diesen  Beweis  hat  Sturm  gegeben.) 
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Dritter  Fall,    ^>2aQ.  -»m«|\  oiervo^-f-4ag8in^^>4ag^ 

Ann 

Setzen  wir  jetzt  in  (14) ^ =  h\       so  folgt 

t^hj/'i   l      ^         oder  <  =  ä/«  /  ^^^ 

mit  iJ^  =  2 1//. 

Nun  ist  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  /       .  ==  l^(ii;,  ä)^ 

^0      yl  —  k^sin^xp 

daher  <  =  Ä  /.« {  2^  Q.  ä)  -  J^  (|,  *)|.  (23> 

Mit  ^  =  0  ergieht  sich  hieraus  die  Zeit  ti ,  welche  bis  zur  Ankunft  de&^ 
schweren  Punktes  in  der  tiefsten  Bahnstelle  verfliesst, 

^=»/:«F(|.*). 

Mithin  ist  die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Punkt  von  P  bis  zur  tiefstea 
Stelle  niedersteigt, 

^i-<  =  ä:/A^(|,ä:).  (24> 

Im  vorliegenden  Falle  macht  der  Punkt  keine  Schwingungen  im  gewöhn» 
liehen  Sinne  des  Wort-es,  sondern  vollständige  Umläufe  um  den  festea 
Punkt  des  Pendels.  Die  Zeit  eines  Umlaufes  ergiebt  sich  mit  ^=  —  (27i: — a> 
in  (24).    Nun  ist  aber 

j  1     r      dip r      dtjj     _ 


0  0 

Ä  1t 


(-1) 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist,  weil  der  Elementarfaktor  zwischen 
0  und  2  dieselben  Werte  wie  zwischen  ^  und  n  hat,  gleich  2F  (-^^Tcyr 

das  zweite  geht  durch  die  Substitution  \lf=^n—\l)  über  in  /  ^ 

0 

= -^(1,  fc), so dass  -  J-j- (,1  - ^,lc\  =  2FQ,Tc^=^2K-F(^,ky 
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> 


If- 


Damit  giebt  nun  die  Formel  (28)  als  ümlaufszeit 

T=2Jcj/^K,mod.k.  (25) 

ff 
Die  Bestimmung  von  S-  als  Funktion  der  Zeit  hat  durch  ümkehrung  der 

Formel  (24)  zu  erfolgen.    Indem  wir  \p  =  am  (m,  k)  als  die  ümkehrung 

Ton  uF(xfj^k)  ansehen,  ist 

^  =  2am^-j/^(ti-t\k\  und  sin &:=  sin 2 am ^^J/l^(tl—t),Jc^^, (26) 

i¥omit  der  Winkel  S-  bestimmt  ist. 

Femer  haben  wir  damu  =^  V^l  —  k^sinamudu  =  Jamudu,  folglich 


d& 
dt 


=-y^-i^yf4 


(26) 


d» 


"Weil  nun  v=  —a -r-,  ist  noch  die  Geschwindigkeit  als  Funktion  der  55eit 

Cv  z 


V  =  ^yagJam  j'^  ^  -  j/^,  k^ 
Für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  haben  wir  hier 


(27) 


V 


N^=gco8d"\ 


a 


(28) 


Im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  ist  ^  =  0,  cosd^  ein  Maximum  und  auch  die 
(Geschwindigkeit  ein  Maximum  =  vi^  m  dass  für  diese  Stelle  die  Beschleu- 


Vi 


ist. 


nigung  des  Widerstandes  ihr  Maximum  erreicht  und  Nmax  =  ff 

Wird  die  höchste  Stelle  des  Kreises  erreicht,  dann  ist  ^=  —  tt,  v  =.v» 
ein  Minimum,  daher  die  Widerstandsbeschleunigung  ebenfalls  ein  Minimum, 

V«  ^  TT  TV  V^ 

nämlich  N^in  =  ~ g.    Mit  ^  =  o   ^^^  ^  =  ~  ö  ^^^  iV  =  — ,  wobei 

V  diejenige  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  welcher  der  Punkt  die  Hori- 
zontalebene des  Kreismittelpunktes  passiert. 

Autenheimer ,   Elementarbnch  der  Differentialrechnung  etc.      Duhamel, 
Mäcanique  Analytique.    Schell,  Theorie  der  Bewegung  u.  der  Er&fte. 

1 5.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  vq  auf 
einer  gemeinen  Schraubenlinie.  Die  Axe  der  Bahn  ist  vertikal.  Wie  ist 
die  Bewegung  beschaffen? 

Es  seien  die  Gleichungen  der  Coordinaten  eines  beliebigen  Bahn- 
punktes {x^y^z) 

x-=-  a  C08  ^,         2/  =  ^  9in  ^,         z  =  ag>tffa  =  m<f^ 
und  werde  die  Axe  der  z  vertikal  abwärts  positiv  genommen.    Damit  er- 
halten wir 
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dx  =^  —  a am g>dg>^     dy  =i  a eoa  tpdip,  dz  =^  md(p, 
d^x  ^  —  a €08  ^d<p^,     ^^  y  =  —  flt  9tn  tpdip^^     d^  ^  =  0, 
sodass   da^^y^dx^-^-dy^^  dz^^=a^\  -{-  m^dtp^ 

s  =  a  V  1  -hm^  /    d(p  =i  a{g>  —  yo)  y  ^  "+"  ^*' 

dsl 

^  "'  Vid^x)^  -f.  (d^y)^  -H  (d«^)«  -  {d^s)^  -  «(1  +  ''*')• 
Beim  Beginn  der  Bewegung  sei  a?  =  a,  y  =  0,  ^^  =  0,  <  =  0,  und  t?  ist  =  vq^ 
'Fva  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  erhalten  wir 

t;«  =  2/(jrdÄ?  -h  Tdy  -h  Zdz)  -hC=  2/ ff  dz  -f-  0=  2g z  +  C. 
Mit  ^  =  0  ist  t;  =  Vo,  daher  (7=  t?o^  so  dass 

Die  Zerlegung  der  Beschleunigung  9  in  tangentialer  und  normaler  ßiGh- 
tung  zur  Bahn  giebt  g>t  =  ff  sin  a,  gfn=^  ff  coa  a,  so  dass 

dv  /**  /•* 

^.=ffsina^      J  dv  =  ffsina  /  dt^     v  =  Vo-^ffsina.t  {2} 

Aus  (1)  und  (2)  folgt   "  _^ 

t  =  ^^HJ^  =  Vvo''^2ffZ^Vo  (gv 

ffsina  ff  sin  a 

Femer  erhalten  wir  mit  (2) 

ds  /**  /*' 

V  =  —  ='V(i  -h  ffaina.tj      1  ds  =  j  {Vo-hffsina.ijdi^ 

s  =  VQt-{-  -^ffsina.t^.  (4) 

Für  den  beim  Durchlaufen  des  Bogens  s  beschriebenen  Winkel  haben  wir 

z       V^  —  Vo^      ,-  .        ^sina.t  .^v 

m         ^mff  ^ 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bewegung  auf  der  Schraubenlinie  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  ist. 

Die  Beschleunigung  des  Widerstandes  in  der  Bichtung  des  Erümmungs» 


v^ 


balbmessers  ist  — ,  senkrecht  zur  Bahn  in  der  Tangentialebene  an  die  Gurve 
ff  cos  an  mithin 


N  =  j/,^  cos^  «  +  (^)''=  }/g^  cos^  a  +  [^(i^^J 


2 

.        (6> 


Weil  Q  konstant  ist,  so  wächst  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  mit 
der  Zeit. 

16.    Die  Ebene  einer  Ellipse  ist  nnter  beliebigem  Winkel  zn  der  ihre  grosse 
Axe  enthaltenden  horizontalen  Ebene  geneigt.    Von  einem  Brennpunkte  ans  ftllt  ein 


[4^- 


V-- 
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•schwerer  Punkt  auf  einer  Geraden  in  der  kürzesten  Zeit  nach  dem  Perimeter  der  Ellipse. 
"Welches  ist  die  Lage  dieser  Geraden,  wenn  O-  ihre  Neigung  gegen  den  Abstand  d» 
^Brennpunktes  von  der  entfernteren  Abside  bezeichnet? 

cos  &  = 1 -^    • 

4e 
Walton,  p.  309. 


Figur  75. 


17.  Ein  schwerer  Punkt  f&llt  auf  dem  Bogen  0  B  (Fig.  75) 
eines  Auges  der  Lemniscate  herab.  Die  Curve  liegt  in  einer  Ter- 
tikaien Ebene  und  die  Horizontalneigung  ihrer  Aze  ist  gleich  450. 
Wie  gross  ist  die  Fallzeit  t? 

Bezeichnet  a  die  Halbaxe  der  entsprechenden  gleii^seitigen 
Hyperbel,  ^  den  Winkel  zwischen  der  Sehne  0  B  und  der  Lemnis- 
catenaxe  OAf  dann  ist 


'-Vii^'Q-*} 


Dieser  Ausdruck  ist  derselbe  wie  derjenige  für  den  Fall  eines  schweren  Punktes  herab 
•die  Sehne  OB,  eine  ron  Saladini  entdeckte  Eigenschaft.  (Memorie  deir  Instituto 
^Nazionale  Italiano,  Tom.  I,  parte  2). 

Walton,  p.  312. 


Figur  76. 


18.  Ein  schwerer  Punkt  schwingt  auf  einem  vertikalen 
Kreisbogen.  Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an  einer 
beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  76)  0  der  Mittelpunkt  der  Kreisbahn,  A  ihre 
tiefste  Stelle,  F  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit, 
2iÄ0P=^,  a  der  Wert  von  &,  wenn  die  Gresch windigkeit 
gleich  Null  ist,  dann  ergiebt  sich 

N=(Sco8&  —  2  cos  a)  g. 


19.  Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  nach  dem 
"Scheitel  eines  vertikalen  Kreises  entlang  der  konvexen  Seite  der  Curye  geworfen.  Welches 
Ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  77)  AO B  der  vertikale  Durchmesser,  O  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  P  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  belie- 
bigen Zeit,  OP  =  a,  i^AO  P=  &,  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit 
bei  Af  dann  ist 

N=^-hg{2^Sco8^). 
a      ^ 

Wenn  anfangs  ^=0,  dann  ist-^  =:g  waäi  in  PtN=zSg(i—cos&), 

so  dass  N=:6g  mit^  =  9r;  also  die  Widerstandsbeschleunignng 
im  tiefsten  Bahnpunkte  gleich  der  sechsfiichen  Fallbeschleunigung  ist 
Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  65,  Cor.  7. 


20.  Ein  schwerer  Punkt  föUt  in  einer  engen  cycloidischen  Röhre  mit  vertikaler 
Aze  und  nach  oben  gelegenem  Scheitel.  Die  Anfangslage  des  Punktes  ist  nahe  dem 
•Scheitel.    Wie  gross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahnstelle, 
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wenn  q  den  KrtUnmungsradius  der  Bahn  daselbst  und  a  den  Halbmesser  ihres  Erzeu- 
^ngskreises  bedeutet? 

18-20.    Walton,  p.  319. 

21.  Auf  der  nach  oben  gehenden  konvexen  Seite  einer  Carve  in  einer  vertikalen 
libene  liegt  ein  schwerer  Pnnkt  und  es  wird  ihm  in  der  Richtung  der  Bahntangente 
«ine  Geschwindigkeit  erteilt.    Wo  verlftsst  er  die  Gurre? 

An  derjenigen  Stelle,  wo  die  doppelte  Geschwindigkeitshohe  gleich  der  Projektion 
des  Krflmmungshalbmessers  auf  die  Vertikale  ist. 

22.  Ein  schwerer  Pnnkt  f&Ut  aus  der  Buhe  auf  der  konvexen  Seite  einer  Ellipse 
mit  vertikaler  grosser  Axe  herab.  Wo  verlftsst  der  Punkt  die  Bahn,  wenn  seine  An- 
fangslage gegeben  ist? 

Es  sei  der  höchste  Bahnpunkt  Ursprung  der  Goordinaten,  die  Axe  der  x  vertikal, 
diejenige  der  y  horizontal,  a  die  grosse,  b  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse,  h  die  vertikale 
Entfernung  der  Anfangslage  von  der  Axe  der  ^,  x  die  Absdsse  der  Abgangsstelle, 
welche  damit  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  ist 

(a2_ft2)(a^_3oa:2)  — 3a2  523.-1-08  (fe2  +  2aÄ)  =  0. 
Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1782,  p.  175.    Walton,  p.  320. 

23.  Ein  schwerer  Punkt  f&llt  auf  der  konvexen  Seite  der  Cissoide  des  Diocles; 
die  Asymptote  der  Curve  ist  vertikal,  die  Anfangslage  des  Punktes  ist  bekannt.  Wo 
verl&Bst  der  Pnnkt  die  Carve? 

Es  sei  (Fig.  78)  P  die  Anfangslage  des  Punktes,  Q  der  Ort, 
wo  er  die  Curve  verlässt  Ziehe  die  Geraden  P5,  QN  rechtwinkelig 
zu  OXf  0  T,  lasse  sein  PSszh,  QN^x,  a=  dem  Halbmesser 
des  Erzeugungskreises,  dann  ist  der  Wert  von  x  eine  Wurzel  der 
der  kubischen  Gleichung 

.      16a   ,      64a2-h36Ä8         8aÄ2      ^ 

^-~  9    ^'"^  81 ^ 9"  =  ^- 

Beginnt  die  Bewegung  von  der  Spitze  0  aus,  so  ist  ^  =  0,  mithin 

in  diesem  Falle  x  =  -^a. 

Fontana,  Ibd.  p.  181.    Walton,  p.  821. 

24.  Die  grosse  Axe  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  ajh{a>h)  ist  vertikal. 
Mit  welcher  Geschwindigkeit  Vq  muss  ein  schwerer  Punkt  aus  einem  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  vertikal  aufwärts,  entlang  der  Innenseite  des  Bogens  geworfen  werden, 
damit  er  nach  dem  Verlassen  der  Curve  durch  ihr  Centrum  sich  bewegt? 


Walton,  p.  322. 


r      3al/3 


b)  Die  Beschlennigflng  ist  centraL 

1.    Ein  Pnnkt  ist  genötigt,  sich  auf  einer  geraden  Linie  zu  bewegen 
und  befindet  sich  an  einer  beliebigen  Stelle  derselben.    Auf  den  Punkt 


Jii  =  -(i'r-  =  -,i^w. 


224  BewegUDg  eines  Punktes  anf  Torgeschriebener  Bahn.      IL  Th.  Kap.  IT. 

wirkt  eine  nach  einem  festen  Centram  gerichtete,  der  Entfemmig  dirdct 
proportionale  Beschlennigung.  Wie  gross  ist  die  Zeit  einer  Schwingong? 
Ist  X  der  Abstand  des  Punktes  zn  einer  beliebigen  Zeit  t  von  seiner 
Buhelage,  r  seine  entsprechende  Gentraldistanz,  ft^  die  Beschleunigung  in 
der  Einheit  der  Entfernung,  dann  ist  /u'r  die  Acceleration  zur  Zeit  u 
folglich 

r 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

x=  A sin fit-h  B cos fi t 

d  X 
Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  t  =  0,  o?  =  a,  ^-  =  0,  dann  wird  ^  =  0, 

dt 

B  =  a^  mithin 

X  =  a  cos  n  L 
Wenn  x  seinen  grOssten  negativen  Wert  annimmt,  ist  /i  ^  =  tt,  folglich  ist 
die  Periode  T  einer  completen  Schwingung 

T  =  ^. 

Enler,  Mecban.,  Tom.  ü,  p.  91.  Cor.  4.    Walton,  p.  SOI. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  logarithmischen  Spirale  aus 
einem  Abstände  a  Yon  ihrem  Pole  nach  diesem  yermOge  einer  Central- 
beschleunigung,  welche  daselbst  ihren  Sitz  hat  und  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Centraldistanz  ist,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit.    Nach 

welcher  Zeit  T  kommt  der  Punkt  im  Pole  an,  wenn  r^ae"*^  die  Glei- 
chung der  Bahn  ist? 

Für  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  haben  wir 

•/  r*  r 
imd  mithin,  weil  mit  Bücksicht  auf  die  anf&ngUche  Beschaffenheit  der  Be- 
wegung C= ist, 

a 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  der  Bahn  ergiebt  sich 
so  dass  durch  Integration 


r" 


"-  /»^■'=V.-|-V;v^+f  <-(^='-^)}- 
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Aber  mit  ^  =  0  ist  r  =  a^  demnach  C  =  —  \a^^  mithin 

4 

,      7A(n2+ 1)1-%/ ^         a       r  .        2r  — aO 

'^        2nV     y  4  2V  a      Jj 

Aus  dieser  Oleichmig  resultiert  mit  r  =  0  die   zur  Erreichung  des  Poles 
erforderliche  Zeit,  sie  ist  von  endlichem  Betrage,  nämlich 

und  mit  n  =  l  T  =  ^aj/^. 

3.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  der  Eonvexseite  einer  logarithmischen 
Spirale  nach  deren  Pole  mit  einer  nach  ihm  gerichteten  und  einer  belie- 
bigen Potenz  des  Abstandes  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Wie 
gross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung  zu  einer  beliebigen  Zeit  während 
der  Bewegung? 

Es  sei  r  der  Abstand  des  Punktes  vom  Pole  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t,  fir**  die  Beschleunigung,  a  der  konstante  Winkel  zwischen  Curve 
und  Badiusvektor,  vq  die  Geschwindigkeit,  wenn  r  =  a  ist.  Nach  der 
Formel  (16)  ist  P  =  fir^'sina,  daher 

N=  ur'^sina (1) 

Q 
Nehmen  wir  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  in  der  einem  Wachstum 

von  r  entsprechenden  Bichtung,  bezeichnen  mit  ds  ein  Element  der  Bahn, 

so  ist  dv  ^  ,„. 

äs 

dt* 
und,  weil  hier  -—  =  cos  a, 

de 

dv 

dr 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  Bücksicht  darauf,  dass  vo^a 
zusammengehörige  Werte  von  v^r  sind. 

Bezeichnet  p  die  Länge  des  vom  Pole   auf  die   Bahntangente  gefällten 

dv         V 
Perpendikels,  so  haben  wir,  weil  p  =  rsma^  ß  =  r ^~  =  ^^^ i   wodurch 

und  mit  (1),  (2),  (8)  sich  ergiebt 

AT  ^*  "•"  3    ^    .  VQ^aina       2usina   ^,. 

N=  u =- r**stna r        ^^    a*+ \ 

n  -+•  1  r  (n  -H  l)r 

Eoler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  86.    Walton,  p.  315. 

F.  Krftft,  Probl.  d.  analyt  Mechanik.    I.  15 


I?  -r-  =  —  a  r^ 
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4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Hyperbel,  er  wird  nach  zwei 
mit  den  Brennpunkten  der  Bahn  zusammenfallenden  Centren  beschleunigt 
und  sind  die  Accelerationen  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Ab- 
Standes.  Wie  gross  ist  die  Druckbeschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahn- 
stelle, wenn  angenommen  wird,  dass  der  Punkt  auf  der  konkaven  Seite 
der  Curve  sich  bewegt? 

Es  sei  (Fig.  79)  P  die  Lage  des  Punktes  zu 
einer  beliebigen  Zeit  t  S  und  H  seien  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel.  Lasse  sein  SP=r,  HI^=r\ 
a  =  der  transversalen  Halbaxe ,  P  T  die  Tangente 
in  P,  2iSPT=\f)  =  2iHPT,  fi  und  fi'  die 
absoluten  Beschleunigungen  nach  S  und  H^. 

Indem  wir  die  Beschleunigungen  auf  die  Bahn- 
Pig„,  79  normale  inPprojizieren,  erhalten  wir  durch  FonDel(l  6 ) 

Für  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle  haben  wir 
.-2/(-;j;./-ii.r)-.C=2(^4-^)  +  C. 

Sind  nun  die  Werte  von  r^r\v  zu  einer  gewissen  Zeit  ro»ro',  Voi  dann  ist 

vro        roJ 
mithin 

t;2  =  2|u'r-,--J-V2Mr---;rV^'o-.  (2) 

Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1)  und  (2) 

^u        u\      .            2u       2u  2tt'  2tt          p 

^       Vr*      rV^        ^        r           r  vq  ro 

und  weil  gsinxp  gleich  der  Krümmungssehne  durch  den  Brennpunkt  Ä 

2  rr' 

gleich  — —  für  die  gegebene  Bahn  ist,  folgt  mit  diesem  Werte  nach  ge- 
höriger Reduktion 

^         Airo_^^^,^2.  (3) 

Ist  beim  Beginn  der  Bewegimg  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  und  sind 
die  Intensitäten  der  beiden  Beschleunigungen  einander  gleich,  dann  habeo 

wir  t7o  =  0,  -^  =  -r «,   demnach  iV  =  0  während  der  ganzen  Bewegung, 
und  würde  unter  diesen  Umständen  der  Punkt  die  Hyperbel  frei  beschreiben. 

Walton,  p.  317. 


^0^ 
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5.    Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Greschwindigkeit  von  einer  gegebenen 
•Stelle  ans  entlang  der  konvexen  Seite  einer  Parabel  geworfen  und  nach  dem  Brennpunkte 

derselben  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Bistanz 
beschleunigt.  Wie  gross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung 
an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 

Es  sei  (Fig.  80)  S  der  Brennpunkt  der  Parabel,  B  der 
Wurfpunkt ,  P  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Zeit,  SP=r,  SB  =  a,  SA^tn,  Vq  =  der  Wurfgeschwin- 
digkeit, /i  =  der  absoluten  Acceleration  nach  jS,  dann  ist 
bei  P    ' 


Figur  80. 


''=/SG-^"> 


6.  In  dem  einen  Endpunkt  des  Diameters  eines  Halbkreises  befindet  sich  das 
Oentrum  einer  repulsiven,  dem  Abstände  direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Wie 
.^ross  ist  die  Widerstandsbeschleunigung ,  wenn  der  Punkt  vom  Centrum  aus,  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit,  entlang  der  konkaven  Seite  der  Curve  sich  bewegt  ?  In  welcher 
2eit  wird  der  andere  Endpunkt  des  Durchmessers  erreicht? 

Ist  a  der  Radius  des  Kreises,  r  die  Oentraldistanz  des  Punktes,  pL  die  absolute 
Beschleunigung,  dann  wird  gefunden  werden 

2a« 
Die  verlangte  Zeit  ist  unendlich  gross. 

5  und  6,  Walton,  p.  821. 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  parabolischen  Bohre  infolge  zweier  Beschleu- 
nigungen ;  die  eine  derselben  ist  central,  mit  dem  Centrum  im  Focus,  und  repulsiv,  die 
andere  parallel  znr  Axe;  jede  derselben  ist  direkt  proportional  dem  Focalabstand  des 
Punktes.    Welches  ist  die  Widerstandsbeschleunigung? 

Es  sei  m  die  Focaldistanz  des  Scheitels,  Vq  die  Geschwindigkeit  im  Scheitel, 
r  der  Focalabstand  der  fraglichen  Bahnstelle ;  ^,  v  seien  die  absoluten  Beschleunigungen . 
Damit  ergiebt  sich 

"Wenn  v  =  3/u  und  i?o*^  =  (^ -h  r) »»2  ist,  so  beschreibt,  weil  dann^=0,  der  Punkt  die 
Parabel  frei. 

Walton,  p.  322. 

8.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  engen  Rohre  von  der  Form  einer  Lemnis- 
<»te  r2  =  a2coa2^  und  wird  nach  dem  Knoten  umgekehrt  proportional  der  siebenten 
Potenz  des  Abstandes  beschleunigt.    Wie  gross  ist  die  Druckbeschleunigung? 

Die  gesuchte  Acceleration  ist  direkt  proportional  der  Knotendistanz  des  Punktes. 

9.  Ein  Punkt  bewegt  sich  entlang  der  konvexen  Seite  einer  Ellipse  infolge  zweier 
-nach  ihren  Brennpunkten  gerichteten  und  dem  Quadrate  des  Abstandes  verkehrt  pro- 
portionalen Beschleunigungen,  sowie  einer  dritten  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 
^nd  der  Distanz  direkt  proportionalen  Acceleration.  Wie  gross  ist  die  Reaktion s- 
l}eschleunigung  an  einer  beliebigen  Bahnstelle? 
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Es  seien  rx, r2  die  anfänglichen  Focalabstände ,  nitft^tPtQ  die  absoluten  Bacfalea^ 
nigungen.  2a  bezeichne  die  grosse  Aze  der  Ellipse,  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit^ 
dann  ist 

^       ari       ar2       "^ö  *  »       " 

Wenn  t?i,  V2t  f  3  die  Geschwindigkeiten  bedeuten,  welche  der  Ponkt  an&ngs  besitzen  sollte,. 
damit  er  sich  frei  am  die  drei  Centren,  einzeln  genommen,  bewegen  kann,  so  ist 

mithin  wird  er  sich,  wenn  die  Beschlemiigangen  vereinigt  genommen  werden,  um  die 
drei  Centren  frei  drehen,  sobald 

8  n.  9,  Walton,  p.  323. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bestimmung  der  vorzusohreibenden  Bahn  aus  gegebenen 
Bedingungen  und  des  Beschleunigungsgesetzes  bei 

gegebener  Bahn. 

1.    Zu  erforschen  die  Gleichung  der  tautochronischen  Carve,   wenn 

die  auf  den  Punkt  wirkende  veränderliche  Beschleunigung  eine  zu  einer 

festen  Geraden  parallele  Richtung  besitzt. 

Es  sei  (Fig.  Sl)  AEC  die  Hälfte  der  verlangte 

^    Curve  mit  dem  tiefsten  Punkte  Aj  die  Tangente  A  Y 

in  A  Ordinaten-,  die   zu  ihr  senkrechte  Linie  A^ 

Abscissenaxe,  die  Beschleunigung  g>  parallel  A  X  und 

abwärts  gerichtet.   Die  Acceleration  an  einer  beliebigen 

Bahnstelle  H,  zerlegen  wir  parallel  und  senkrecht  zu 

der  Tangente  ET  daselbst   und  bezeichnen   die  erstere,  die  Bewegung 

hervorbringende  Componente  mit  9  («),  so  ist 

d,v  r 

v—=  —  (p{s)^    oder    v^-- «_  2/y  («)d«-f- (7. 

Nun  sei  2  fg){8)d8  =  \p{8),  D   der  Anfangspunkt  der  Bewegung,    für 
welchen  t;  =  0,  s  =  8o^  so  dass  C=i/;(äo),  dann  ist  auch 

t;2  =  t/; («0)  -  xp  W,     oder     -^  =  Vi/;(*o)  — V' W' 


folglich        ^  ^  / 


dt 
—  d8 


}/xfj{8o)  —  ilJ(e) 
Der  Bedingung  entsprechend  muss  die  Zeit  t  von  dem  Bogen  so  unab- 
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iängig  sein.    Die  Entwickelung  von --7=^^^=i=nach  dem  binomischen 
Satze  giebt 


ipie)     ^i.sitpis)y  ,     ,^^ 


[V('o)F      ^2[,^(.o)]"^      ^-^ltfj{so)f 


l!i\m  muss  /  — "^—^  =  — ^^ — -  für  alle  möglichen  Werte  von  8  imab- 

•/  r 


ds  8q 

liängig  sein,  daher  muss  sein  ^  =Kon8t^ oder  C8^=-\p(8)y C«o*=V^(«o)- 

Werden  diese  Werte  von  \p(8)  und  t//(*o)  iii  die  übrigen  Glieder  der  obigen 
Beihe  eingeführt,  so  zeigt  sich  nach  der  Integration,  dass  die  Resultate 
unabhängig  von  ^o  sind.    Wir  haben  daher  nur  der  Bedingung  zu  genügen 

v^=C{8^^-8^)=2j\xdX'¥Tdy\ 

oder,  indem  wir  diflFerentiieren, 

Xdos  4-  Ydy  =  Csds. 
Dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  verlangten  tautochronischen  Curve, 
vrelche  auch  dann  noch  gilt,  wenn   die  Bichtung  der  Beschleunigung  9 
nicht  parallel  zu  einer  der  Coordinatenaxen  ist. 

Wenn  die  Beschleunigung  konstant,  parallel  zur  Abscissenaxe  und 
«twa  gleich  g  ist,  so  haben  wir  Jf=.  — ^,  y=0,  folglich 

gdx  =  C8d8^     2gx  =  C8\     d.  i.  auch     8^=^2acc, 
welche  Eigenschaft  der  gemeinen  Cycloide  zukommt,  es  bezeichnet  a  den 
Tierfachen  Halbmesser  ihres  Erzeugungskreises. 

Bei  konstanter  Beschleunigung  g  lässt  sich  die  tautochronische  Linie 

sehr  leicht  wie  folgt  bestimmen.     Beachten  wir,  dass  die  Acceleration  in 

der  Bichtung  der  Curve  stets  proportional  dem  Sinus  des  Winkels  ist, 

Vielehen  die  Tangente  in  dem  fraglichen  Gurvenpunkte  mit  dem  Horizonte 

macht,  ist  A  der  in  gleichen  Zeiten  zu  erreichende  tiefste  Punkt,  es  mag 

die  Bewegung  in  2>,  E  oder  irgend  einer  anderen  Stelle  beginnen,  so  muss 

die  in  E  wirkende  Beschleunigung  dem  noch  zurückzulegenden  Bogen  EÄ 

direkt  proportional  sein.     Ist  nun  ET  die  Bahntangente  in  E,  dann  ist 

d  /K  d  sc 

^in2i.ETY=  -7-,  folglich   muss  für   die  Tautochrone   8  =  a^-^  oder 

d8        ^  ds 

^^  =  2ax  sein,  welches  eine  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide  ist. 

2.  Auf  einen  Punkt  wirken  in  einer  Ebene  beliebige  Beschleuni- 
gungen.   Welches  ist  die  Oleichung  der  Tautochrone? 

Es  sei  (Fig.  82,  S.  230)  A  irgend  ein  bestimmter  Punkt,  E  ein  be- 
liebiger Punkt  der  zu  suchenden  Curve  AEB^  dann  muss  die  Zeit  der 
Bewegung  von  E  bis  A  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  E  sein. 
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Femer  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  in  dem  Bogen  AE^  AP  =  8^ 
AE^sq^  iS  =  der  Summe  der  Projektionen  der  Beschleuni- 
gungen auf  die  Bahntangente  in  P.  Damit  besteht  für  die 
Bewegung  des  Punktes  die  Oleichung 

Figur  82.    Annehmend,  dass  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit  be- 

/o 
Sd8^  womit 

und  ist  daher  die  Zeit  der  Bewegung  von  E  bis  A 

1       /*^     da     _ 

Diese  Zeit  muss  von  sq  unabhängig  sein,  folglich  müssen  wir  haben 

äs  j<8\ 


wo  ?/; T—^  eine  Funktion  von  —  bezeichnet,  mithin  auch 
die  letzte  ßelation  nach  s  dififerentiiert,  giebt 


-Sd8  =  d       '»' 


Da  nun  die  Zeit  von  der  Anfangslage  unabhängig  sein  muss,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen 

wobei  A  eine  konstante  Grösse  ist,  d.  h.  es  muss  sein,  wenn  Je  eine  weitere 

Konstante  bedeutet, 

S  =  k8.  (2) 

Folglich  erhalten  wir  mit  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 

imd  daher,  wenn  r  die  Zeit  der  Bewegung  von  E  bis  A  bezeichnet, 

__     1      /*''       ds        __     ^  7.  __  ^^ 
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so  dass  mit  (2) 

^  =  47^'. 

welches  eine  Differentialgleichung  der  Tautochrone  ist. 

Das  direkte  Problem  der  Tautochronen  für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
wurde  zuerst  yon  Huyghens  untersucht.  In  seinem  Horologium  Oscillatorium  beweist 
er,  dass  die  umgekehrte  Oycloide  mit  yertikaler  Axe  tautochron  ist.  Das  umgekehrte 
Problem  wurde  zuerst  von  Newton  betrachtet.  Prindpia,  Lib.  I.  sect.  10.  Siehe  auch 
Euler,  Comment.  Petrop.  1729,  und  Mechan.,  Tom.  H,  p.  211. 
Walton,  p.  381. 

3.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Centrum  gerich- 
tete und  der  Centraldistanz  direkt  proportionale  Beschleunigung.  Welches 
ist  die  Tautochrone? 

Es  bezeichne  ii  die  absolute  Beschleunigung ,  r  den  Fahrstrahl  nach 
einem  beliebigen  Bahnpunkte,  p  das  Perpendikel  vom  Centrum  auf  die 
Bahntangente  in  diesem  Punkte,  co  die  Neigung  der  Tangente  zum  Radius- 
vektor. 

Indem  wir  in  der  Formel  des  vorhergehenden  Problemes  S^fircosto 
setzen,  erhalten  wir 


lircosfü  = 
Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 


71^8 


n^ 


ud(r  €08  m)  =.  -  «  d  8. 

4^z 


oder,  weil  d  8  co8  (o  =  dr^ 


n^ 


urco8  cad(r  co8  w)  =  -r—^  rdr, 

4^2 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

jur^coÄ^o)  H- C=-j— 2-1     oder     fJf^  {r^  —  p^) -^  O  = '^^^' 


n^r^         ,  ,  „         «.        _      n^r^ 


TT 

Nun  sei  a  der  Wert  von  r,  wenn  «  =  0,  demnach  wenn  w  =  -5,  dann  ist 


n^a^ 


p  =^  a  und  folglich  C  =  -7—2''    ^^.mit  erhalten  wir 
als  Differentialgleichung  der  Curve. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  208.    Walton,  p.  338. 

4.  Auf  einen  Funkt  wirken  in  einer  Ebene  beliebige,  bestimmte  Be- 
schleunigungen und  bewegt  er  sich  auf  einer  Curve  von  einem  gegebenen 
Punkte  zu  einem  anderen.    Die  Gestalt  der  Curve  soll  so  bestimmt  werden, 
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dass  die  ganze  Zeit  der  Bewegung  zwischen  diesen  zwei  Bahnpunkten  die 

kleinstmöglicbe  sein  kann. 

Es  sei  (Fig.  88)  P  ein  beliebiger  Punkt  der  verlangten 
auf  rechtwinkelige  Coordinatenaxen  bezogenen  Curve,  OM=^a:, 
P  M=y.   A  und  B  seien  die  beiden  gegebenen  Bahnpunkte. 

Lasse  sein  Bogen  AP=^s^  die  Abscissen  der  Funkte  A  und 

//jt 
B  gleich  a  und  b  resp.    Die  Zeit  folgt  aus  -^  =  ^''  womit, 

wenn  ^  =  p  gesetzt  wird, 


dt=^  —= ^--dx't 

Demnach  ist  die  Zeit  der  Bewegung  von  A  bis  B 

JL    "^^  =  V setzend,  haben  wir,  damit  die  Zeit  ein  Minimum  sein  kann, 

V 

durch  die  Variationsrechnung ,  weil  V  nur  p  und  v  enthält ,  von  welchen 

die  letztere  nur  eine  Funktion  von  a?  und  y  ist,  wenn  iV,  P  die  partiellen 

dP 
DiflFerentialquotienten  von  V  nach  t/,  p  bezeichnen,  —  den  totalen  DiflFerential- 

quotienten  von  P  nach  x  darstellt, 

iV-^=0.  (21 

dx 

dl) 
Nun  ist,  wenn  j-  den  partiellen  Dififerentialquotienten  von  v  nach  y  bezeichnet 

^=^Vl-HP«5^-  (3) 

dv      T 

Weil  aber  auch  vdv  =  Xdx+  Ydy^  also  in  (8) -5-=—,  so  folgt 

^Zl/l 2-  — Z— , 


und  P  =       . —      , 

i;yi-T-p2       V  ds 

Substituieren  wir  diese  Werte  von  N  und  P  in  (2),  so  wird 
Yds       d  ^l  dy^  _  ^ 
v^rfa?      äa?  Vi;  dsj  ""    ' 
Yc^Ä       1  dvdy       1  d  dy      ^ 
v^dx      v^dxds      vdxds 
dv       l  r  ^  ,   ^dy 


und,  weil    ^  =  :^f^-^F^\ 
dx      v\  dxJ 
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v^do)      v^\  dx)  ds       vdxds        ' 

woraus  nach  einigen  unverkennbaren  Reduktionen  sich  ergiebt 

2  d^öTy^      dy ^dx 

dx  ds  "~      ds  ds  '^ 

Eliminieren  wir  mit  Hilfe  von  (3)  aus  dieser  Gleichung  t;,  so  erhalten  wir 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  die  Gleichung  der  ver- 
langten Curve  ist.  Die  zwei  durch  ihre  Integration  eingeführten  Eonstanten 
sind  aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen,  welche  sich  daran  knüpfen ,  dass 
die  Curve  durch  die  zwei  gegebenen  Punkte  A  und  B  gehen  muss. 
Die  Gleichung  (4)  ist  äquivalent  zu 

g  as  US 

wo  g  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  im  Punkte  P  bezeichnet, 
welches  Resultat  zeigt,  dass  die  Summe  der  Normalbeschleunigungen  der 
auf  den  Punkt  wirkenden  Accelerationen  gleich  der  Centrifugalbeschleuni- 
gung  ist. 

Die  in  Frage  stehende  Curve  gehört  zu  .der  Klasse  von  krummen 
Linien,  welche  Brachistochronen  genannt  werden,  sie  sind  durch  die  all- 
gemeine Eigenschaft  charakterisiert,  dass  ein  Punkt  infolge  bestimmter 
Beschleunigungen  sich  entlang  ihnen  innerhalb  gegebener  Grenzen  in  der 
kleiijstmöglichen  Zeit  bewegt. 

Das  Problem  der  Bracbistochrone  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten,  wenn  die 
Beschlennigang  durch  die  Schwere  erzeugt  wird,  wurde  von  Johann  BornouUi  zu  einem 
Wettstreite  den  Mathematikern  seiner  Zeit  im  Jahre  1696  vorgeschlagen.  (Acta  Eruclit. 
Lips.  1696,  Jun.  p.  269).  Sechs  Monate  Zeit  erlauhte  er  fflr  die  Lösung.  Leibnitz  hatte 
sogleich  Erfolg  und  teilte  sein  gutes  GlQck  durch  einen  Brief  BemouUi  mit.  (Commerc. 
Epistol.  Leibnitii  et  Bernoullii,  Epist.  28.)  Während  der  Torgeschriebenen  Zeit  erschien 
keine  weitere  Lösung.  Dem  Wunsche  Ton  Leihnitz,  die  Zeit  des  Wettstreites  bis  zu 
dem  darauf  folgenden  Ostern  zu  verlängern,  pflichtete  BemouUi  bei  und  es  wurden  die 
von  ihm  seihst  und  Leibnitz  erhaltenen  Resultate  bis  zu  diesem  Zeitabschnitte  ver- 
heimlicht. Demgemäss  wurde  zu  Groningen  im  Januar  1697  ein  Programm  veröffent- 
licht, welches  das  Problem  nochmals  ankündigte  und  die  Aufforderung  wiederholte. 
Durch  diesen  Aufschuh  erhielten  noch  drei  andere  Mathematiker  Lösungen,  Newton 
(anonym,  Philos.  Trans.  1697,  Nnm.  244,  p.  389),  Jakob  BemouUi  (Acta  Erudit.  Lips. 
Mai,  1697,  p.  212),  L'Höpital  (Acta  Erudit  Lips.  ibid.  p.  217).  Die  Lösung  von 
Leibnitz  wurde  mitgeteilt  in  Acta  Erudit.  Lips.  Mai  1697,  p.  208.  Die  Resultate  von 
Leibnitz,  Newton  und  L'Höpital  warden  ohne  Analyse  gegeben.  Johann  Bernoulli 
lieferte  /.wei  verschiedene  Lösungen,  eine  direkte  und  eine  indirejcte;  die  letztere  erschien 
in  Acta  Erudit.  Lips.  Mai,  1697,  p.  207,  die  erstere  kam  im  Jahre  1718  an  die  Öffent- 
lichkeit bei  einer  Abhandlung  über  isoperimetrische  Probleme  in  Les  Mdmoires  de  TAca. 
d^mio  des  Sciences  de  Paris,  p.  136;  siebe  auch  seine  Werke,  Tom.  II,  p.  266.  Eine 
fernere  Lösung  dieses  Problemes  gab  nachmals  Craig,  (PhiL  Trans.  1701,  Vol.  XXII. 
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p.  746),  welcher  nur  Newtons  Besnltat  gesehen  hatte,  ohne  die  Analyse  zu  beachten, 
die  Johann  and  Jakob  Bernoalli  znr  Öffentlichen  Kenntnis  gebracht  hatten. 
Walton,  p.  336. 

5.  Die  Brachistochrone  zu  finden,  wenn  auf  den  Punkt  die  Fall- 
beschleunigung g  wirkt. 

Es  sei  (Fig.  84)  -4Jff  die 
verlangte  Curve,  A  der  Anfangs- 
punkt der  Bew^ung,  für  welchen 
die  Geschwindigkeit  t7  =  0  sein 
mag,  P  ein  beliebiger  Bahnpunkt, 
A  JT,  positiv  vertikal  abwärts,  die 
Abscissenaxe,  die  Horizontale  A  Y 
Ordinatenaxe  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  PMjlA  F,  MP^=j. 
AM^y^  t  die  Zeit  der  Bewegung  von  A  bis  P,  Bogen  AP=^s. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  Projektionen  der  Beschleunigung  ^ 
auf  die  Coordinatenaxen  X=  g^  Y=  0,  daher  ist  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  in  P  bestimmt  durch 

v^=:-2  I  gdx=^2gx^=ax^     mit     2g  =  a. 


Figur  84. 


Mithin  ist 


ds        f — 


oder    rf  ^  =  —7-^1=^1   folglich 


\ax 


(1) 


Der  Wert  dieses  zwischen  den  Grenzen  von  A  bis  B  genommenen  Inte- 
grales muss  ein  Minimum  sein.  Nach  den  Begeln  der  Variationsrechnung 
müssen  wir  demnach  haben 

r/'^  =  0,    oder     fs -^;.  =  fs^^-^ 


d.  h. 


/! 


V. 

'^dySdx      dxSdy       l(?«(f.r|_ 


oder,  wenn  wir  die  beiden  ersten  Glieder  teilweise  integrieren, 


dy     ^     ,      dx 

dsy  X  day 


'/--/{(^.Tfc)'^-(^; 


2  VW     1 


dsY^^  "  ^  ds\x 
Die  Variationsrechnung  zeigt,  dass  der  jetzt  noch  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  und  keiner  weiteren  Integration  empfängliche  Teil  für  sich  ver- 
schwinden muss,  und  dass  dieses  stattfinden  muss  während  iy  und  üx 
ganz  unbestimmt  bleiben.  Dieses  giebt  zwei  Gleichungen,  denen  beiden 
Genüge  geschieht,  wenn  wir  der  einen  Genüge  thun,  nämlich 

dy 


d 


dsY  OD 


=  =  0, 


lind 


dx         \  dg 

^  deyx      2y^8 


=  0. 
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Die  Integration  der  ersten  liefert 

-^-=  =  C",    oder  auch    4^  =  z/f .. 
d«Va!  ds      r   c 

X  d  X   1/  X 

Demnach  ist        dy^=^-^{dx^  -¥-  dy%      dy  =^    r-~~-^' 

Mit  y ^  =  sind'  Yfird  JK  1  — ■  —  =  co^*,  dx  =  2C8tn0^co8^d&,  also 

dy  =  2Csin^d'd(>=  C(l  —  cos2&)d&. 
Integrieren  wir  diese  Gleichung  und  beachten  dabei,  dass  der  Anfangspunkt 
der  Bewegung  Coordinatenurspning  ist,  woselbst  ^  verschwindet,  so  wird 

y  =  Cd^''^Csin2&  =  ^C{2&  —  ein2&),  (2> 

und  weil  x  =  Csin^d^^  so  ist  noch 

a?  =  -|c(l— (?w2d).  (3> 

Setzen  wir  in  (2)  und  (3)  -^C=ay  2  ^  =  w»  so  folgt 

x  =  a{l  —  cos  w),  y  =  a{(o  —  sin  w).  (4) 

Diese  Gleichungen  sind  identisch  mit  denjenigen  der  gewöhnlichen  Cycloide^ 
welche  sonach  die  Brachistochrone  eines  schweren  Punktes  ist. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  auch  der  zweiten  Bedingung  Genüge 
geschehen  ist,  sie  lautet 


d8^/x    2y^ 

Weil  da-dy}^^. 

X 

dx  —  dyy            »  so  ist 

^  ^           X 

dx         t/C—x 

d8^/~i    '    Cx  ' 

dx              1           dx 

X 

1    ds 

womit  diese  zweite  Bedingung  erfüllt  ist. 

Die  Konstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Bedingungen,  welche  sich 
an  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  der  Bewegung  knüpfen.  Sind 
die  Goordinaten  dieser  Punkte  gegeben  durch  a?  =  0 ,  y  =  0  und  ä?  =  6» 
y  =^c,  dann  muss  die  Gleichung  bestehen 

aus  welcher  C  folgt.  Verhält  sich  <;  zu  ^  wie  der  halbe  Umfang  zum 
Durchmesser  des  Erzeugungskreises ,  dann  ist  b  gleich  dem  Diameter  des 
Wälzungskreises  und  der  zweite  Punkt  der  tiefste  Punkt  der  Cycloide. 
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Sobald  0  >  -^  6  TT  ist,  liegt  der  Endpunkt  B  schon  auf  dem  aufwärts  geheo- 

den  Bogenteile  der  Cycloide  und  der  schwere  Punkt  muss  eine    tiefere 
Stelle  als  B  erreichen,  um  in  der  kürzesten  Zeit  nach  B  zu  gelangen. 

Hier,  wo  die  beiden  Endpunkte  feste  Punkte  sind,  bedurfte  es  gar 
keiner  Berücksichtigung  der  bei  der  Integration  vom  Integi'alzeichen  frei 
werdenden  Glieder,  denn  da  alsdann  für  den  Anfangspunkt  so  wenig  wie 
für  den  Endpunkt  den  Variationen  ix,  dy  andere  Werte  als  Null  beigelegt 
werden  dürfen,  indem  die  festen  Punkte  keine  Veränderung  der  Lage  ge- 
statten, so  fallen  in  beiden  Endpunkten  diese  Glieder  von  selbst  weg.  Ist 
dagegen  einer  dieser  Punkte  nur  so  gegeben,  dass  er  zwar  auf  einer  be- 
stimmten Curve  liegen,  aber  auf  ihr  der  kürzesten  Fallzeit  entsprechend 
angenommen  werden  soll,  dann  kommen  für  den  auf  diese  Weise  gegebenen 
Punkt  jene  Glieder  mit  in  Betrachtung. 

Es  sei  der  Punkt  A  ein  fester  Punkt,  der  in  der  kürzesten  Zeit  von 
A  aus  zu  erreichende  Punkt  B  befinde  sich  auf  einem  Kreise  I>  m  vom 
Halbmesser  r.  Die  Coordiuaten  eines  beliebigen  Punktes  dieses  Kreises 
seien  i^,  ^,  seine  Mittelpunktscoordinaten /,  A,  so  dass  seine  Gleichung 
(v— /)2-+-(J  — A)2  =  r2.    In  diesem  Falle  müssen  für  den  Endpunkte 

die  von  dem  Integralzeichen  befreiten  Glieder -—8y-\ -p^J^dec 

dsyx  dsyx 

Wert  erhalten,   der  einem  durch  v  und  J  auf  dem  Kreise  bestimmten 

Punkte  gemäss  ist.    Denken  wir  uns  den  Endpunkt  etwas  verschoben,  &> 

dass  Sy=zS^  irgend  einen  Wert  erhält,   dann  muss  Sx  =  Sv  zugleich 

( j  _  ^)  j  t 
=  — ^—  werden ,   weil  die  Variation  des  Endpunktes   ein    Fort- 

rücken  auf  dem  Kreise  ist,  und  es  muss  daher  sein 

welcher  Wert  auch  der  ä^  gegeben  wird.     Da  nun  da,  dy,  ds  das 
werden,  was  sie  auf  der  Cycloide  da  sind,   woa?  =  v,  3/  =  t.    so  wird 

dy=^  -  -'  —   hier  =dxy  y^ —   und  daher 

v~  _  ^  —  h  __  Yr»  — (y— 7)g 


^    C— V       v—f  v—f 

Ferner  muss  die  Gleichung  bestehen 

oder,  weil  J  ==  ä  4-  y^«  — (v— /)«  ist, 


(5) 
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k^Y;:^:ij:^^  =  lc{arcOos  =  ^^)-y'-^-%].  (6> 

Mittelst  der  Oleichungen  (5)  und  (6)  lassen  sich  die  Werte  der  Integra- 
tionskonstanten und  der  Abscisse  des  Punktes  B  bestimmen,  so  dass  nun 
alle  Grössen  als  bekannt  anzusehen  sind. 

Die  Gleichung  -z=^  = = ~  zeigt,  dass  die  Linie  des  schnell- 

sten  Falles  den  Kreis,  auf  welchem  sich  der  Punkt  B  befinden  soll,  recht- 
winkelig schneidet. 

Ganz  ähnliche  Bestimmungen  ergeben  sich  für  den  Anfangspunkt  Ar 
wenn  für  dessen  Lage  nur  eine  Curve  gegeben  ist. 

Brandes,  Höhere  Geometrie»  II,  p.  123. 

G.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  festen  Centrum  beschleunigt.  Die 
Acceleration  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  seiner  Gentraldistanz. 
Welches  ist  die  Brachistochrone ,  wenn  der  Anfangs-  und  der  Endpunkt 
der  Bewegung^  gegeben  sind? 

Es  sei  (Fig.  85)  A  die  Anfangslage,  B 

der  Ort,  welchen  der  Punkt  von  A  aus  in  der 

kürzesten  Zeit  erreichen  soll,  P  eine  beliebig» 

Stelle  der  Bahn,  S  das  Beschleunigungscentrum^ 

S P=r,  p  =  dem  Perpendikel  von  S  auf  die 

Bahntangente  in   P,   jtt==    der  absoluten  Bo- 

Figur  86.  schleunigung ,  t;  =  der  Geschwindigkeit ,  q  = 

dem  Krümmungshalbmesser  bei  P,  S  A  =  a^  xfj^  dem  Winkel  zwischen 

SB  und  der  Bahntangente  in  P. 

Da  nach  dem  Resultate  des  allgemeinen  Problemes  4  die  Centn- 
fiigalbeschleunigung  gleich  der  Normalbeschleunigung  sein  muss,  so  be- 
steht die  Belation 

—  =  ^stnip.  (l) 

Aber  es  ist  v"^  =  C-2  f  \är  =  C -¥l^, 

oder,  weil  t?  =  0,  wenn  r=^  a,  mithin  C  =  — 


a 


Noch  haben  wir,  berücksichtigend,  dass  die  Curve  nach  S  hin  konvex  ist^ 

d  TT 

Mit  (1),  (2),  (3)  ergiebt  sieb 
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\a       rj 

dr 
dp 


fx  p 


r^  r 


^,     d.  i. 


2^  = 


adr 


r{r  —  a) 


(p')='K-^)- 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

Aber  C  muss  eine  negative  Grösse  sein,  weil  a  >  r,  wie  ans  (2)  hervor- 
:geht,  so  dass  nait  C  ==  —  ^4  die  Differentialgleichung  der  Brachistochrone  ist 

p^  =  A 

r 

IVenn  wir  durch  Integration  dieser  Gleichung  eine  Relation  zwischen  r 

und  &  erhalten,  so  haben  wir  eine  weitere  Konstante  einzuführen.     Die 

IVerte  dieser  willkürlichen  Eonstanten  sind  mittelst  der  Bedingungen  zu 

bestimmen,  welche  sich  daran  knüpfen,   dass  die  Curve  durch  die  beiden 

Punkte  A  und  B  gehen  muss. 

Ealer,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  191.    Walton,  p.  839. 

7.  Welche  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt  durchfallen,  damit  & 
-gleiche  vertikale  Wege  in  gleichen  Zeiten  beschreibt?  Die  Bahntangente 
im  Anfangspunkte  der  Bewegung  sei  vertikal. 

Es  sei  (Fig.  86)  O  der  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung, die  die  Bahn  in  O  berührende  Gerade  OA' 
Axe  der  a?,  die  zu  ihr  rechtwinkelige  Gerade  O  T  Ase 
der  y,  OM=w^  MP  =  y,  c  die  konstante  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  parallel  zu  OJC.    Damit  ist 

_      /ds>.^       /dx\'^       /'dy^^       _, 

''-Gl)  =GtJ  +G-f)  -<'^^9-- 


Figur  86. 


dx 


Aber  es  ist  ^—  =  <?,  folglich 


dt 


dy 


*'^-^''^(D=^-^2^^- 


dy 


IAH  0?  =  0   ist  ^  =  0,  daher  C  =  c^,  so  dass 


dx 


.2 


^dx^ 


goc. 


oder 


dy  _^/2gx 


dx 


2/  =  g^V2^a?8. 

Eine  Konstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  x  und  y  gleichzeitig  ver- 
schwinden. 

Diese  Gleichung  sagt,  dass  die  semikubische  Parabel  der  Bedingung 
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genügt,   O  ist  ihre  Spitze  und  OX  ihre  Axe,   sie  wird  deshalb  auch 
Isochrone  genannt. 

Dieses  Problem  wurde  im  Jahre  1687  von  Leibnitz  vorgeschlagen  (Nonvelles 
de  la  B^publique  des  Lettres,  Septembre  1687),  um  die  Schüler  von  Des  Cartes  her- 
auszufordern, welche,  aus  übertriebener  Anhänglichkeit  an  die  Geometrie  ihres  Meisters, 
greneigt  waren,  die  Methoden  der  Differentialrechnung  zu  verachten.  Kein  einziger 
Oartesianer  teilte  eine  LCsung  mit.  Huyghens  allein  nahm  die  Herausforderung  an, 
er  gab  eine  Losung  in  Les  Nouvelles  de  la  B^publique  des  Lettres,  Octobre  1687. 
Die  Losung  von  Leibnitz  erschien  zum  ersten  Male  in  Acta  Erudit.  Lips.  1680, 
p.  196  et  sq.  Beider  Losungen  waren  synthetisch.  Eine  analytische  Losung  gab  zuerst 
Jakob  Bemoulli  in  Acta  Erudit.  Lips.  1690,  p.  217. 

Walton,  p.  327. 

8.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  aus  einem 
Orte  A  entlang  einer  horizontalen  Linie  AO  nach  O  hin  geworfen«  Auf 
welcher  Gture  muss  der  Punkt  unter  Zwang  sich  bewegen,  damit  er  sich 
dem  Orte  0  gleichförmig  nähern  kann,  wenn  ausser  der  Wurfgeschwindig- 
keit nur  die  Fallbeschleunigung  wirkt  und  AO  eine  Tangente  der  ver- 
langten Bahn  ist? 

^  Es  sei  (Fig.  87)  OA=a,   O  P=r, 

2i  A  OP=x>^  wobei  P  die  Lage  des  Punk- 
tes zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  vq  =■-  der 
Wurfgeschwindigkeit  in  A. 
Figur  87.  Fur  dic  Bcwegimg  des  Punktes  in 

irgend  einem  Momente  seines  Sinkens  ist  hier 

Die  Aufgabe  bedingt,  dass  —  =  (7  =  einer  konstanten  Grösse  ist ,  folg- 

d  t 

lieh  muss  sein 


C2{l4-r«(^-^)    l  =  to2  +  2^r««^. 


d^ 

Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  ^=0,  r-i— =0,  mithin  (72=ro^  so  dass 

d  r 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt,  beachtend,  dass  mit  ^^0, 
r  =  a  ist. 
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womit  eine  Gleichung  für  die  Konstruktion  der  Bahn  gegeben  ist.  Der 
Punkt  wird  sich  aus  A  entlang  der  Curve  AB  CO  nach  dem  Orte  O 
mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  bewegen,  dem  Orte  O  sich  nähernd, 
sodann  wird  er  sich  auf  der  Curve  OcBa  mit  einer  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit entfernen  und,  in  a  angekommen,  ebenso  entlang  Oa  fort- 
schreiten. 

Diese  Curve  ist  von  Leibnitz  die  paracentrische  Isochrone  genannt  worden.  Das 
Problem  wurde  den  Mathematikern  de§  Tages  von  ihm  vorgeschlagen  in  Acta  Erndiu 
Lips.  1689,  p.  198.  Erst  nach  mehreren  Jahren  erhielt  Jakob  Bernoulli  eine  L(SsTi]ig 
dieser  Aufgabe,  welche  erschien  in  Acta  Eradit.  Lips.  1694,  p.  277.  Kurz  darauf  wur- 
den Losungen  von  Leibnitz  und  Johann  Bernoulli  veröffentlicht  (Acta  Erudit.  Lips. 
1694,  p.  871,  394).  Dieses  Problem  wurde  später  verallgemeinert  durch  VarignoD  (Les 
M^moires  de  TAcadämie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  9  et  sq.). 
Walton,  p.  328. 

9.  A  und  B  (Fig.  88)  seien  zwei  feste  Punkte  in  einer  horizontalen 

Linie,   EFP  sei  eine  Curve   in   der 

vertikalen  Ebene  durch  A  und  B.    Die 

Curve  EFP  soll  so  bestimmt  werden, 

dass  die  Summe  der  Zeiten,  in  welchen 

ein  schwerer  Punkt  die  geraden  Linien 

AP,  ^P beschreibt,  dieselbe  sein  kann, 

welcher  Curvenpunkt  P  auch  sein  mag. 

Halbiere  ^  jB  in  O,  lasse  die  v^- 

tikale  Linie  O  X  Axe  der  x ,  die  horizontale  Gerade  O  AY  Aie   der  y 

sein.    Femer  sei  ^-5=2  a,  x  die  Abscisse,  y  die  Ordinate  des  Punktes  P. 

Die  Zeiten,  in  welchen  der  schwere  Punkt  die  Geraden  AP^  BP 

durchfällt,  sind 


x^  -h  {a-^  yY 


folglich  ist,  wenn  k  die  Summe  dieser  Zeiten  bezeichnet, 

yik^gx=V^^T~(a-y)^  -h  Yx^  -t-  (a  +  3^- 
Hieraus  ergiebt  sich  mit  -^k^g  =  ic  leicht 


(1) 


y^  =  ex 


X 


2 


cx 


a 


8 


(2) 
a**  —  cx 

als   Gleichung   der  verlangten  Curve.     Diese  Curve  besteht  aus   einem 

Zweige  VOV,  welcher  eine  zur  Axe  der  y  parallele  Asymptote  hat,  und 

aus  einem  Ovale  EFP,    Das  Oval  ist  derjenige  Curventeil,  welcher  der 

gestellten  Bedingung  genügt.    Der  unendliche  Zweig  würde  der  Anforde- 
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rung  entsprechen,  dass  die  Zeiten  herunter  die  Geraden  AP\  BP^  eine 
konstante  Differenz  haben  sollen,  in  welchem  Falle  wir  anstatt  (1)  ge- 
habt haben  würden 


/■ 


woraus  durch  Entwickelung  dieselbe  Gleichung  (2)  erscheint.  Die  Curve 
hat  ziemlich  viel  von  der  Form  einer  Conchoide,  jedoch  ist  ihre  Gleichung 
von  derjenigen  der  Conchoide  wesentlich  verschieden. 

m 

Fuss,  M^moires  de  TAcad.  de  St.  P^tersbourg,  1819.    Walten,  p.  325. 

10.  Ein  Punkt  ist  gezwungen,  sich  innerhalb  einer  engen  Bohre  von 
solcher  Gestalt  zu  bewegen,  dass  seine  Beschleunigung  konstant  und  deren 
Richtung  stets  parallel  zu  einer  festen,  gegebenen  geraden  Linie  ist.  Die 
Bahngleichung  des  Punktes  soll  bestimmt  werden. 

Es  sei  die  Abscissenaxe  parallel  zu  der  gegebenen  geraden  Linie, 
p  die  zu  ihr  parallele  konstante  Acceleration  des  Punktes,  c  seine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Röhre,  welche  unveränderlich  sein  wird.     Damit  ist 


(ax\ 
dt) 


Die  Aufgabe  giebt  die  Bedingung  —^=p^  folglich  ist,  wenn  wir  die 
Ordinatenaxe  so  wählen,  dass  —  =  0,  wenn  x  =  0  ist. 

Durch  Elimination  von  dt  zwischen  (1)  und  (2)  folgt 

öder,  -j—  =  a  nehmend  und  reduzierend, 

4p 


dx      '         X 
womit  durch  Integration,  die  Lage  der  Abscissenaxe  ist  so  angenommen, 
dass  00  und  y  gleichzeitig  verschwinden, 

y  =  V  2  a  a?  —  0?^  +  a  arc  l  cos  = j. 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide,  die  Axe  der  Curve  ist 
parallel  zu  der  gegebenen  Geraden. 

Wir  besitzen  eine  ausgezeichnete  Untersuchung  von  Euler  in  Les  M^moires  de 
TAcad^mie  de  St.  P^tersb.,  Tom.  X,  p.  7  über  die  Beschaffenheit  der  Gurre  auf  vor- 
^geschriebener  Bahn  fttr  einen  schweren  Punkt,  wenn  die  Richtung  gleichförmiger  Ac- 

F.  Kraft,  Probl.  d.  anaJyt.  Mechanik.  I.  1(5 
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oeleiation  horizoDtal  ist.  Eine  Notiz  über  dieses  Problem  kann  eingesehen  werden  in 
dem  Bulletin  des  Sciences  de  fimxelles,  Tom.  IX. 

Walton,  p.  826. 

11.  Wie  ist  die  Curve  OPA  (Fig.  89)  in  einer 
vertikalen  Ebene  beschaffen,  wenn  ein  schwerer  Punkt 
einen  beliebigen  Bogen  und  die  zugehörige  Sehne  in 
derselben  Zeit,  durchfällt? 

Die  Coordinatenaxen  seien  die  horizontale  Gerade 
Figur  89.  O  F  und  die  vertikale  Gerade  O  X.    Ferner    sei  P 

ein  beliebiger  Bahnpunkt,  PM\\OY,  OP=r,  Z^XOP^O^^  Bogen 
0P=8^  80  dass  OM=^rco8d^  ist.  Die  Geschwindigkeit,  welche  der 
Punkt  erlangt,  wenn  er  den  Bogen  OP  beschreibt,  ist  gleich  derjenigen, 
welche  er  erhält,  wenn  er  die  Strecke  O  M  frei  durchfallt.  Daher  haben  wir 

i  -r-  I  =  2grcos&.     dt=  —r=-T==^=^- 
ydtJ  ^  y2gyrco8d^ 

Mithin  ist  die  zum  Durchfallen  des  Bogens  OP  nötige  Zeit 

ds 


—  —      f' 


und  die  zum  Beschreiben  der  zugehörigen  Sehne  erforderliche  Zeit  ist 


k 


=  /l 


g  C08& 
Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  muss  nun  ti  =  t^  sein,  folglich 

/2~r     __    1^  f      ^*_  l/~^  —  r      ^^ 

'^   ff  C08&      '\2ffJ„    V  r  C08  &  ^   €08  &•     Jq   y^r  cos  & 

Durch  Differentiation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  und  eine   kleine 
Umformung  des  Resultates  folgt 

dr      €082  3- 

—  ==  -:-ö~ä  ^  '^* 
r        8in  £i  xr 

80  dass,  indem  wir  integrieren, 

l  (r 2)  =  l  (a^)  ^-  l  {sin  2  ^),     oder    r«  =  a«  «n  2  &. 
wo  a  eine  Eonstante  bedeutet.    Aus  O  ziehe  die  Halbierungslinie  O  JE  des 

Winkels  XO  Y  und  setze  2i.P0E=  ^,  dann  ist  ^=  —  —  ^;  und 

r^  =  a^  co8  2q), 
welches  die  Gleichung  der  Lemniscate  von  Jakob  BemouUi  mit  dem  Nabel 
in  O  und  mit  A  als  Scheitel  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist.    Dieses  sehr 
schöne  Problem  haben  wii*  Saladini  zu  verdanken. 

Saladini,  Memoire  deirinstttato  Nazionale  Italiano,  Tom.  I,  parte  2. 
Fnss,  M^moires  de  TAcad.  de  St.  P^tersb.,  1819.    Walton,  p.  330. 
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12.  Eine  unendliche  Zahl  ähnlicher  Curven  in  einer  Ebene  entspringt 
in  einem  gegebenen  Punkte.     Welches  ist  die  zugehörige  Synchrone? 

Die  synchronische  Curve  ist  diejenige,  welche  die  gegebene  Curven- 
«char  in  einer  solchen  Weise  schneidet,  dass  ein  schwerer  Punkt  die  von 
ihr  aufgefangenen   Bogen   der  Curvenschar  in  gleichen  Zeiten  beschreibt. 

Es  sei  (Fig.  90)  O  der  gegebene  Punkt,  OPD  die 
synchronische  Curve,  welche  den  Bogen  0  P  der  krummen 
Linie  OP  auffängt,  die  eine  der  ähnlichen  Curven  ist. 
Die  Vertikale  OJT  sei  Abscissen-,  die  Horizontale  Ol' 
Ordinatenaie.  Ferner  sei  JfPxOJT,  OM=x^MP=^y, 
Bogen  OP=^8^  ^  =  der  Zeit  herab  den  Bogen  O  P, 
welche  durch  die  Bedingung  für  jeden  Punkt  P  der  Curve 
<y  P  D  konstant  sein  muss.    Damit  ist 


*/o    \2gx     ^0    ^      zgx  '^      dx 

Weü  die  in  O  entspringenden  Curven  ähnlich  sind,  so  ist  die  Gleichung 
-der  Curve  OP  von  der  Form 

ivo  F^f  gewisse  Funktionen  der  Elammergrösse  bezeichnen ,  a  der  allge- 
meine Parameter  der  Klasse  ähnlicher  Curven  für  die  besondere  Cur\'e 
O  P  ist.    Folglich  haben  wir  durch  die  Annahme 

a?  =  a  f,  y  =  a/(r),  (3) 

und  vermöge  (1) 

t  =  yfär^Q^dT  =  V^  xp  (r),  (4) 

wo  p  =  y^  =  — /(r)  und  \f)(i)  eine  Funktion  von  r  ist. 

et  X         CL  X 

Aus  (8)  und  (4)  ergiebt  sich 

Indem  wir  nun  in  jedem  besonderen  Falle  t  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
•eliminieren,  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y^  welche  diejenige 
•der  synchronischen  Curve  ist. 

Wenn  die  in  (1)  angegebene  Integration  ausgeführt  werden  kann,  so 
ist  es  unnötig,  zu  dem  Hilfssymbole  v  Zuflucht  zu  nehmen.  In  diesem 
Falle  haben  wir  nach  geschehener  Integration  nur  den  Parameter  a  zu 
eliminieren,  was  mittelst  (2)  zu  bewirken  ist.  Es  geschieht  indessen  selten, 
dass  wir  die  Integration  ausflihren  können.  Unter  diesen  Umständen  werden 
es  die  Gleichungen  (5)  uns  möglich  machen,  die  synchronische  Curve  durch 
die  Methode  der  Quadratur  zu  konstruieren,  je  ein  paar  Werte  von  x  und  y 
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ZU  ermitteln,  uud  daher  lässt  sich  ein  Punkt  der  Curve  dadurch  annfthemd 
fQr  jeden  numerischen  Wert,  welchen  wir  v  beilegen  m(^gen,  bestimmen. 

Das  Problem  der  synchronischen  Gurren  wnrde  zuerst  von  Johann  Bemoulli  er- 
örtert (Acta  Eradit.  Lips.  Mai,  1697,  p.  206.).  Sp&ter  untersuchten  Sanrin  und  Eoler 
diesen  Gegenstand.  (Mechan.,  Tom.  II,  p.  47.  M^m.  de  TAcad.  de  St  P^teisb.,  181^ 
bis  1820,  p.  20,  35.) 

Walton,  p.  334. 

13.  Eine  Schar  von  Kreisen  in  der  vertikalen  Ebene  JTO  F  be- 
rührt die  vertikale  Gerade  OJC  in  dem  Punkte  O.  Welches  ist  die  syn- 
chronische  Curve,  wenn  ein  schwerer  Punkt  von  O  aus  sich  bew^t? 

Die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  a  ist 

a?2  =  2a2/— 3/2,    oder    y  =  a(l -/^l— ^-^)- 
Mit  den  Bezeichnungen  unter  12  haben  wir 


/(r)  =  l-Vl- 


2 


P  = 


_  d/{z)  _ 


r« 


^''     /.      V2^r  V2^/     Vt- 

Mithin  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Synchrone 

womit  die  verlangte  Curve  mittelst  der  mechanischen  Quadratur  bestimmt 
werden  kann. 

£aler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  52.    Walton,  p.  335. 

14.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  auf  einer  krummen  Linie  in  einer 
vertikalen  Ebene  herab.  Wie  muss  die  Curve  beschaffen  sein,  damit  die 
Druckbeschleunigung  an  jeder  Bahnstelle  dieselbe  sein  kann  ? 

_  Es  sei  (Fig.  91)  OA  die  verlangte  Curve,  die  Hori- 

^  zontale  O  JT  Abscissen-,  die  Vertikale  OY  Ordinatenaie. 
Pein  beliebiger  Bahnpunkt,  MP±.OY,  OM=y,  MI^  =  u, 
Bogen  0P  =  8,  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  0. 
k  die  konstante  Druckbeschleunigung,  O  die  Anfangslage  de> 
Punktes. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  Jf  =  0,  Y  =  ^,  daher 

Weil  aber  (^J)  =  .0='  +  2<,y,     1  =  g:g.  so  ist  auch 
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1         dx       /Ort      \^^^ 

ds 


Vro*-4-2^y  f'^  ^  ds^       A^^^^^2gyds  ds 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  C  als  willkürlicher  Eonstanten 

*VVT2^=  V^o^T2^y^4-C',  oder  ^  =  --  ^ 


Bezeichnet  a   die   Vertikalneigung   der   Gurve   im   Punkte   O,    dann  ist 

Jfc      C 
^in  a  = ,  mithin  ihre  Differentialgleichung 

9      «'0 

cfa: Tc       Vq  k  —  g sin a 

ds'"g      7  Vt;o2  +  2^"y  ^^^ 

Die  Gleichung  zwischen  ^  und  v  ^^^^  durch  eine  zweite  Integration  er* 
halten  werden,  aber  das  Resultat  ist  infolge  seiner  Zusammengesetztheit 
von  keinem  grossen  Werte. 

Das  Problem  der  Corve  gleichen  Widerstandes  fflr  einen  schweren  Pankt  wurde 
von  Johann  BemoaUi  zuerst  vorgeschlagen  (Acta  Erudit.  Suppl.  Tom.  II,  sect.  VI,  p,  291) 
und  von  L'Hdpital  gelost  (M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1700,  p.  9).  Ver- 
schiedene Aufgaben  ähnlicher  Art  erörterte  später  Varignon  (Mem.  de  TAcad.  des 
Sciences  de  Paris,  1710,  p.  196). 

Commerc.  Epistolic.  Leibnitii  et  Bernoollii,  Epist  VII.    Walton,  p.  348. 

Eine  zweite  Lösung  mag  noch  folgen.  Wir  wählen  die  Lage  des 
Ooordinatenursprunges  O  ganz  beliebig  und  setzen  voraus,  dass  die  Curve 
gegen  die  Abscissenaxe  möglicher  Weise  konkav  oder  konvex  gekrümmt 
^ein  kann.     Die  Gleichung,  von  welcher  wir  auszugehen  haben,  ist  wie 

vorhin 

dx      v^  ,-. 

k  =  9j-^^j  (1) 

Nun  ist  v^  =  vo^  4-  2^y  -h  <?,  und  wenn  h  die  Ordinate  der  Anfangslage 

<ies  schweren  Punktes  bezeichnet 

v^  =  v,^  +  2g{y-^h).  '(2) 

li  11  d  X 
Mit  diesem  Werte  von  v  und  q  =  V-:-7-^   geht  die  (1)  über  in 

OfS    CLS 

.     ~^rf»  dv  d$^' 

ds 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  -^  — ^,  so  kommt 
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fe     dy  _     g     dxdy      Vq^ -\'2g{y —h)d^x 
2Yyds       2yy  de  da  ^VH  ^*^* 

welche  GleichuDg  zu  integrieren  wäre. 

Verlegen  wir  den  Coordinateuorsprong  in  den  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung, nehmen  die  Geschwindigkeit  daselbst  gleich  Null  und  setzen 
^  =  h  ff*  so  wird  einfacher 

kl     1     dxdy   ^   ^r—d^x 


Z'^y       2y^y  ds  da       ^  ^  ds^ 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

^  =  *x  +  ^.    oder    ^  =  ^H,/^,  mitC=±Vä.        (3> 
Damit  ist  der  Krümmungshalbmesser 

'       a 
Bezeichnet  ^  die  Horizontalneigung  der  Bahn  an  einer  beliebigen  Stelle,. 

dann  folgt 

C08  d^  —  hi-^  ---=     oder     C  =  (cos  ^  —  ifei )  \^y, 

co8&  =  ki±y-'  (4> 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  die  Curve  konstruiert  werden.     Eine  Be- 
lation  zwischen  x  und  y  ergiebt  sich  durch  Integration  der  Gleichung  (3). 

Betrachten  wir  einige   Spezialfälle.     Mit   C  =  0 ,   oder   a=  0   ist 

d  X  _— 

co8d'  =  -z-  =  ki,  welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist.     Wenn 

^*l  >  1,  dann  gilt  das  obere  Zeichen  in  (4)  nicht,  es  kann  nicht  gebraucht 
werden,  und  haben  wir 

^    y         ""      ^      a 

Hier  erreicht  y  seinen  Maximalwert  jz =x^'  wenn   co«  ^  =  1   ist;   der 

{kl  — 1)2 

kleinste  Wert  von  y  ist  -z rr^,  er  macht  cos  ^  =  1 .    Wächst  y  von  dem 

(*•l-^l)^ 

letzteren  bis  zu  dem  ersteren  Werte,  dann  nimmt  cosd'  seine  sämtlich^i 
Werte  successive  an.  Diese  Kurve  ist  demnach  immer  konkav  g^en  die 
Aie  der  a?,  wenn  cosd^  positiv  ist,  und  konvex,  wenn  co8&  negativ  ist, 
wegen  q  cos  &,  welches  die  Projektion  des  Krümmungshalbmessers  auf  die 

Ordinatenaxe  =  y  ^  cos  &  ist,  und  hat  dieser  Ausdruck  dasselbe  Zeichen 
wie  cosd^.    Die  Gestalt  dieser  Curve  deutet  die  Figur  92  (S.  247)  an. 


II.  Th.  Kap.  IV. 


Die  elastische  Linie  von  Jakob  Bernonlli. 


247 


Wenn  ki  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  dann 

^  sind  beide  Zeichen  in  (4)  zulässig.  Das  obere  Zeichen 
hat  nur  Giltigkeit  für  jene  Werte  von  y,  welche  cos  & 
nicht  grösser  als  die  Einheit  machen,  also  zwischen 

und  ao  liegen.     Für  diesen  Curvenzweig  ist 


QCOS 


1  —  iki 


2y3 

-    3 

a 


es  liegt  folglich  seine  Konvexseite 


Figur  94. 


nach  der  Axe  der  os  hin,  ihn  versinnlicht  die  Figur  93. 
Das  untere  Zeichen  kann  nur  zwischen  jenen  Werten  von 
von  y  angewendet  werden,  welche  machen,  dass  der  Wert 
von  €08  &  zwischen  ki  und  —  1  fällt,  sie  sind  y  =  oo 

und  y=  .2 TTo-    So  lange  als  cosd^  positiv,  ist  die 

•^      (1  +  Ä;i)* 

Curve  (Fig.  94)  konkav  nach  der  Abscissenaxe  hin  und 

für  die  übrigen  Werte  ist  sie  konvex. 

Earnshaw,  Dynamics,  p.  127. 


15.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  von  O  ausgehend  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit auf  einer  in  einer  Vertikalebene  liegenden  Curve  OA 
(Fig.  91 ,  S.  244).  Die  Widerstandsbeschleunigung  an  jeder  Bahnstelle  ist 
direkt  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  horizontalen  Oeraden 
OJC.    Welches  ist  die  Gleichung  dieser  Curve? 

Wir  nehmen  die  Linie  O  X  als  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade  O  Y 

als  Ordinatenaxe,  k  gleich  der  Druckbeschleunigung,   wenn  y  gleich  der 

Einheit  ist,  dann  ist 

-    p         dx      2gy 


da 


8 


oder,  weil,  =  -|l-H(^|)Y:g, 


ky^  = 


2^y 


y^-^&y  ii-oT 


4 


ifcj^= 


^y  'di 


^      Idyd^y 


^y 


dxdx^ 


y 


dx 


^•-ÖÖ'  !'-(g)'} 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  da  o?  und  t/  gleichzeitig  verschwinden, 
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-ky2=  ^   ^  ^' 


und  wird  mit  -ß  =  a^ 

k 

y^l/l-j^(^\^=a\     oder    yä^—y^dx^y^dy, 
welches  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  von  Jakob  Bernoulli  ist.    <A«?ta 

Emdit.  Lips.  1694,  p.  272;  1695,  p.  538).     Varignon  (Mömoires  de  FAcad^mie  de^ 
Sciences  de  Paris,  1710,  p.  151).    Walton,  p.  344. 

■r 

16.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  zu  der  festen  Geraden  O  Y  (Fig.  91. 
S.  244)  parallele  Beschleunigung  und  bewegt  er  sich  auf  der  mit  O  F  in 
einer  Ebene  liegenden,  gegebenen  Curve  OPA.  Wie  muss  die  AcceleratioD 
beschaffen  sein,  wenn  die  Druckbeschleunigung  während  der  ganzen  Be- 
wegung von  konstanter  Grösse  sein  soll? 

Es  sei  k  die  konstante  Druckbeschleunigung,  O  die  Anfangslage  de^ 
Punktes,  vq  seine  Geschwindigkeit  daselbst,  die  Horizontale  O  X  Abscissen-. 
die  Vertikale  O  Y  Ord'natenaxe,  Y  die  zur  Axe  der  y  parallele  Beschleu- 
nigung an  einer  belieligen  Stelle  der  Bahn.  Die  Druckbeschleimigung 
ist  hier 


ifc=r'^* 


j  .,  dy  d^x 

so  dass  mit  p  =  ~^:— -^ 

da    da^ 


da       Q 


^[vo^-h2j^'Ydy^ 


,  dy  ^d^x       ^^dydx      nd^t%'  f^^j 

d  X 
Die  Multiplikation  mit  2-j-da  und  die  Integration  giebt 

dy 

ydada^'  =  r'\Ta)^^di)J^    ^  ^^^- 

r^^-r ,  1    „         ^'      rdydx 


(dx^J   de  de 


oder,  -:;—  =  «  setzend, 
dy 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  y  giebt  die  verlangte  Beschleunigung 

Y=-!^Vi-^^^-H^{  f-iiM^  +  c\.  (2) 


p 


J 
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:Mit  y  =  0  folgt  aus  (1) 


^''(p*'){/r'^^*<' 


o 


welche  Bedingung  den  Wert  der  willkürlichen  Eonstanten  bestimmen  wird. 

Enler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  101.    Walton,  p.  345. 


17.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Bogen  OA  einer  Parabel  mit 
der  Axe  OJ^  (Fig.  91,  S.  244)  infolge  einer  Beschleunigung,  deren  Rich- 
tung parallel  zu  der  auf  O  X  senkrechten  Geraden  0  Y  ist.  Die  Beschleu- 
nigung soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Druckbeschleunigung  während 
der  ganzen  Bewegung  des  Punktes  konstant  ist. 

Es  seien  die  aufeinander  senkrechten,  in  der  Bahnebene  gelegenen 
Geraden  O  X^  OY  die  Coordinatenaxen,  h  bezeichne  die  konstante  Druck- 
beschleunigung, die  Gleichung  der  Parabel  sei  y^  =  ax. 

Indem  wir  hier  die  Formel  (2)  der  Lösung  des  vorhergehenden  Pro- 

blemes  anwenden  und  beachten,  dass  «  =  — ^  ist,  erhalten  wir  für  die  ver- 

a 

langte  Beschleunigung 

Femer  ist,  vermöge  Formel  (1)  unter  16 

42/«  rYdy  =  -  2ro*y2  +  ifc(a*  +  4y2)  j^yä«  +  4y2+  cj. 
folglich  erhalten  wir,  ^  =  0  setzend, 

und  daher  durch  (1) 

Enler,  Mechan.,  Tom.  11,  p.  103.    Walton,  p.  347. 

18.  Auf  einer  Geraden  sinkt  ein  schwerer  Punkt.  Wie  muss  die  Neigung  der 
Bahn  beschaffen  sein,  damit  die  Horizontalprojektion  des  in  einer  gegebenen  Zeit  von 
dem  Punkte  zurückgelegten  Weges  ein  Maximum  wird? 

Der  verlangte  Neigungswinkel  ist  gleich  450. 
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19.  Ein  Pankt,  dessen  Anfangslage  A  (Fig.  95)  ist,  bewegt 
sich  in  einer  unendlich  dünnen  Rohre  APS  in  einer  Ebene  nacb 
dem  Centrum  8  einer,  einer  beliebigen  Funktion  des  Centralabetandes 
direkt  proportionalen  Beschleunigung.  Die  Gestalt  der  Rohre  soll 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Zeit  durch  einen  beliebigen  Bogea 
A  P  n-mal  so  gross  als  durch  einen  Teil  Ap  des  Primradiosvekter 
SA,  wobei  Sp  =  SP  ist 
^*«^'^*-  Es  sei  SP=r,  8A=za,  2iASP=:&,  dann  wird  die 

Gleichung  der  Gurre  sein 


r  =  ae 

20.  Ein  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  aus  einem  Orte  A 
entlang  einer  gegebenen  Gurve  A  PO  (Fig.  96)  geworfen,  welche  er  gezwungen  ist  xa 

beschreiben.   Auf  den  Punkt  wirkt  eine  stets  nacli 
Q      0  gerichtete  und  seinem  Abstände  von  0  direkt 
proportionale  Beschleunigung.     Die   Gestalt  der 
Bahn  soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Winkel- 
Figur  96.  gesch  windigkeit  des  Badiusvektor  O  P  koastut 

sein  kann. 
Es  sei  OA  =  a,  OP=r,  2iA0Pz=z^f  ^8=  der  absoluten  Beschleooigasg. 
CO  =  der  Winkelgeschwindigkeit  Ton  OP,  Vq  die  Wurfgeschwindigkeit,  dann  ist  dk 
Gleichung  der  verlangten  Bahn 

/^2^^^  =  arcCcos  =  j/^^^^^r) -arc  (cos  =7/I^^ZIa> 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  138. 

21.  Auf  einen  Punkt  wirkt  eine  nach  einem  festen  Gentrum  gerichtete,  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Beschleunigung.  Welches  ist  die 
Tautochrone? 

Wenn  r  die  Bewegungszeit  bedeutet  und  die  Bezeichnungen  unter  (3)  beibehal- 
ten werden,  dann  ist  die  Differentialgleichung  der  Tautochrone 

Euler,  Mechaiv,  Tom.  II,  p  209. 

22.  Die  Tautochrone  zu  finden,  wenn  die  Gentralbeschleunigung  9»  konstant  ist. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  210. 

23.  Eine  unendliche  Zahl  gerader  Linien  in  einer  Ebene  entspringt  in  eioem 
Punkte.    Welches  ist  die  synchronische  Gurve  für  einen  schweren  Punkt? 

Der  gegebene  Punkt  werde  als  Goordlnatenursprung,  die  Axe  der  x  horizontaL 
diejenige  der  y  vertikal  und  positiv  abwärts  gekommen,  dann  ist  die  Gleichung  der 
verlangten  Gurve,  welche  in  diesem  Falle  ein  Kreis  ist,  mit  t  als  gemeinsamer 
Fallzeit 

Euler,  Mto.  de  TAcad.  de  St.  Pötersb..  1819,  p.  22. 
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24.  In  einer  rertikalen  Ebene  liegen  unendlich  viele  Cycloiden,  ihre  Basen  be- 
ginnen alle  in  dem  Coordinatenursprunge  und  fallen  mit  der  horizontalen  Abscissenaxe- 
zusammen.  Welches  ist  die  synchronische  Gurre  eines  schweren  Punktes,  wenn  die- 
Bewegung  vom  Coordinatenursprunge  aus  beginnt 

Bezeichnet  t  die  konstante  Fallzeit,  dann  ist,  wenn  die  Ordinatenaxe  vertikal 
abwärts  genommen  wird,  die  synchronische  Curve  gegeben  durch  die  Relationen 

x  =  aarc  (ver8  =  —j—  y2ay  —  y^i  y  =  aversikl/^J, 

aus  ihnen  folgt  durch  Elimination  von  a  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y.    Die  Curve 
schneidet  alle  Cycloiden  rechtwinkelig. 

Johann  Bemoulli,  Acta  Erudit  Lips.  1697,  Mai,  p.  206. 

25.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  festen  Centrum  proportional  der  Distanz  be- 
schleunigt und  bewegt  sich  auf  einer  Curve  von  einer  gegebenen  Stelle  zu  einer  anderen. 
Die  Beschaffenheit  der  Curve  zu  finden,  wenn  sie  seine  Brachistochrone  ist. 

Es  sei  (Fig.  85,  S.  237)  A  der  Anfangspunkt  der  Bewegung,  B  der  Ort,  in 
welchem  der  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  ankommt,  Pein  beliebiger  Bahnpunkt,  SP=r, 
p  =  dem  Perpendikel  vom  Beschleunigungscentrum  auf  die  Bahntangente  in  p,  SA^Qr 
dann  ist  mit  A  als  einer  Eonstanten  die  verlangte  Gleichung  zwischen  p  und  r 

p2  =  ^(r2  — a2) 
und  sonach  die  Curve  eine  Hypocycloide. 

Leiten  wir  aus  dieser  Gleichung  durch  Integration  eine  Belation  zwischen  r  und 
einer  Winkelcoordinate  ^  ab,  so  haben  wir  noch  eine  weitere  Eonstante  zu  A  hinzu- 
zufügen. Beide  Eonstanten  sind  mittelst  der  Bedingungen  zu  bestimmen,  welche  sich 
daran  knüpfen,  dass  die  Curve  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  gehen  muss. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  191. 
18—25.    Walton,  p.  340—343. 

26.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
aus  einem  Orte  A  (Fig.  97)  auf  einer  in  vertikaler  Ebene  gelegenen 
Curve  0  A  herab.  Die  Druckbeschleunigung  ist  direkt  proportional 
dem  Abstände  des  Punktes  von  der  horizontalen  Geraden  OX. 
Welches' ist  die  Gleichung  der  Linie  OA? 

Nimm  die  Geraden  OX,  0  Tl^OX  als  Coordinatenaxen, 
Figur  97.  k  =  der  Druckbeschleunigung,  wenn  y  =  der  Einheit  ist,  dann  ist 

mit  —  =  a  die  Gleichung  der  Curve 

y2  =  6ax  —  aß, 
welche  sonach  ein  Kreis  vom  Diameter  0E=z6a  ist. 

Varignon,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1710,  p.  151. 

27.  Welches  ist  unter  denselben  Verhältnissen  wie  vorhin  die  Curve,  wenn  die 
Druckbeschleunigung  direkt  proportional  der  Quadratwurzel  der  Distanz  ist? 

X  =  2aare (co8=     o^    )  -^YAay  —  y^» 

Die  Curve  ist  eine  gemeine  Cycloide  mit  einem  Erzeugungskreise  vom  Durchmesser  4  a. 
Varignon,  ibid.  p.  152. 
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28.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  anf  einer  io  einer 
Yertikalebene  gelegenen  Gurre.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Gurre,  weim  der  durch 
die  Gentrifugalbeschleunigung  erzeugte  Widerstand  an  jeder  Bahnstelle  direkt  projior- 
tional  einer  beliebigen  positiven  Potenz  der  Entfernung  des  Punktes  yon  der  durch  die 
Anfangslage  laufenden  horizontalen  Linie  ist,  die  Bahntangente  in  dem  Anfangsponktr 
•der  Bewegung  mit  dieser  horizontalen  Linie  zusammenfällt? 

Es  bezeichne  k  den  durch  die  Gentrifugalbeschleunigung  hervorgerufenen  Wider- 
stand, wenn  y  =  der  Einheit  ist,  die  Axe  der  y  vertikal  vorausgesetzt  (Fig.  91,  S.  244 

<dann  ist  mit  -|-  =  a  die  Differentialgleichung  der  Bahn 


yin^a'^'—y^»dx  =  y**dy, 
Varignon,  Ib.  p.  156. 

29.  Die  Gurve  zu  finden,  wenn  der  durch  die  Fallbeschleunigung  erzeugte  Ici 
der  Reaktionsbeschleunigung  der  n^^  Potenz  der  Fallhöhe  des  Punktes  direkt  propor- 
tional ist,  n  positiv  und  die  Bahntangente  im  Anfangspunkte  der  Bewegung  horizoDUl 
vorausgesetzt  wird. 

Mit  denselben  Bezeichnungen  wie  vorbin,  ausgenommen ,  dass  k  jetzt  die  dnrd 
g  allein  hervorgerufene  Druckbeschleunigung,  wenn  ^  =  1 ,  bedeutet ,  ist  die  Dimere:- 
tialgleichung  der  Gurve 

|/a2  —  y2'«  dx  ==  y^dy, 

Varignon,  Ib.  p.  160. 

30.  Ein  schwerer  Punkt  sinkt  aus  der  Ruhe  auf  einer  in  einer  vertikalen  Ebene 
liegenden  Gurve  herab.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  wenn  die  durch  «iie 
Gentrifugalbeschleunigung  und  die  Fallbeschleunigung  erzeugten  Teile  der  Druckbe- 
schleunigung  in  einem  konstanten  Verhftltnisse  stehen ,  die  Bahntangente  für  die  An- 
fangslage  des  Punktes  horizontal  ist? 

0  sei  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  (Fig.  91,  8.  244),  die  Abscissenaxe  ^  I 

horizontal,  die  Ordinatenaxe  0  Y  vertikal,  —  das  konstante  Verhältnis ,  dann  ist  die 

n 

Differentialgleichung  der  Bahn 


(, 


m  mx  1  m 


a--y^JUx  =  y^^dy. 
Varignon,  Ib.  p.  161. 

31.    Ein  Pankt  bewegt  sich  auf  dem  Bog^ 
^  0  B  (Fig.  98)  einer  Cycloide  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit mit  einer  zu  ihrer  Basis  parallelen  Beschlei:- 
nigung.    Wie  muss  diese  Beschleunigung  bescbaffa 
sein ,  wenn  die  Druckbeschleunigung  konstant  blei- 
Figur  98.  ben  soll  ? 

Bezeichnet  k  die  konstante  Druckbeschleunigung,  a  den  Radius  des  EizengtiD^s- 
kreises,  Y  die  verlangte  Beschleunigung,  ist  MPJLOY,  OM^y,  MP=:i,  dam 
«rgiebt  sich 

3  f     y 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  104. 


II.  Th.  Kap.  lY.  Hodographe  im  leeren  Ranme.  25$ 

32.  Ein  Punkt  mrd  von  einer  Stelle  ans,  welche  den  Weg  zwischen  zwei  Be- 
schleanignngscentren  halbiert,  entlang  einer  Curve  geworfen.  Die  Intensitäten  der  bei- 
den Beschleunigungen  sind  gleich,  jede  ist  verkehrt  proportional  dem  Abstände  des 
Punktes  von  ihrem  Centrum.  Welche  Gestalt  muss  die  Curve  besitzen,  damit  der 
Punkt  sich  gleichförmig  bewegen  kann? 

Ist  a  die  Anfangsdistanz  des  Punktes  von  einem  jeden  Centrum,  sind  r^,  r^  die 
Entfernungen  eines  beliebigen  Bahnpunktes  von  den  zwei  Centren,  dann  ist 

ri .  r2  =  a2. 

26  -32.    Walton,  p.  347  -  349. 


Dritter  Abschnitt. 

Hodographe. 

1.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  aus  der  Ruhe  in  einer  unendlich  dünnen^ 
cvcloidischen  Röhre.  Die  Aie  der  Cvcloide  ist  vertikal  und  ihr  Scheitel 
der  höchste  Punkt.     Welches  ist  die  Gleichung  des  HodographenP 

Es  sei  die  Axe  der  Cycloide  Axe  der  3/,  ihre  Scheiteltangente  Axe 
der  07,  h  der  Yertikalabstand  der  Anfangslage  des  Punktes  vom  Scheitel, 
V  seine  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle,  ip  die  Vertikal- 
neigung  der  Curve  daselbst,  a  der  Radius  des  die  Curve  erzeugenden 
Kreises,  &  der  excentrische  Winkel. 

Damit  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gegeben  durch 

t;2  =  2gCy  — A), 
und  die  Gleichungen  der  Bahn  sind 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

dos 1  -♦-  €08  d" 

tg  \p  =^^-  —  —  .   ^     '      ein x>8inxl)=^ co9 \p  -^  coad- cos  i/;, 

C08  {i^-h  ip)  =  008  {n  —  \fi),  d.  i.  ,!>  ==  tt  —  2  i/;.     Mithin  ist 

v^  =  2 ag{l  —  C08 ^)  —  2 ff h,       oder      v^^2ag{l  -+-  co82\l))  —  2gK 
womit  die  Gleichung  des  Hodographen  gefunden  ist. 

Bewegt  sich  der  schwere  Punkt  vom  Scheitel  der  Cycloide  aus,  dana 

ist  A  =  0,  mithin  v  =  2  V^  ^^^  ^ '  so  dass  in  diesem  Falle  der  Hodo- 
graph  ein  Kreis  ist. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Curve  in  einer  vertikalen  Ebene.  Die 
Curve  ist  so  beschaffen,  dass  die  Druckbeschleunigung  konstant  ist.  Welches  ist  die 
Gestalt  des  Hodographen? 

Der  Hodograph  ist  ein  Kegelschnitt  mit  horizontaler  Direktrix. 
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3.  Eine  gerade  Linie  bewegt  sich  mit  ihren  Endponkten  auf  zwei  in  eher 
Ebene  zu  einander  senkrechten  Geraden,  sich  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindig- 
3[eit  drehend.    Welches  sind  die  Hodographe  der  Bahnen  ihrer  Punkte? 

Die  verlangten  Hodographe  sind  Ton  einer  Hypocycloide  eingehüllte  Ellipsen. 

Walton,  p.  374—375. 


Zweite  Abteilung. 

Bewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

1 .  Ein  schwerer  Funkt  sinkt  auf  einer  nach  dem  tiefsten  Punkte  l 
•eines  vertikalen  Kreises,  dessen  vertikaler  Durchmesser  AB  =  ^a  L< 
fEUirenden  Sehne  CJ?  in  einem  Medium  von  gleicher  Dichtigkeit,  welches 
«ine  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Widerstandsbeschleunigung 
liervorbringt.    Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  sei  (Fig.  99)  P  die  Lage  des  Punktes  zu  der  Zeit  /. 
gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  in  C  an,    CP  =  f. 
2^ÄBC=a,  g   die  relative  Fallbeschleunigung ,  ä:  die  Be- 
schleunigung des  Mittels  für  die  Oeschwindigkeitseinheit. 
Die  Bewegungsgleichung  ist  im  vorliegenden  Falle 

dv        ,  ,  <3?«         -  dv  j       /i. 

-—  z=i  q  cos a  —  k -5-1      Oder     —, —    =  at,    (il 

dt  at  g  €08 a  —  kv 

/dv                 r                 ^  i9  ^^*  OL  —kv 
-7 7 — =  /   dt^         ~r^~ > ^^ — '» 
g  cos  a  —  kv      Jo                   k          g  cos  et 

g' cos  a  —  kv         ^tt 

' } =  €  » 

g  cosa 

^omit  y  =  Ül'^(\^,'^^y  (2, 

also  die  Geschwindigkeit  als  eine  Funktion  der  Zeit  bestimmt  ist. 
Ferner  ist,  weil  ds  =  vdt^ 

.s  =  l^/(^l^e-'^)dU   d.i.  e  =  ^^-^(kt^e''''^l}   (3) 

MitCn  J^ AB  ist  BD.  AB=BC^,  oder  e cosa. 2 a=s^,  s=2acosa, 
-demnach  auch 

2acosa=^^-^(jct-he''''-iy  oder  2aik2  = /(^• «  +  e"-"^'- 1}  (4) 

Die  Gleichung  (3)  giebt  die  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit. 
Lösen  wir  die  Relation  (4)  für  t  auf,  dann  folgt  die  Fallzeit  für  die  ganze 
Sehne  CB.  In  dieser  Formel  kommt  die  Vertikalnei^ng  a  der  Sehne 
nicht  vor,  es  ist  mithin  die  ganze  Fallzeit  für  alle  von  B  ausgehende 
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Sehnen  konstant,  sie  ist  gleich  derjenigen,  in  welcher  der  Punkt  den  ver- 
tikalen Diameter  AB  frei  beschreibt. 

£nler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  244.    Walton,  p.  365. 

2.    Ein  schwerer  Pankt  schwingt  in  einem  homogenen  Medium  auf 

einem  vertikalen  Kreisbogen  BB'  (Fig.  100)  mit 
dem  tiefsten  Punkte  F.  Die  Verzögerung  durch 
das  Mittel  ist  direkt  proportional  der  Geschwindig- 
keit.    Die  Bewegung  soll  untersucht  werden. 

Bei  der  Bewegung  des  Pendels  in  der  Luft 

ist  die  Beschleunigung  durch  den  Luftwiderstand 

Figur  100.  für  sehr  langsame  Schwingungen   sehr   nahe  der 

«rsten,  für  rasche  Oszillationen  nahe  der  zweiten  Potenz  der  Geschwindig. 

keit  direkt  proportional. 

Es  bezeichne  J?^= 2 .  JJi^den  ganzen  Schwingungsbogen,  a—AB=AF 
seinen  Radius,  a  den  Winkel  FAB,  &  den  Winkel  FAC,  um  welchen 
der  Fahrstrahl  des  Punktes  nach  der  Zeit  t  von  der  Vertikalen  abweicht 
g  die  Fallbeschleunigung,  k  die  Betardation  des  Mittels  für  die  Geschwin- 
digkeitseinheit. 

Die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Richtung  der  Bahntangente 

in  O  ist  gsinx^,  welcher  die  Beschleunigung  durch  das  Mittel  kv=k  - 

entgegenwirkt,  so  dass  wir  für  die  Bewegung  des  Punktes  die  Gleichung 

haben 

d^8  .    ^       ,  ds 


^^^=gHn^-k- 


(1) 


sin  i^=&  - 


Nun  ist  aber  8  =  a{a  —  S),  also  da  —  — ad&,  <?*»=  —  arf^^ 


—  . .  •  I  womit,  wenn  wir  die  Glieder  von  O^^ 


2.8      2.8.4.5 

an  in  der  letzten  Belation  vernachlässigen,  einen  sehr  kleinen  Schwingungs- 
winkel  voraussetzend,  die  Gleichung  zwischen  t  und  ih  entsteht 


dt        a 


(2) 


Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setzen  wir,  mit  c  und  ß  konstante 
Orössen  bezeichnend, 

(3) 


dann  ist 


d& 


ßt 


dt 


=^ßce 


fit 


d^d^ 

dt 


^  />o  ßt 


und  daher 


/92  +  ^A:-f^  =  0. 


a 


(4) 


Die  Auflösung  dieser  bezüglich  ß  quadratischen  Gleichung  giebt 
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Da  die  Grösse  k  sehr  klein  ist,  so  fällt  der  Wert  der  Wurzelgrösse  ima- 
ginär aus.    Indem  wir  zur  Abkürzung 

!  =  ,„,      j/^-R  =  n.yzr[  =  in  (6) 

setzen,  geht  die  (5)  über  in 

ß  =  —  m  ±in. 
Die  Einführung  eines  jeden  dieser  Werte  von  ß  in  die  (3)  giebt  zwei  ver- 
schiedene Werte  &'  und  ^"  für  &,  sie  sind 

a'  '  .  (—m-\-iH)t  (.ff  //      (-  m  -in)t 

vt  —  €  e  ,  xT    =^  c  e  • 

Jeder  dieser  Werte  &' ,  0-"  ist  ein  Integral  der  Gleichung  (2) ,  denn  die 
Differentiation  derselben  führt  wieder  auf  (2).  Aber  auch  die  Samme 
(^'  -h  x^')  leistet  dieser  Gleichung  Genüge,  so  dass  wir  der  AUgemeinhei: 
wegen  setzen  können 

ft  —  mi  i    f     int    ,      ff    —intt  /-, 

d'  =  e        \c  e      -HC  €         I«  (<) 

Dieser  Wert  von  ^  ist  das  allgemeine  Integral,  die  Werte  von  y  undy 
sind  die  partikuliären  Integrale  von  (2).     Nun  ist 

int         ^  j.    ,     *     '         ^  — int  .  ..  . 

e      =  008  nt-ht  8in  nt,  e         =  cos  nt  —  t  sin  n  t^ 

mithin  auch 

^  =  ^"""*  \{c  4-  c')co8nt  -♦-  i{c  —  c')sinnt\^ 

oder,  wenn  wir  c  4-  c'  =  Ci^     i  {c'  —  ö")  —  C^  setzen, 

0-^=  e"^^  \CiCosnt'^  Cz8innt\'  (^> 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

d  xh 

— — =  —  m€~'"^^\Ci  cosnt-h  C^  dinnt\-\-n  e"^^]  —  Cisinnt-\-C%co8nt\-  ('Ji 
n  t 

Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  <=  0,  ^  =  a,  die  Geschwindigkeit 

a  — -  =  0,  womit  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  die  Relationen 

rt  =  Ci,  —  ?n  Ci  -f-  n  ^2  =  0 

für  die  Bestimmung  der  Eonstanten  geben,  welche  demnach  sind  (7i=a. 

Hl}» 

Co  =  —  ct.     Die  Einfahrung  dieser  Werte  in  (8)  und  (9)  giebt 

^  =  a^'"*"  \cosnt-\ 8innt\y  (l'-'.' 

n 

-7-= e"*^  \m^ -\- n^\sinnU  P'^ 

dt  n 


oder,  weil  vermöge  (6)  m^  -\-  n^=^-  ist, 
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dS'  äff   _m<  .  . 

a-^i-= ^       stnnt  (12) 

dt  n  ^     ^ 

Die  Gleichung  (10)  stellt  den  Wert  von  ^,  die  Relation  (12)  die  Ge- 
schwindigkeit als  Funktion  der  Zeit  dar. 

um  nun  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung  zu  bestimmen,  be- 
achten wir,  dass  am  Ende  einer  jeden  Schwingimg,  also  wenn  der  Punkt 

d^ 
in  B  oder  B'  ist,  die  Geschwindigkeit  a-j-    den   Wert  Null   annimmt. 

Cv  0 

Für  diese  Momente  ist  mithin  durch  (12) 

0  = ~  e        ßzn  n  <, 

n 

welche  Gleichung  erfüllt  wird  mit  «nn^  =  0,  d,  h.  wenn  nt  ein  Viel- 
faches von  n  ist.  Demnach  muss  für  die  Bewegung  des  Punktes  von  B 
bis  B\  oder  für  eine  einfache  Schwingung  sein 

nt  —  Tiy       oder       *  =  -•  (18) 

Pur  eine  doppelte  Schwingung,  d.  h.  wenn  der  Punkt  wieder  in  seine  An- 

2  n 
fangslage  zurückkehrt,  ist  nt  =  2n,  oder  ^  =  — »  und  so  fort.     Daraus 

n 

geht  hervor,  dass  die  Zeit  für  jede  einfache  Schwingung  konstant  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  T  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung,  so  folgt  aus 
(13)  und  (6) 


T=-^  TT 


n-^'-y^^^-      <") 


y     4ff 

Bewegt  sich  der  Punkt  im  leeren  Baume ,   dann  ist  &  =  0 ,  und  wird 
T=ny  —    Die  Schwingungszeit  im  widerstehenden  Mittel  ist  grösser 

als  im  leeren  Baume,  beide  Zeiten  stehen  in  dem  Verhältnisse  l/i«_?^.i. 

'^  ^9 

Wir  wollen  jetzt  die  während  der  einzelnen  aufeinander  folgenden 

Schwingungen  durchlaufenen  Schwingungsbogen  mit  ^i ,  ^21  ^3 , ...  v^r  be- 
zeichnen und  ihre  Grössen  ermitteln. 

Mit  (10)  ist  die  Ablenkung  des  Fahrstrahles  von  der   vertikalen 
Richtung 

wenn  i  =  0,      ^  =  +  «, 


t  =         » 
n 

m 

Stt 

wenn  t     — » 
n 

—  8— ff 

^      2n 
t  =       j 
n 

VTl 

n 

m 

—  V  — Ä 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  17 
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Die  zu  beiden  Seiten  links  und  rechts  vom  tiefsten  Punkte  liegender 
Schwingungsbogen  sind  demnach 

für  die  erste  Schwingung 

,     „    zweite '      ^ 

,     ,    dritte 

und  so  fort.  Addieren  wir  nun  die  Bogen  rechts  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  zu  denen  links,  so  erhalten  wir  die  ganzen  SchwingungsbogeL 
welche  sind 


a 

und 

IT 

—  ae     *'    , 

m 

ae     •* 

9 

-2  — ff 

-h  ae      "    . 

2% 

—  S— -r 

ae       " 

m 

—  ae       ** 

m 

—  —  n. 


;>i  =  H-a(l  +  <?     «    )  =       ^y 


m               m                                    ut 
IT, it  ^ rr 


m  m  tf) 


Die  aufeinander  folgenden  Schwingungsbogen  bilden  mithin  eine  geometriscbe 

Progression  mit  dem  Exponenten  —e  ^  .  Diese  Bogen  nehmen  bestän- 
dig ab  bis  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  und  damit  die  Bewegoog  er- 
schöpft ist. 

Nach  (12)  ist  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Bahnstelle 

txp     -mt    . 

V  = e       sin  n  L 

n 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

dv  -mt .  m   .      ^  . 

1-,=^  ccq e  —  8in nt  —  cos niV 

dt         ^  ^  n  ' 

Setzen  wir  hier  —-  =  0,  dann  wird 

dt 


aus  welcher  Kelation  die  Zeit  t  folgt ,  für  welche  die  Geschwindigkeit  v 
ein  Maximum  ist.     Bei  der  Bewegung  des  Punktes  im  leeren  Baume  i>l 

Ä:  =  0,  also  tgnt=^Qfo^  nt=-^,  d.  h.  das  Maximum  der  Geschwindigkeit 

tritt,  wie  bekannt,  in  der  Mitte  der  Schwingungszeit  und  der  Bahn  ein. 

Für  ein  Fluidum  ist  k  >  0,  also  -^  —  1  <  oo,  tgnt  endlich  und  nt<':^' 
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Der  Punkt  besitzt  mithin,  in  einem  Medium  schwingend,  die  grösste  Ge- 
schwindigkeit vor  Ablauf  der  ersten  Hälfte  einer  jeden  Schwingungszeit. 
Das  Geschwindigkeitsmaximum  Vm  tritt   ein,    wenn   die  Beschleunigimg 

— -g  =  0,  also  wenn  nach  (1) 

Tt    C 

k 
gsin-th  —  hv^O^     in  welchem  Falle     x^  ==  —  r^. 

ff 
Die  Ablenkung   des  Eadiusvektor  von  der  Vertikalen  ist  bei  dem  Ge- 

^hwindigkeitsmaximum  der  Eonstanten  k  direkt  proportional. 

Mit  ^  =  0  in  (10)  ergiebt  sich  die  Fallzeit  für  den  Weg  bis  zur 
tiefsten  Bahnstelle,  wofür 

—  sinnt '\'  co8nt  =  0,      oder      tgnt= =  —  1^  — f  -  —  j 

n  m  '    ak^ 

ist.  Der  Wert  der  Wurzelgrösse  ist  sehr  gross,  er  wird  mit  A;  =  0,  gleich 
QC,  so  dass  der  Winkel  n  t  von  ^  nur  sehr  wenig  abweicht,  jedoch  grösser 

TT 

als  ^  ist,  wegen  des  negativen  Zeichens  der  Wurzelgrösse.  Der  Punkt 
1>raucht  daher  zum  Niedergange  mehr  Zeit  als  zum  Aufgange. 

Antenbeimer,  Elementarbuch  der  Differentialrechnung  etc.,  p.  384. 


3.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  vertikalen  Kreisbogen 
in  einem  gleichförmigen  Fluidum.  Die  Setardation  durch  das  Fluidum 
ist  direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit.  Wie  ist  die 
Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Bezeichnet  a  den  Halbmesser  des  Kreises,  dann  ist  die  Beschleu* 

nigung  herunter  den  Bogen  gsin—y  welcher  die  Beschleunigung  kv^  des 

^Mittels  entgegenwirkt,  so  dass  die  Bewegungsgleichung  des  Punktes 

r  ,— = — gsin — hkv^i       oder       v-:r  — kv^  =  —  gsin—y      (1) 
da  a  US  a 

ivelche  Gleichung  sowohl  für  den  fallenden  als  auch  für  den  steigenden 

Teil  des  Bogens  gilt.     Ihre  Multiplikation  mit  2^"^*'  giebt,  wenn  ausser- 
dem ds  aus  dem  Nenner  entfernt  wird, 

2v(?'v.^~'    *  —  ^kv^e"    'ds=  —  2gsin  —  e'~^  ^ds, 


so  dass  durch  Integration 

i'i  e  =  — zq/sin  —  e         ds. 

J       a 


260  Bewegung  eines  Punktes  auf  Torgeschriebener  Bahn.      II.  TL  Kap.IY. 


€ 


I  —  CK  Bin C08  —  j 

Nun  ist        Isin—e        a8  = ; h  C; , 


4PH--. 
a* 


«^        ICO« — h2a/;«m-| 


c; 


folglich        t;2  = riiT^—l ^  +  <?"  ^'*' 


4aH-2-t-l 
ag( €08 — h  2aÄ;«n—  I 

oder  t/2(l  -f-4a2fc2)  =  2a^r<?0Ä--f-2aifc«m-^-f-O^"* 

Beim  Beginn  der  Bewegung  sei  v  =  0,  «  =  «o«  <läiii^  ^^ 

und  mithin 

i;  2  ( 1 -+- 4  a  H- 2)  =  2  a  (7  (cö*  - -^  2  a  i  ««  - ) 

-  2  a (7  fco« £2  -t-  2  aik «m ^V  '"^'"'^       (2) 
V       a  ay 

Wenn  der  Wert  von  «o  so  beschaffen  ist,  dass 

co«^  +  2afc«m^=0,    oder     -  <^*-^  =  ^^f?^- ^"j  =  2ait, 
a  a  ^a\a2/ 

erhalten  wir  für  die  Qeschwindigkeit 

t?2  =  2aö'«?n—  ( I 

a\a        aJ 

Ist  nun  (Fig.  101)  der  Winkel  0-4  5  =  ~»  undbe- 

a 

ginnt  der  Punkt  im  Vacuum  von  C  aus  vermöge  der  Be- 
schleunigung g  Bin  ^  zu  sinken,  dann  ist  an  einer  beliebigeo 
Figiir  101.       Bahnstelle  P  seine  Geschwindigkeit  gegeben  durch 
v^  =  ^gBin-^aBinZi.  PAC=2agBin  —  (— | 

=  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  im  widerstehenden  Mittd 
Folglich  wird  unter  diesen  Verhältnissen  die  Bewegung  des  Punkte 
im  Vacuum  dieselbe  wie  in  dem  fraglichen  Fluidum  sein. 

4.    Ein  schwerer  Punkt  schwingt  in  einem  gleichförmigen  Pluidnm, 
dessen  Widerstandsbeschleunigung  direkt  proportional  der  Geschwindigkeit 
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ist,  auf  dem  Bogen  einer  Cycloide  mit  vertikaler  Axe  und  nach  unten 
gelegenem  Scheitel.     Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Es  bezeichne  g  die  Fallbeschleunigung  im  Fluidum,  k  die  Betar- 
dation  durch  das  Fluidum  ffir  die  Geschwindigkeitseinheit,  l  die  Länge 
<les  Bogens  der  halben  Cycloide,  dann  ist  die  Beschleunigung  in  der 
Richtung  der  Bahn 

d^8  8 

Für  den  fallenden  Punkt  ist  v  =  — —^  folglich 

dt       ° 

Steigt  der  Punkt  auf  der  anderen  Hälfte  der  Cycloide,  nachdem  er  die 
tiefste  Stelle  der  Bahn  passiert  hat,  ist  a'  der  steigende  Bogen,  dann 
haben  wir  für  diesen  Teil  der  Bewegung 

d^s'      8  _ 

liVeil  aber  hier  v=  — »  und  ^'  =  —  *,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

d'^e      .  d8      g        ^ 

welche  mit  (1)  identisch  ist,  so  dass  die  (1)  sowohl  fQr  das  Sinken  als 
auch  für  das  Steigen  des  Punktes  richtig  ist. 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 

in  welcher  i^  —  4 y  <  0,  es  giebt  ihre  Integration,  wenn -kV  ^j  —  k^  =b 
gesetzt  wird, 

s  =  €    2    \Ci8inbt+C2€08btl  (2) 

d  —'kt 

SO  dass  —  z=zbe    ^    \GiC08bt  '-C28inbt\ 

1      ^hi 
—  -ö^e    2     ICiambt-i-CzCoabtl,  (3) 

Ist  8o  die  Länge  des  Bogens  von  der  Anfangslage  des  Punktes  bis  zur 

d8 
tiefsten  Bahnstelle,  zur  Zeit  ^  =  0,  *  =  *o»  3~  =0,  dann  sind  mit  (2)  und 

vif  t 

1      8 

(3)  die  willkürlichen  Konstanten  Ci  =  j:k-^y  0^=80,  und  wir  erhalten 

J     b 

8=:^(Jc8mbt'h2bco8bt)e'"^''^'  (4) 
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dt  ^         4b^  bl 


(0) 


Da  nun  beim  Beginn  und  am  Ende  einer  jeden   einfachen  Schwingung 

da 

f  =  —  =  0  ist,  so  muss,  wenn  dafür  die  Gleichung  (5)  erfüllt  sein  soll, 

CL  t 

sin  bt  =  0^  n^  2n,  8  tt,  . . .  sein.    Mithin  ist  die  Zeit  einer  einfachen  Os- 
zillation 

'^    l       4 
Die  Zeit  eines  Hin-  und  Herganges,  d.  i.  diejenige,  innerhalb  welcher  der 
Funkt  wieder  in  seine  augenblickliche  Buhelage  auf  der  Seite  der  An- 
fangslage zurückkehrt,  ist 

r  =  ^  =  -i^=,u.s.f.  (6) 

'^    l        4 
Die  Gleichungen  (6)  zeigen,  dass  die  Schwingungszeiten  von  der  6r^ 
des  Bogens  sq  unabhängig  sind,   die  Cjcloide  ist  mithin  auch  die  Taato- 
chrone  eines  schweren  Punktes  in  einem  Fluidum,  dessen  Widerstands- 
beschleunigung der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist. 

Die  Gleichung  (5)  lässt    erkennen,    dass   die  Geschwindigkeit  des 

Punktes  zu  einem  Maximum  wird,  wenn  e       sin  b  t  seinen  grössten  Wert 
annimmt,  für  welchen  die  Bedingung  besteht 

0  =  ^""      {b  cos  kt  —  -^ksinb  <)» 

d.  h.  wenn  tgbt  =  -j-f    oder    sinbt^by  -^    cosbt^^y  -  ist.  (71 
^  k  ^    g  2^    g        ' 

Damit  ist  die  Zeit  (£'),  nach  welcher  das  Geschwindigkeitsmaximum  eintritt 

1        /        2b\  .,, 

t=^^arc(tg=-j-).  0) 

und  die  Lage  des  Punktes  zu  dieser  Zeit  mit  (4)  gegeben  durch 


=«o/k/^r->H'»=r). 


s^Sn/cy—e'"^       '^''  •  (f ) 

9 
Passiert  der  schwere  Punkt  den  Scheitel  der  Bahn,  dann  ist,  weil  «=0^ 

tgbt  = T-»     oder     tg{ji  —  bt)  =  -ir'  [^) 

Bezeichnet  nun  t"  die  Zeit   für  das  Wandern  des  Punktes   durch  deo 
Scheitel,  so  folgt  aus  (7)  und  (9) 

n  —  bf=^bt\     i'-ht"=^=r,      d.i.     t'  =  T—t". 

0 
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Aber  T  — «"  ist  die  Steigzeit  des  Punktes,  dieselbe  ist  mithin  gleich 
demjenigen  Teile  der  Fallzeit,  welcher  zur  Erreichung  des  Geschwindigkeits- 
maiimums  erforderlich  ist. 

Bedeutet  v^  das  Geschwindigkeitsmaximum,  v'  die  Geschwindigkeit 
an  der  tiefsten  Bahnstelle,  dann  ist 

pso   -^*<'  ...  ,      ff  So   --ifc^"  .       , 

Ol  öl 

weil  sin  b  f  =  sin  h  i  ist,  mithin 

—  =  -V =  <?      2 

Indem  wir  n  für  ^  ^  in  (4)  schreiben ,  erhalten  wir  für  die  Länge  s'  des 
Bogens,  auf  welchem  der  Punkt  steigt, 

Ar  ff 


S    =So€      ^\ 

und  es  ist  folglich 

9o  einem  fallenden  Bogen  ^        .       ,       l    x     r^  « 

-T  =  1 rirr r-: — j-^^ö =  e^^  —  emer  konstanten  Grösse, 

s       den  nächsten  steigenden  Bogen 

Mithin  stehen  die   aufeinander   folgenden   Bogenlängen  in  geometrischer 

Progression.    Bezeichnet  nun  S  die  Länge  des  von  der  Anfangslage  bis 

zu  dem  Momente,  wo  die  Bewegung  gänzlich  aufhört,  durchlaufenen  Weges, 

so  ist 

S  =  so-h2sQe    ^^-h2soe     ^t^.... 

krr 

oder  5=-— ♦ 

«71 

Earnshaw,  Dynamics. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  schwingt  auf  dem  Bogen  einer  in  einer  Ver- 
tikalebene gelegenen  Cycloide  mit  horizontaler  und  nach  oben  gelegener 
Basis.  Die  Oszillationen  finden  in  einem  Medium  statt,  welches  eine  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Verzögenmg  hervor- 
bringt.   Die  Bewegung  des  Punktes  soll  untersucht  werden. 

Indem  wir  die  bei  der  Lösung  des  vorhergehenden  Problemes  ver- 
wendeten Bezeichnungen  beibehalten,  ist  fQr  die  Bewegung  des  Punktes 

d72  =  -7i'  +  *»^     oder     »^-ä;»2  =  _|,.  (i) 

Die  Multiplikation  der  letzten  Gleichung  mit  2e~^^'  giebt 

V 
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d    r, 

dvdsK 
SO  dass  durch  Integration 


9      — 2fc» 


)0  P     -2k8      -j 


2.-2*.  =  _  ?^  fe-^^Udfi  -h  C\ 


l 


'f' 


und  weil 


»/' 


-2*»,da  =  — --^-2*«* 


2it 


hcß 


—  2*:« 


d« 


2il^ 


^-2*»* 


—  2JC8 


erhalten  wir 


t'"  ^  "~^*'*  = 


4ä;2 


0"  =  — 


2jfcg  +  l 
4jt2 


,  — Si» 


+c. 


c. 


2A:2i      ^" 
Für  die  Anfangslage  des  Punktes  ist  «  =  «o»  f  =  0,  mithin 


und  demnach 


2ä:^o  +  1  ,^^ 

2ä:2Z       ^^ 


'df«>.2      2ifc«H-l         2A'^o  +  l 


(2i 


Wenn  wir  mit  dieser  Gleichung  die  Zeit  ermitteln  wollen,  so  ergiebt  sich 
für  dieselbe  kein  geschlossener  Ausdruck,  indem  die  Integration  einen  solchen 
nicht  liefert.  Wir  erhalten  indessen  ein  genügend  genaues  Resultat  wenn 
wir,  einen  sehr  geringen  Widerstand  voraussetzend,  die  Exponentialgrusse 
g-'2k(9o-a)  ijj  ßjng  Reihe  entwickeln  und  deren  Glieder  bis  zur  dritten 
Potenz  von  k  einschliesslich  berücksichtigen.  Dadurch  kommen  wir  mittdsi 
gewöhnlicher  Rechnungsoperationen  zu  der  Gleichung 

de 


deren  Integration  giebt 


1  +  ^ 


Tc  (Sq 8 


sV 


«0 


i)(2 


«0 


si 


r 


y  jt=  arc y€08  =  —  J  —  -^ I V*o ^ —  *^  —  *o  «»^ \^o^  =  ~ J 


^  ^         28o    ^  So 


8 


8 


wobei  die  Integrationskonstante  verschwindet,  weil  ^  =  0,  wenn  8  =  ^o  '^^• 
Bezeichnet  ti  die  ganze  Fallzeit  des  Punktes,  dann  ist,  weil  für  den  tiefsten 
Bahnpunkt  *  =  0, 

Mithin  ist  der  Mehraufwand  an  Zeit  für  das  Sinken  des  Punktes  im  Fluidum 


'.=/!li 


verglichen  mit  der  Fallzeit  im  Vacuum  gleich 

Earnshaw,  Dynamics. 


ff  3 
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6.  Ein  schwerer  Punkt  Mt  aus  der  Kühe  von  der  Stelle  E  aus  auf 
dem  Bogen  EA  (Fig.  102)  einer  Cycloide  jB4^  in  einer  vertikalen  Ebene, 
Die  Axe  0  iä  der  Bahn  ist  vertikal,  der  Curvenscheitel  ihr  tiefster  Punkt. 
Die  Bewegung  erfolgt  in  einem  homogenen  Fluidum,  welches  eine  Retar- 

dation  gleich  der  Summe  zweier  Grössen  her- 
vorbringt, die  eine  ist  konstant,  die  andere 
direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit. Mit  welcher  Geschwindigkeit 
kommt  der  Punkt  in  der  tiefsten  Bahnstelle  A 
an  und  wo  auf  dem  Bogen  EA  ist  seine 
Geschwindigkeit  ein  Maximum? 
Es  sei  JfjPj_^C,  AM~oc,  Bogen  AP  =^8,  Bogen  AE  —  sq^ 
V  =  der  Geschwindigkeit  in  P,  A,  &  je  eine  konstante  Grösse. 

Damit  ist  die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  Punktes  entlang  der 
Curve 

dv  dx      ,      v^ 

'ds=^-^Ts'^^'^V 

folglich  d{v^)  —  ^t;2  =  —  2gdx  +  2  Ad«, 

oder,  wenn  —a  den  Halbmesser  des  Erzeugungskreises  der  Cycloide  be- 

deutet,  womit  dco=^-d8  ist, 

a 

d{v^)  —  '^v^=^  —  '^sd8-^2hd8. 
h  a 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  e    ^  und  integrieren, 
so  ergiebt  sich 

v'^e     *==Ch — ig^s-^-^gk'^  —  ahk)e    ^. 

Nun  ist  anfangs  v  =  0,  8  =  8o,  mithin 

1  1  -?i? 

0=Ch —  {g k 8o  +  -^ g k^  —  a hk) e    Je  ^ 

so  dass 

v*  =  — (^Ä  +  ^^i  —  aA) (^*o-^  ^gk  —  ah)e^ 

Für  die  Geschwindigkeit  vi ,  mit  welcher  der  Punkt  im  Scheitel  der  Curve 
ankommt,  erhalten  wir  hieraus,  weil  für  diese  Stelle  «  =  0, 


vi^  =  -[^gk  —  ahJ—-{g8o'h^gk  —  ah)e 


-^'i 
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Fflr  das  Maiimum  von  v  miiss  die  Bedingung  erfOllt  sein 

woraus  fQr  den  Ort  der  Maximalgeschwindigkeit  sich  ei^ebt 
s  =  >.,-^_l ± 

Gnler,  MecluiD.,  Tom.  II,  p.  292.    WaltoD,  p.  366. 

7.     Von  einem  gegebenen  Punkte  0  aus,  in  einer  vertikalen  Ebeo^ 

ist  eine  uoendlicbe  Zahl  gerader  Linien  in  dieser  Ebene  gezogen.    Diese 

Geraden  werden  von  einer  ebenen  Curve  APD  (Fig.  103) 

geschnitten.     Wie  muss  dieae  Curve  beechaffen  sein,  damit 

ein  von  O  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  einer  b^ 

liebigen  Geraden  0  P  fallender  schwerer  Punkt  stets  m 

derselben  Geschwindigkeit  in  P  auf  der  Curve  APD  ankomnn- 

Die  Bewegung  ßndet  in  einem  homogenen,  eine  einer  bfli^ 

Fignr  103.      blgou  Potenz  der  Geschwindigkeit  direkt  proportionale  Retsr- 

dation  erzeugenden  Fluidum  statt. 

Es  sei  c  die  Geschwindigkeit  in  P,  v  diejenige  an  einer  beliebten 

Stelle  von  OP,  OP  =  r,  Op  =  z,  2iPOX=0;  OJT  vertikal,  MP^OX. 

OM=x,  — A-  die  Retardation  filr  die  Geschwindigkeitseinheit,  m  det 

Intfii  (Ür  ihre  Potenz. 

Die  Gleichung  fQr  die  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Linie  OPi^ 

dv         n>„j        j  i"(7ü 

v^-gcoit&  —  ktf,    oder    as  =  -       -„ — ,  — ' 
dz  gcosit  —  kv"' 

so  dass 

Daraus  folgt  mit  x  =  rcos& 


.-  r         "^^^  ^  ^^ -mkaee»  r        ''"'*"'''''  - 

Ja  9^ — kc''eeci^      g  —  kc''aec&       2  J„  (g  —  k(f»ec!t)' 

nt,  X  und  #  sind  veränderlich,  deshalt 

V  {g  —  kc^sec^y- 


Nun  ist  c  konstant,  x  und  #  sind  veränderlich,  deshalb  wird 


g  —  kc'"sec&        d  {»ec  &) 
oder,  -  fQr  tec  &  setzend. 
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V 

m-düo  -j-  2 


-*©= 


cU(- 


o 


g  —  A;  —  c"* 
und  mithin  ist  ,  , 

gx  —  k(f*r 
die  Differentialgleichung  der  Curve  in  x  und  r. 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  240.    Walton,  p.  868. 

8.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einem  homogenen  Fluidum. 
Die  Beschleunigung  durch  das  Mittel  ist  direkt  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit.     Welches  ist  die  Tautochrone? 

Y  ^  Es  sei  (Fig.  104)  O  der  Ort,  uach  welchem  der  Punkt 

stets  in  derselben  Zeit  herabsinkt,  A  O  die  Tautochrone,  die 

horizontale  Gerade  O  X  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade  O  Y 

o"^ — X      Ordinatenaxe,  OM  =  y^  MP  —  x^  Bogen  OP=^s,  v  die 

Figur  104.      Geschwindigkeit  des  Punktes  in  P,  j;  die  Beschleunigung 

durch  das  Fluidum  für  die  Gescbwindigkeitseinheit. 

Die  Gleichung  für  die  Bewegung  entlang  der  Curve  ist 

vdv  =^  —  gdy  -^-Icv^ds^ 
woraus  durch  Multiplikation  mit  2e^^^'  und  nachherige  Integration  folgt 

Der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  in  O  ankommt,  entspreche 
eine  Fallhöhe  h  im  Vacuum,  dann  ist 

2gh=^G^2gfe-^^'dy, 
folglich  i;2tf-2*'  =  2^jA— /"^tf-^^'dyji  (1) 

und  daher,  zu  einer  beliebigen  Zeit  ist  t?  =  — 


dt 


7.  1     e-^'d 

dt= ;^= 


Jlf,   mit  w  =  /  ^-a*'dy.  (2) 


Nun  ist  8  eine  Funktion   von  y  und   daher  auch   von  u,  so  dass  wir 
e'~^' d8=\l){u)du  setzen  können,  womit  sich  ergiebt 


dt=-  }-^^M^.    t= 


1      rxp  (u)  d  u 


^/2g  Vä  ~  u 

Aber  es  ist  ^  =  0,  wenn  t;  =  0,  und  auch  wenn  u  =  A,  für  den  Bahnpunkt 

O  y  =  0  und   auch  u  ==  0 ,   daher  ist  die   ganze  Fallzeit  des  Punktes^ 

welche  ti  sein  möge, 

_     1       r''il){u)du  . 

"  -  wj.  w^  ™ 
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ein  Resultat,   das   infolge   der  Bedingung  des  Tautochronismus    von   der 
Grösse  h  unabhängig  sein  muss.    Demnach  darf  das  Integral     /  t!_^L? 

von  keiner   Dimension   in  u  und   h  zusammen  sein,   folglich    darf  das 
Differential  y"^-- ^  die  Grössen  u,  h,  du  nicht  enthalten.     Weil  offenbar 


Va  — w 


a 


tpiu)  h  nicht  enthält,  so  müssen  wir  haben  ip{u)=    r—'  °^^t  "  ^^°^  ^^ 
wisse  Konstante  bezeichnend.    Mit  diesem  Werte  von  i/;(u)  wird 

und  giebt  die  Integration  dieser  Gleichung 

Die  Gleichung  (2)  zeigt,  dass  wenn  «  =  0,  und  daher  y  =  0,  m  =  0  i^t. 
folglich  muss  C'=rsein.    Mithin  haben  wir 

l(l-_^-**)^-**=2a2^  =  2a2^^2*'^t  durch  (2). 
k  de  ds 

und  sonach  ist  die  Gleichung  der  Tautochrone 


2an^  =  e^'-  1. 
dß 


(4) 


Bezeichnet  r  die  ganze  Fallzeit,  so  ist,  weil  xp  (u)  =  -j^^  mit  (3) 


na 


T  = 


a' 


-2££!. 


Y2ff  n- 

und  folglich  ist  die  Gleichung  der  Tautochrone  für  die  Zeit  r 

"        da  ^  ' 


(ö) 


Euler,  Comment.  Petrop.  1729;  Mechan.,  Tom.  II,  p.  892.  Johann  BernooIlL 
Möm.  de  TAcad.  des  Sciences  des  Paris  1730;  Opera,  Tom.  III,  p.  173.  Siehe  auch 
The  Cambridge  Mathematical  Journal,  Vol.  II,  p.  153,  daselbst  hat  Mr.  Robert  Le^sHe 
EUis  die  Losung  dieser  Aufgabe  auf  die  Tautochrone  im  Vacuum  zurückgeführt. 

Walton,  p.  369. 


9.    Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  dem  Bogen  einer  Cycloide  mit  yertikaler  Aie 
und  nach  oben  gelegenem  Scheitel  in  einem  eine  Verzögerung  x —  herYorbringendeii 

ü  Sq 

Medium,  wo  Sq  die  Länge  des  zu  durchfallenden  Cycloidenbogens  vom  Scheitel  bis  zur 
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Anfangslage  des  Punktes  bedeutet.    Wie  gross  ist  die  Fallzeit  T  nach  der  Spitze,  wenn 
l  die  Länge  des  Bogens  der  halben  Cycloide  bezeichnet? 


10.  Ein  schwerer  Punkt  durchfilllt  die  Seiten  eines  regulären  Polygonzuges  in 
einer  vertikalen  £bene,  seine  Bewegung  erfolgt  in  einem  homogenen  Fluidum,  welches 
ihn  direkt  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  verzögert.  Wie  gross  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  wenn  er  in  dem  Endpunkte  einer  beliebigen  Polygon- 
seite ankommt  und  die  von  ihm  zaerst  durchfallene  Seite  vertikal  ist? 

Es  sei  (it  —  a)  der  konstante  Polygonwinkei ,  l  die  Länge  einer  Polygonseite, 
k  v^  die  Beschleunigung  durch  das  Fluidum,  Vz  die  Geschwindigkeit  im  Endpunkte  der 

a^'-  Seite,  dann  ist  mit  itf  =  ^!^^Il5£^,   jV'=  ^^e^w, 

cos  a  COfß  a 

A  bezeichnet  eine  willkflrliche  Konstante,  welche  leicht  bestimmt  werden  kann,  wenn 
der  Wert  von  v»  för  einen  beliebigen  Wert  von  x  bekannt  ist. 

Bordoni,  Memoire  della  Societa  Italiana,  1816,  p.  178. 

11.  In  einem  gegebenen  Punkte  0  einer  vertikalen  Ebene  entspringt  ein  in 
dieser  Ebene  gelegener  Strahlenbtlschel.  Wie  muss  die  ebene  Curve  ATD  (Fig.  103, 
S.  266)  beschaffen  sein,  damit  ein  von  0  aus  mit  der  Geschwindigkeit  Null  auf  irgend 
einem  Strahle  OT  fallender  schwerer  Punkt  stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  auf 
der  Curve  ankommt,  wenn  die  Widerstaadsbeschleunigung  des  Mittels^  in  welchem  die 
Bewegung  erfolgt,  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direkt  proportional  ist? 

Es  sei  die  Vertikal  konstante  OA  —  a,  OP=zr,  OM^x,  fc  =  der  Widerstands- 
beschleunigung fQr  die  Geschwindigkeitseinheit,  dann  ist  die  Gleichung  der  verlangten 
Curve 

X  =.  T •• 

Euler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  251. 

12.  In  einer  vertikalen  Ebene  ist  von  einem  gegebenen  Punkte  0  aus 
ein  Strahlenbtlschel  gezogen.  In  dieser  Ebene  befindet  sich  eine  Curve 
OPA  (Fig.  105),  welche  in  derselben  Zeit  erreicht  wird,  wenn  ein  schwerer 
Punkt  von  0  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  irgend  einem  Strahle 
fällt  Die  Verzögerung  durch  das  Mittel  ist  .direkt  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit    Welches  ist  die  Gleichung  der  Curve? 

Es  sei  die  Vertikale  OA=za,  OP  =  r,  2iA0P  =  ^j  dann  ist  die 
Polargleichung  der  synchronischen  Curve 

Enler,  Mechan.,  Tom.  II,  p.  256. 

13.  Ein  schwerer  Punkt  steigt  auf  einer  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegenen 
Curve  MNA  (Fig.  106)  in  einem  Fluidum,  welches  eine  der  Geschwindigkeit  direkt 


■-r   •  ,-5- 


1 
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proportionale  Verzögerung  hervorbringt  Wie  muss  die  Canre  beschaff€D 
sein,  damit  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Bahn* 
stelle  N  dieselbe  sein  kann  wie  diejenige,  welche  der  Pnnkt  beim 
freien  Durchfallen  des  vertikalen  Weges  JN  ohne  Anfangagescbwin- 
digkcit,  in  demselben  Medium,  erlangen  wftrde,  wenn  die  Fallh{»be 
JN  gleich  dem  von  A  ausgemessenen  Bogen  Ä  N  der  Curve  gedacht 
wird? 

Ziehe  durch  A  eine  vertikale  Linie  AB,   mache  NQS-AR 
setze  AQ  =:  Xf  Bogen  AN  =  Sj  A;  =  der  bekannten  Eonstanten ,  dans 
ist  die  Differentialgleichung  der  Curve 

Diese  Aufgabe  wurde  Clairaut  auf  seiner  Reise  nach  Lappland  von  KlingstiersL 
Professor  der  Mathematik  in  Upsala,  zur  Losung  vorgeschlagen,  welchen  Ort  ersterer 
auf  seinem  Wege  besuchte.  Klingstiema^s  Konstruktion  veröffentlichte  Clairaut  mit 
^seiner  Lösung  in  Les  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1740,  p.  2^4. 

9—13.    Walton,  p.  372—374. 


Figur  106. 


Fünftes  Kapitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche 
lassen  sich  in  derselben  Weise  aufstellen,  wie  diejenigen  eines  Punktes  auf  yorgescliri«^ 
bener  Bahn,  es  ergeben  sich  dann  ganz  gleichlautende  Formeln  und  sind  die  unten  et- 
wählten  Bezeichnungen  dieselben  wie  dort.  Eine  ausführliche  Behandlung  dieses  Gt- 
genstandea  findet  der  Leser  in  dem  Werke:  «Theorie  der  Bewegung  und  der  Kriftev 
Ton  Schell,  I.  Band,  S.  413 — 441,  worauf  verwiesen  werden  muss.  (Im  zweiten  Band^ 
wird  die  Bewegung  einer  Kugel  auf  vorgeschriebener  Fläche  behandelt  werden.) 


1.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  der  Fläche  einer  halbkugel- 
förmigen  Schale  mit  vertikaler  geometrischer  Axe  OZ.  Wie  ist  die  Be- 
wegung dieses  Punktes  beschaffen? 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  JS'=0,  F  =  0,  Z  — ^,  und  die 
Oleichung  der  Fläche  ist,  wenn  a  der  Kugelradius,  x^-^y^ 

y    '^'    _^^     y 


2^  =  a 


50  dass  ü  = 1    ö  =  —  — '   cos  a  =  — 1    cos  ß  =  —^    cos  y  =  — 

a  a  a  a  a 

sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Punktes 

^'^=~iv-,  (1)  ^^^-    ^y 


Damit 


(U 


a 


4-f  =  -iV-'    (2) 


_  =  ^^_JV-.      (3) 


Sind  zq  und  vq  gleichzeitige  Werte  von  z  und  v,  dann  haben  wir  für  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Fläche 


X 
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f2  =zfgdz  +  C,      d.  i.      v^  =  vo^  4-  2^(^  —  ^o).  (4) 

Um  die  Widerstandsbeschleunigung  der  Fläche  zu  erhalten,  verfahren  wir 
wie  folgt. 

Wir  multiplizieren  die  Gleichungen  (1),  (2),  (8)  der  Reihe  nach 
mit  x^y^z  und  addieren  die  Resultate,  was  giebt 

d^x         d^y        d^z 

Durch  zweimalige  Differentiation  der  Gleichung  der  Eugelfläche  erhalten  wir 

dt^^^ dt^^'^ dt^"  \\dtJ ^\dtJ ^\dt) \^  ' 

Mithin  ist  offenbar 

woraus  folgt 

A-  «:^'_-M3.-2.o).,  ^^^ 

a 
Femer  haben  wir  die  Zeit  der  Bewegung  zu  bestimmen.    Multiplizieren 
wir  (2)  mit  x,  (1)  mit  y  und  subtrahieren  die  resultierenden  Gleichungen, 
so  wird  , 

d'^y        d^^__r. 

"^Ti^-y-dt^^^ 

und  durch  Integration 

dy         dx 

was  zeigt,  dass  hier  das  Prinzip  der  Flächen  gilt.    Auch  ist  infolge  der 

Gleichung  der  Fläche 

dx         dy  ^  dz 

'^~di'^yJi'~~^Tt 

Die  Quadratur  der  beiden  letzten  Gleichungen  und  die  Addition  der  hieraus 
folgenden  Resultate  giebt 

so  dass  a2(^^y=(a2-^2)jfo2-+-2(7(^  — ^o)j-^% 

Daraus  erhalten  wir  für  die  Zeit 

/adz 

welche  sich  nun  bestimmen  lässt,  wenn  die  Integration  ausgeführt  werden 
kann. 

Die  Lage  der  zur  Zeit  t  durch  den  schweren  Punkt  gehenden  Meri- 
dianebene kann  mittelst  der  Relation 


1"  V 
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X 


dy 
dt 


da)        2  ^^      /  2        2\^^ 
^  dt  dt       ^         ^  dt 


gefunden  werden,  woraus  folgt 


^=flTb7^^'=^ 


oder  mit  (6) 


/•    dt 


(') 


J  V(a^  —  z 


acde 


(8) 


Für  die  Vertikalgeschwindigkeit  des  Punktes  besteht  die  Gleichung 

und  ist  C  mittelst  der  an  die  Anfangslage  des  Punktes  sich  knüpfenden 
Bedingungen  zu  bestimmen.  Diese  Geschwindigkeit  ist  f&r  den  höchsten 
Punkt  der  Fläche,  welcher  erreicht  werden  kann,  und  fQr  die  tiefste  Stelle, 
bis  zu  welcher  der  schwere  Punkt  sinken  kann,  gleich  Null,  wodurch  wir 
dafür  die  Gleichung  anschreiben  können 


C 


Ca 


0  =  (a2-.-2)(2^.^H-C)-c?2,   oder   z^ -^  ^z^ —  a^  z -^  c^ —^^  =iK 

Weil  C  negativ  ist,  wie  aus  (4)  hervorgeht,  so  sind  zwei  Wurzeln  dieser 
kubischen  Gleichung  positiv  und  die  dritte  ist  negativ.  Alle  diese  Wurael- 
werte  sind  mögliche  Grössen,  weil  die  Bewegung  in  einer  Schale  stattfindet, 
woselbst  notwendiger  Weise  eine  grösste  und  eine  kleinste  Höhe  vorhanden 
sein  muss,  welchen  Höhen  zwei  mögliche  Wurzeln  dieser  Gleichung  ent- 
sprechen. Es  sei  deshalb  «  die  grösste,  /?  die  kleinste  und  y  die  negative 
Wurzel,  dann  ist 

oder,  wenn  wir  «  —  z  —  z  setzen,  wobei  z  die  Höhe  des  schweren  Punktes 
über  seiner  tiefsten  Lage  ist, 

folgHch  ^2g   _  r —ä^' 

Nun  ist  nach  der  Gleichung  für  die  Zeit  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreisbogen  (Aufgabe  15,  S.  289),  wenn  i 
die  Zeit  des  Sinkens  aus  einer  Höhe  a  —  ß  bis  zu  einer  Höhe  z  auf  einem 
Kreisbogen  vom  Diameter  («  4-  y)  bezeichnet, 

''    u  +  y         J  V(a-a\z—z' 


\a  +  y  —  z 
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also  <Va+7  =  <'V2a,     oder    t^z^y  -~^ -^ 

Die  Zeit  T  eiaer  Schwingung  vom  Momente  des  Verlassens  der  höchsten 
Lage  bis  zur  Bäckkehr  in  dieselbe  ist  daher 

Die  willkürlichen  Eonstanten  C  und  c  lassen  sich  bequem  durch  a  und  /?, 
die  grösste  und  kleinste  Tiefe,  welche  der  Punkt  im  Verlaufe  seiner  Be- 
wegung erreicht,  ausdrücken.    Weil  für  alle  Werte  von  z 

so  ist  mit  ^  =  a  (a*  —  a*) (2^a  +  C)  ==  <?*, 

,     z  =  ß  (a^^ß^){2gß+C)^€K 

,     z=:0  C^a^  —  c^  =  2gaßy. 

Durch  diese  Gleichungen  ergiebt  sich 

C=^2g ^-^^ c   -2^ -j-^ 

a^-^aß  a^-h2aß-^a^ 

^         a  +  ß  '  a-hß 

Dadurch  ist  auch  die  Zeit  einer  Schwingung 

'^   ffia'  +  2aß+a^)\         \2J  a^  +  2aß  +  a' 

K2.iJ\a^-h2aß  +  aV  j 

Der  Punkt  besitzt  gleichzeitig  eine  Tertikaie  und  eine  horizontale  Bewe- 
gung. Sdne  Vertikalbewegung  steht,  wie  eben  gezeigt  wurde,  in  bestimmter 
Beziehung  zu  derjenigen  eines  gewissen  ebenen  Pendels.    Nun  ist  noch  die 

Horizontalbewegnng  etwas  näher  zu  beleuchten.     Die  Gleichung  a;  -^ 

—  y-—z=.c  informiert  uns,  dass  von  dem  Badiusvektor  in  gleichen  Zeiten 

gleiche  Flächen  beschrieben  werden.  Projizieren  wir  die  Bahn  des  schweren 
Piinktes  auf  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Eugelschale  gehende  horizontale 
Ebene,  welche  die  ^F-Ebene  ist,  bezeichnen  die  nach  dem  Mittelpunkte 
gerichtete  Projektionsbeschleunigung  mit  tf\  die  Projektionsgeschwiodigkeit 
des  Punktes  mit  v,  dann  ist 

„'<iv  _        ,  dv  dz %gz^  +  Gz  f      tn       .      ,  _    .        , 

,      8<yrVa'  — r"«H-Cr 

y  = -t  ■ 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  lg 
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Es  ist  nicht  möglich,  die  Gleichung  dieser  Projektionsbahn  in  geschlossener 
Form  darzustellen.  Nehmen  wir  an,  dass  r  ausserordentlich  klein  gegen 
den  Halbmesser  der  Schale,  dami  lässt  sich  annähernd  schreiben 

,       dga-hC 

In  diesem  Falle  ist  mithin  die  Beschleunigimg  9'  näherungsweise  direkt 
proportional  dem  Abstände  der  Projektion  des  Punktes  von  dem  Hittel- 
punkte der  Schale,  und  es  ist  ihre  Bahn  sehr  nahe  eine  Ellipse.  D-^ 
erste  und  wichtigste  Glied,   welches  in   dem  Ausdrucke  für  9'  vernach- 


lässigt wurde,  ist  — 


9pr 


8 


2a 


8 


welches,  weil  es  negativ  ist,  die  AcceleratioD 


nach  der  Schalenaxe  hin  vermindert.     Sehen  wir  g)'  als  eine  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtete  Beschleunigung  an,  dann  vergrössert  das  Glied 

—  -^f-^  die  Bahn,  verlängert  die  periodische  ümlaufszeit  und  macht  die 

Absiden  fortschreitend. 

Earnsbaw,  Dynamics. 

2.  Ein  schwerer  Punkt  ist  mittelst  einer  geraden  Linie  an  einen 
festen  Punkt  gefesselt  und  beschreibt  diese  Gerade  bei  der  Bew^ung  des 
schweren  Punktes  eine  konische  Fläche.  Die  Bewegung  dieses  sogenannten 
konischen  Pendels  soll  untersucht  werden. 

Es  sei  (Fig.  107)  die  Länge  der  Geraden  AB  =  a. 
A  der  feste,  B  der  bewegliche  Punkt,  AZ  die  vertikale 
Axe  des  Coordinatensysteraes ,  2f.BAC=^a,  N  =  der 
Spannungsbeschleunigung  der  Linie  AB, 

An  dem  Pendelpunkte  B  wirkt  die  Fallbeschlennigung  <; 
vertikal  abwärts,   die  Spannungsbeschleunigung    A^  in  der 
Bichtung  A  B.    Durch  Zerlegung  von  N  parallel  und  senk- 
recht zum  Horizonte  erhalten  wir  als  Componenten  —  Nsin  a 
und  Ncosa^  so  dass 

0  =  ^  —  Neos  a,     oder     N  =-  g sec a  (1) 

ist.  Die  Componente  Nsina  hält  den  Punkt  in  B  in  einem  Kreise  zu- 
rück, sein  Mittelpunkt  ist  mit  BCX.AZ  der  Punkt  C  Wenn  nun  de- 
Punkt  B  sich  in  einem  Kreise  um  ein  Centrum  in  dessen  Mittelpunkte 
bewegen  soll,  dann  muss  die  Gentrifugalbeschleunigung  stets  gleich  der 
Centripedalbeschleunigung  sein,  d.  h.  es  muss  sein 

=  Nein  a  =-  g 1     d.  1.     v  ^  y   — =^  fiin  cc 


V 


V 


BC 


aatna 


cosa 


cosa 


Mit  dieser  konstanten  Geschwindigkeit  bewegt  sich  der  Punkt  im  Kreise 
und  ist,  wenn  T  die  Zeit  eines  Umlaufes  bedeutet, 
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rp 2  na  sin a oi/öt 


€08  a 


V  '         g 

Weil  dieses  Resultat  nur  von  a  cos  a,  der  Höhe  des  von  der  Pendellinie  be- 
schriebenen Kegels  abhängig  ist,  so  folgt,  dass  die  Schwingungszeit  für  alle 
konischen  Pendel  gleicher  Höhe  konstant  ist. 

Verwenden  wir  zur  Lösung  die  Resultate  des  vorhergehenden  Pro- 
blemes,  dann  haben  wir,  weil  z  =  acosa^  r  =  a sin a  ist,  die  Wurzeln  a 
und  ß  einander  gleich,  gleich  a  cos  a  zu  nehmen.  Damit  erhalten  wir  für 
<lie  Integrationskonstanten 

_,  3 cos^ a  —  1  ^        ^    sinket 

V= — ag »         c^=^a^g 

cosa  cosa 

Mit  diesen  Werten  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit  des  Pendelpunktes 
in  seiner  Bahn  und  die  Beschleunigung  9' 

,     •       sin^a  , 

^  cosa  ^       ^   ^ 

Pemer  ist 


'^^  =  sin  a,  also  N  =  -^.     und     T  =  2  tt  /- 
N  cosa  ' 


cosa 


9 
Ist  der  Winkel,  welchen  der  Faden  des  sphärischen  Pendels  mit  der 

Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  einschliesst,  sehr  klein,  dann  können 
wir  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  integrierbar  machen  und  ge- 
langen zu  sehr  nahe  richtigen  Resultaten.  Sind  ai,|?i,/i  die  von  der 
Flächennormalen  und  den  Coordinatenaxen  eingeschlossenen  Winkel,  dann 
;8ind  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung 

-T^  =  X—Ncosax^    rf/2  "="  ^ — iV^o^ft,    -j^^  Z— Ncosyx. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  -X"  =  0,  Y  =  0,  Z-=g.  Der  Pendelfaden  weicht 
nur  sehr  wenig  von  der  Vertikalen  durch  den  Aufhängepunkt  ab,  es  ist 

1  —  -x-  4-  X— :; — 7 .  I  =  a  annähernd.    Damit  dieses 


=  acosa  =  a[\^^  +  ^^^^^..)^a 


überhaupt  möglich,  muss  t^o,  daher  auch  die  ihm  entsprechende  Fallhöhe  li 
Islein  sein,  so  dass  auch  z^  nur  sehr  wenig  von  z  abweicht,  wodurch  es 
möglich  ist,  N  =  g^  die  Spannungsbeschleunigung  gleich  der  Fallbeschleu- 

sc  "U  z 

cigimg  zu  setzen.     Femer  ist  cos  ay  =  -1  cos  ßi  =  -»  cos  yi  =  —    Unter 

a  a,  CL 

diesen  Verhältnissen  sind  nun  die  Bewegungsgleichungen 


Mit 


d^z  d^u 


it  ^  ( 1  —  -  )  =  ^  tt,  wird  ~  =  —  -3-^1  und  die  (8)  nimmt  die  Form  an 
\         ay       a  dt  dt^ 


r«.t 


f»  # 
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d^u 


=  -^u. 


(3') 


dt^  a 

Vollziehen  wir  die  Integration  der  Oleichungen  (1),  (2),  (8')  und  differen- 
tiieren  die  Resultate  nach  t^  so  ergiebt  sich 


x^A  sin 


j/^-t  +  JB' cos/^-t   ^  =  j/^Äco,j/^-t-Jffsin/^)= 


'    a 


y  =  A"einy^t+B"co« 


'    a       dt     '    a  '    a  '     a 


u=A"'sin'/^t+B"'eosl/^t.    P^y~^A"'eoyU-B"'.w/lt)- 
'    a  '    a       dt      ^    a  ^    a  '     a 

Nun  sei  zur  Zeit  <  =  0,  a?  =  «,  -3^  =  0,  y  =  0,  ^  =  /?,  z=^yy  -j^  =  0, 

dt  dt  dt 

so  dass  u  =  a  —  y,  — -  =  0,  dann  erhalten  wir  für  die  sechs  Integrations- 

dt 

konstanten  die  Werte 

und  es  sind  die  Coordinaten  der  Bahn  des  Pendelpunktes 

X  =:acosy^t,     y  =  ßy^ainy^t,     z  =  a  —  {a  —  y) cosy  ^  t,  (4) 


a 


a         "  'ff  « 

sowie  seine  Projektionsgeschwindigkeiten 

Aus  den  zwei  ersten  Oleichungen  unter  (4)  folgt,  indem  wir  dieselben 
quadrieren  und  die  Resultate  addieren, 


X 


2 


y'  _ 


a' 


=  1. 


Die  Projektion  der  Bahn  des  Pendelpunktes  auf  eine  horizontale  Ebene  ist 

mithin  eine  Ellipse.     Die  Halbaien  dieser  Curve  sind  a  und  ß  J/  %  '^ 

9 
Mittelpunkt  fällt  mit  der  Axe  der  z  zusammen.    Damit  der  schwere  Punkt 

wieder  in  seine  Anfangslage  zurückkehre,   muss  mit  Rücksicht   auf  die 
Oleichung  für  x  die  Bedingung  erfüllt  werden  ^^=^aco8y  -^%  ^-  I^-  ^^ 

muss  y  -T  =^2n  sein,  so  dass  die  Umlaufezeit  T  =  2  tt  /^  -  ist.     Diese 
^    a  '    g 

Oszillationsdauer  ist  mithin    gleich   der   entsprechenden    eines    einfachen 

Pendels  Ton  de    Länge  a  bei  sehr  kleinem  Ausschlagwinkel. 


j 
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Sechstes  Kapitel. 

Relative  Bewegung  eines  Punictes. 

Erster  Abschnitt. 

Freie  Bewegung. 

1.  In  einer  geraden  Linie  OA  (Fig.  108)  bewegt  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  das  Gentrum  C  einer  Beschleunigung,  nach  ihm 

,         ,        , ^    wird  ein  Punkt  P  direkt  proportional  der  Distanz 

^        ^      -^  ^    acceleriert.  Die  Bewegung  des  Punktes  soll  unter- 

ngur  108.  sucht  werden. 

O  sei  ein  fester  Punkt  in  der  Geraden  O  A.  Zur  Zeit  ^  =  0  sei 
OC  =  ai^  0P=a2,  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P.  Die  kon- 
stante Geschwindigkeit  des  Centrums  C  in  der  Richtung  O  ^  sei  c,  ju  die 
absolute  Beschleunigung,  x  der  Abstand  des  Punktes  P  von  O  zur  Zeit  t 
Zur  Zeit  t  ist  (ai  -h  et  —  x)  die  wechselseitige  Entfernung  der  Punkte  C 
und  P,  daher  für  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  P 

-j-^  =  fxiai  -bot  —  a?),  oder   -j-^  =  —  jli  ^,  mit  x  —  {ai  -i-  ct)  =  z.    (1) 

Die  Integration  giebt 

jg  =  Aein'^ fit-h  Bcos'YJJ^tf  d.  i.  x=ai  -h  et -h  Aain'^^  t -h  B cos'^fi  t, 
Mittelst  der  Bedingungen  für  die  Anfangslage  des  Punktes  P  erhalten  wir 

A=  -^-zr^^y  B  =  oq  —  ai,  so  dass 

x=  dl  -\-et'\ y=-  sin  y/u  t-h  {a^  —  di)  eos  \  ^  t. 

VA*      _ 
V  =  e  -h  (vq  —  e)  C08  V/i  t—  {d^  —  di)  ^fx sin  V^  t 

Cm  die  relative  Bewegung  des  Punktes  P  gegen  das  Centrum  C  zu  be- 
stimmen, haben  wir  beiden  Punkten  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit 
des  Punktes  C  beizulegen,  damit  C  als  fest  erscheint,  dann  ist  der  relative 
Weg  Xr  und  die  relative  Geschwindigkeit  Vr  des  Punktes  P  offenbar 


M/r  — 


Vo  —  e 


.-=- sin  \fi  t-h  {di  —  ai)  008  y  fi  t  —  ag. 
VA*  _ 

Vr  =  (Vq  —  c)c08\lXt  —  (o« tti )  V^ «*«  Vf*  ^• 

Biccati,  Bonon.  Institut.  Tom.  VI,  p.  138|  1788. 

2.    Die  Verhältnisse  seien  dieselbe  wie  bei  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe, ausgenommen,  dass  die  Beschleunigung  jetzt  repulsiv  wirkt.    Welches 
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ist  die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t? 

Die  Oleichung  für  die  Bewegung  des  Punktes  P  ist  hier 
-T-2  =  —  ji* («1  H-  c?<  —  ^),    oder    -7-^  =  jt* ^,  mit  a?  —  («i  +  et)  =  z. 

Die  Integration  giebt 

z=^Äey^*-\-  Be-y^',     d.  i.  a?  =  ai  4-  c?^  -h  ^  e^f"'  -h  B e-y^K 
Aus  den  Bedingungen  für  die  Anfangslage  des  Punktes  P  folgt 

so  dass 


a?=  ai  +  t?^  -h  I  (ag — ai)V^jit4-t'o  —  c  \ 


€ 


Vßt 


|(a2— ai)V^— vo  +  c'l 


^7 


2^fll 


Kiccati,  Ibid.  p.  151» 

8.  Ein  Beschleunigungscentrum  C  bewegt  sich  in  einer  Geraden  O  A 
mit  gleichförmiger  Acceleration  p  und  ein  Punkt  P  wird  in  dieser  Linie 
nach  dem  Centrum  proportional  der  Entfernung  beschleunigt.  Wie  ist  die 
Bewegung  des  Punktes  P  beschaffen? 

Zur  Zeit  ^  =  0  sei,  mit  dem  festen  Punkte  O  der  Linie  OA^  OC=ai, 
0P=a2^  c  die  Geschwindigkeit  von  C,  vo  diejenige  von  P,  zur  Zeit  t=t 
sei  07  der  Abstand  des  Punktes  P  von  O.    Die  wechselseitige  Entfernung 

der  Punkte  C  und  P  zur  Zeit  t  ist  (ai  -h  ct-^  ^pt^  —  x),  daher 


d^x  1 

—  z=  fi{ai  -{-  et  -h  -^pt^  —  x),    oder 


d?  =  ^^'^ 


1  » 

mit  (^1 4- 1?<  4-  ö  » <2  _  ^)  =  _  ^  ^.  L. 

Die  Integration  giebt 

z  =^  Ä sin ylit-h B cos  \fi t, 

In  —  — 

d.  i.  xz=ai  -h  et  ■+■  jypt^  —  ~  4-  -4  sin  "^ii  t  -h  B  cos  \  11 1. 

Mit  Berücksichtigung  der  Anfangswerte  erhalten  wir  für  die  Integrations- 
konstanten -4.  =  (vo  —  c)\y[ii^  B  i=  az  —  dl  4-p:ju,  so  dass  die  absolute 
Bewegung  des  Punktes  P  gegeben  ist  durch 


_       p   ■  Vq—c 
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X  =  «1  —  -  -h<?^4- rtZ>«*-f-   *  >_  ein  Va  ^  4-  (02  —  ai  +  ^  |{jö«Vu<, 

V  =  (?-+-  p  /  +  (t?o  —  c)  w«  Y^j»  <  —  ia^  —  ai  -+-  —  J  «w  V/t*  ^ 
Ferner  ist  fQr  die  relative  Bewegung  des  Punktes  P  gegen  C 

-  -h    ^  .^  tfm  \ii <  4-  r 02  —  ai  -*-— )  C08  yf  fi  t  —  ag, 

Vr  =  (t?0  —  ^)  ^^'^  VA*  ^  —  (  <'2 ^  ^"        )  *^*W  Va*  ^• 

Biccati,  Ibid.  p.  168. 

% 

4.    Die  Verhältnisse  seien  dieselben  wie  vorhin,  aber  die  Centralheschlennigong 
sei  jetzt  repnlsiv.    Wie  ist  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  P  beschaffen? 

-  2  {(^  -  «1  -  0  yTi  -  (^0— c)| 
Riccati,  Ibid.  p.  182.     1—4.    Walton,  p.  281—232. 


e-^'. 


5.  Ein  Beschleunigungscentrum  C  transliert  entlang  der  Geraden  O  A 
(Fig.  108,  S.  277)  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c,  ein  Punkt  P  in 
ihr  bewegt  sich  in  der  Richtung  A  0  mit  einer  dem  Centralabstand  direkt 
proportionalen  Acceleration.  Zur  Zeit  ^  =  0  ist,  wenn  O  einen  festen  Punkt 
der  Linie  AO  bezeichnet,  0(7=ai,  0P=a2,  t?o  die  Geschwindigkeit 
von  P.  Zur  Zeit  <  sei  O  P  =  o?.  Die  Bewegung  erfolgt  in  einem  Pluidum, 
dessen  Widerstandsbeschleunigung  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  direkt 
proportional  ist,  und  es  sei  k  die  Widerstandsbeschleunigung  für  die  Ge- 
schwindigkeitseinheit, jti  die  absolute  Beschleunigung.  Wie  ist  die  Bewe- 
gung des  Punktes  P  beschaffen? 

Der  wechselseitige  Abstand  der  Punkte  P  und  C  zur  Zeit  t  ist 
(«1  4-  <?^  —  x\  daher  für  die  Bewegung  des  Punktes  P,  so  lange  als  er  in 
der  Richtung  OA  stetig  fortschreitet, 

-T-  =  —  jti  (ai  -^r  et  —  0?)  —  A;  v,  (1) 

wo  V  die  Geschwindigkeit  von  P  in  der  Sichtung  OA  zur  Zeit  t  bezeichnet. 
Transliert  dagegen  P  in  der  Bichtung  A  0  und  wird  v  auch  in  dieser 
Sichtung  gewählt,  dann  ist 


rt 
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r 


) 

Ä»-' 


W 


l^ 


dv 
Tt 


=  jU  («1  -\-  et  —  x)  —  k  V, 


welche  Gleichung  aus  der  ersteren  mit  ■—  v  für  -hv  hervorgeht ,   so  da^ 
die  (1)  unter  allen  umständen  verwendbar  ist,  wenn  wir  annehmen,  da^  r 

das   Richtungszeichen   der   Geschwindigkeit   enthält.     Weil   nun  v  =  -j-. 

so  folgt 


dt^ 


.  dx       ,  .        j        d^z      ,  dz 

k  -^r-  =f.l(a!  — «1  — et) ,      oder      -zrrs,  H-  k 


dt 


dt^ 


dt 


kc 


(2) 


mit  {x  —  rti et)  =  z. 

]c        1     j 

Mit  z=^  Ae**"*  haben  wir  m^  -h  ä;  m  =  |u,  wi  =  —  ^  ±  -^y^fi  -f-  fc^  und 

Je      1    /. k      1    r 

wenn  wir  noch  schreiben  y^  =  —  -  -^  -  y  4/i  -h  ä;2,  ^2  =  —  «  —  9  V  ^M  "*"  ^''• 

auch  beachten,    dass  4ju  +  A;^  >  0  ist,   erhalten  wir   als    vollständiges 

Integral  der  (2) 

z=Ciey^'-+-C2ey^K 

Mithin  ergiebt  sich  für  die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P 
zu  einer  beliebigen  Zeit  t 


(3) 

(4) 


Zur  Zeit  t=  0  ist  a?  =  a2,  v  =  voi  wodurch  mit  (3)  und  (4) 

(kc\                                  /^                   k  c\ 
«2  —  «1 172  <?  —  vo  -+-  (  «2  —  «1 iTi 

c,  = ^i^,    0,  = ^: f^^^ 

n  —  72  n  —  n 

Der  sich  für  die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel 
bei  centraler  Beschleunigung  weiter  interessierende  Leser  wird  verwiesen  auf  Riccati, 
De  motu  rectiUneo  corporis  attracti  aut  repulsi  a  centro  mobiU  Disquisitio  quarta. 
Comment.    Bonon.    Tom.  VI,  p.  212.     1783. 

Walton,  p.  243. 


6.  Zwei  in  gerader  Linie  fortschreitende  Punkte  A  und  B  (Fig.  109) 
beschleunigen  sich  gegenseitig.    Beide  Punkte  sind  anfangs  in  Buhe.     Die 

Accelerationen  sind  direkt  proportional  der  wechsel- 
^  \        ^     ''        seitigen  Distanz  und  ihre  Intensitäten  sind  ]»,  /i'. 

Figur  109  Welches  ist  die  Lage  der  Punkte  nadi  einer  be- 

liebigen Zeit  ^? 

Es  sei  0  ein  fester  Punkt  in  der  Linie  der  Bewegung,  OA  =  x, 
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OB  =  x    zu  einer  beliebigen  Zeit  t ,  dann  ist  fQr  die  Translation  der 
Punkte  Ä  und  B 

^3  =^(a?'  — 0?),     (1)         '^  =  -'A*'(a?'  — -27).     (2) 

Multiplizieren  wir  (1)  mit  ii ,  (2)  mit  ii  und  addieren  die  Resultate,  so 
lommt 

Wenn  nun  zur  Zeit  <  =  0,  oc  =^a^  a?'=  o',    dann  wird  durch  Integration, 

•1      •!  r^  d  X      dx      ^ 

weil  mit  i  =  0,  ^-  =  — —  =0, 

dt        dt        ' 

ju  --  -f-  i*  -r-  =0,     ax-hfxx^=fia'hfAa.  (3) 

Ferner  ergiebt  sich  durch  Subtraktion  der  (1)  Ton  der  (2) 

d^ 

^  ix  —  a?)  -+-  (iu  -^  ^i')  {x  —  x)  =  0. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  mit  C  und  e  als  Integrationskonstanten 

x' —  X  =  Ccosi  VjU  -h  fl  t-h  €\i 

d  »Mi       d  n* 

weil  aber  mit  <  =  0,  a?  =  a,  5;'=  a',  -r-  =  -r-  =  0,  so  ist  a'—  a  =  Ccose^ 

dt       dt 

O  =  Csine,  mithin 

x' —  X  =  (a  —  a)  cos  |  "V^/u  -h  fi  t\'  (4) 

Jetzt  erhalten  wir  leicht  mit  (8)  und  (4) 


fi  a  -{-  fia       fi{a  —  a) 
X  = 1 T-  cos 

,      u  a  -h  ua       u  (a  —  a)       i  -  / -,   \ 

X  =- -,     +  ^^ T-^coslVm -h  u  tl 


Walton,  p.  223. 

7.    In  einer  vertikalen  Ebene  bewegt  sich  von  A  aus  (Fig.  110) 
ein  Punkt  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  geradlinig  in  der  Richtung 

AJC^  welche  eine  Vertikalneigung  a  besitzt.  Zu 
gleicher  Zeit  sinkt  in  dieser  Ebene  ein  schwerer 
Punkt  von  B  aus  frei  herab.  Es  soll  die  gegen- 
seitige Bewegung  der  Punkte  Ä  und  B  ermittelt 
und  bestimmt  werden,  wo  der  fallende  Punkt  die 
Figur  110.  Gerade  ^^triflFt,  wenn  diese  in  horizontaler  Rich- 

tung eine  konstante  Geschwindigkeit  besitzt. 
Wir  wählen  in  der  Ebene  der  Bewegung  das  Coordinatensystem  so, 
dass  A  Ursprung ,  A  X  Abscissenaxe ,  die  zu  ihr  senkrechte  Linie  A  Y 
Ordinatenaxe,  machen  BCA-AX,  setzen -4  C  =  a,  BC==b,    Indem  wir 
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den  Punkten  B  und  A  die  Geschwindigkeiten  c  in  den  Richtungen 
BXi  II  X,A  und  XA  erteilt  denken,  gelangt  A  zur  Ruhe  und  da- 
Punkt  B  bewegt  sich  mittelst  der  Geschwindigkeit  — c  und  der  Accele- 
ration  in  einer  parabolischen  Curve  BOP^  welche  seine  relative  Bahn  ist 
Die  Projektionen  der  Beschleunigung  g  auf  die  Coordinatenaxen  sind 
—  gcoea^  —  g  sin  a,  so  dass,  wenn  die  Coordinaten  eines  beliebigenPunkt^  0 
der  relativen  Bahn  AK=^a!,  OK=^y  sind,  für  die  relative  Bewegung 
von  B  die  Gleichungen  bestehen 

-  — gcosa^ 


dt^ 


d'^y 

— ~  =  —  g  Sin  a, 


dt^ 


ihre  Integration  giebt,  weil  mit 


it  <  =  0,  a?  =  a,  y  =  ^,  — -  =  —  c.  -^  —  0, 


dt 


dt 


Vx  =  —  c  —  g C08 a.t^  Vy=  —  g sin a ,  U 

a?=a  —  et  —  -^g cos a,t^^     y  =-  ^  —  ö ^ **^ ^ •  ^^« 


(1) 
(2> 


2^ ,     ^  2 

Die  Gleichungen  (1)  geben  die  relativen  Geschwindigkeiten  des  Punktest 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen,  die  Gleichungen  (2)  die  CoordinateD  seiner 
relativen  Bahn;  indem  wir  zwischen  den  (2)  die  Zeit  eliminieren,  gelangen 
wir  zu  der  Gleichung  der  relativen  Bahn 

/.        X  7/2  («>—y) 

x=^a^{b  —  y)  cofg  et  —  c  y  —^ — : — ^. 

'       gsina 

Mit  3/  =  0  ergiebt  sich  hieraus  die  Abscisse  des  Punktes  P,  in  welchem 
die  bewegliche  Gerade  A  X  von  dem  Punkte  B  getroffen  wird,  sie  ist 

a?  =  a  —  ocotga--cy  -' — ; — • 

^    g  sin  a 

Aus  (2)  folgen  fQr  die  Zeit  die  Relationen 


(S| 


t 


=  //2^ 


-X) 


V(7  COS  ay 


c      ^y2{h-y) 


gcostt         ^gcosay         gcosa  gsina 

Bewegt  sich  der  Punkt  B  in  der  Geraden  AX^  dann  kann  er  entweder 
in  gleicher  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  der  Punkt  A  translieren. 
Im  ersten  Falle  ist  6  =  0,  «  =  0,  daher 


t  =  -[yf2(a  —  x)g  +  (?2  —  ^l 


so  dass  mit  o?  =  0  die  Zeit  ti ,  nach  welcher  die  beiden  Punkte   zu- 
sammentreffen, 


t^ 


Wenn  der  Punkt  B  in  der  Linie  A  X  dem  Punkte  A  vorauseilt,  dann  ist 
6  =  0,  a  =  180^,  mithin  die  wechselseitige  Entfernung  der  beiden  Punkte 
zur  Zeit  t  und  die  Zeit,  nach  welcher  dieser  Abstand  die  Strecke  x  beträgt 
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Die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  gegen  J.  ist  Vr  =  —  <?+ ö<  =  -^- 

dt 

(i  X 
Damit  x  zu  einem  Maximum  werde,  muss-  -  =  0  werden,  die  Zeit,  wenn 

dt 

dieses  eintritt,  ist  ^  =  ~t  daher  der  Minimalabstand  beider  Punkte  x  =- 

9 

a •     Für  jeden  anderen  Wert  von  x  giebt  es  zwei  Werte  für  die  Zeit,. 

ff 

der  eine  ist  grösser,  der  andere  kleiner  als  — 

9 

8.  Das  Centrum  einer  Beschleunigung  transliert  in  einer  Ebene  mit 
gleichförmiger  Oeschwindigkeit  in  einer  gegebenen  Geraden.  In  dieser 
Ebene  wird  nach  ihm  ein  Punkt  proportional  der  Centraldistanz  beschleu-* 
nigt.    Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Punktes  beschaffen? 

Die  Anfangslage  des  Centrums  nehmen  wir  als  Ursprung  des  mit  der 
Bewegungsebene  zusammenfallenden  Coordinatensystemes  und  geben  dessen 
zu  einander  rechtwinkeligen  Axen  eine  beliebige  Lage.  Zu  einer  beliebigen 
Zeit  tj  dieselbe  vom  Beginne  der  Bewegung  an  gerechnet,  seien  x\  y  die 
Coordinaten  des  Centrums,  x^  y  diejenigen  des  accelerierten  Punktes  P. 
er,  ß  seien  die  Projektionen  der  Geschwindigkeit  des  Centrums  auf  die  Coor- 
dinatenaxen,  ju^  bezeichne  die  absolute  Beschleunigung.  Damit  sind  die 
Bewegungsgleichungen  des  Punktes  P 

1^  =  /»« {x'  -x\         ^  =  M*  (y-  y\ 

oder,  weil  x  =  at^  y  =  ßt^ 

^  =  fiHat-x),     (1)       ^^^,=^iHßt-y).     (2) 
Aus  (1)  folgt 

so  dass 

d  X 
x  =  Acosiiit'\-JBsinfit'¥'at^  (3)      \y  =  — fi{AsinfJLi  —  B€0€fit)-h  a.  (4) 

et  z 

d  X 
Sind  nun  a  und  m  die  Anfangswerte  von  x  und  -7-1  dann   sind  mit  (8) 

dt 

und  (4)  die  Werte  der  Integrationskonstanten  ^  =  a,  5  = '  folglich 

ergiebt  sich  fQr  die  Bewegung  des  Punktes  P  parallel  zur  Abscissenaxe 
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a?  =  aco8i^it-\ sitifxt -h at^  (5)  Vx=  cc  —aiismiit  +  (m — a)cosfi t,  (6> 

Genau  auf  demselben  Wege  erhalten  wir  mit  (2),  wenn  l  und  n  die  An- 
fangs werte  von  y  und  -^  bezeichnen,  für  die  Bewegung  des  Punktes  P 

OL  V 

parallel  zur  Ordinatenaxe 

y=^bco8fit-\ -s{niit  +  ßt^  (7)     Vy^=ß — bfAnnfAt-h{n—  ß)cosftL     (8) 

Durch  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes  P 
bestimmt,  die  Gleichungen  (6)  und  (8)  geben  die  Projektionen  seiner  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Ooordinatenaxen. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punkt.es  P  gegen  C  zu  bestünmsi. 

denken  wir  uns  beiden  Punkten  noch  die  Geschwindigkeit  —  \^cr*  -r  /?- 
erteilt,  wodurch  das  Gentrum  C  als  fest  erscheint,  verwenden  dieselben 
Ooordinatenaxen,  bezeichnen  die  Goordinaten  des  Punktes  P  mit  $,  r^, 
dann  ist,  weil  jetzt  x  ^y^-  0, 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  mit  gehöriger  Berücksichtigung  der 
Anfangswerte 

^  =  acosfit  H ein/xti  v^  =  (m  —  ajcasfÄt  —  afistnfit  ^ 

n-ß  .        r^^  ^11* 

7j  =  bco8fjLt-\ 8inf,it\  Vij=z[n — ß)co8fit  —  hfisiiifit    ' 

und  es  ist  die  Gleichung  der  relativen  Bahn  des  Punktes  P,  wenn  wir 
aus  (10)  t  eliminieren,  dabei  m  — a  =  ai,  n  —  ß=^ßi  setzend, 

{ßi^-cc^^ir-fA{bS—a7jy  =  {aßi~bai)^  (12) 

welche  sonach  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  im  Centrum  ist,  was  sieb 
aus  dem  Beschleunigungsgesetz  sofort  hätte  folgern  lassen  können. 

Walton,  p.  252. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

Ein  Punkt  P  bewege  sich  in  der  Ebene  XOY  (Fig.  111),  e 
sei  die  Gerade  OX  Axe  der  x,  die  zn  ihr  senkrechte  Linie  O  FAxe 
der  y,  Pdie  Lage  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  f,  PMJ^OX, 
OM^  X,  MP^^y.   X,  7 seien  die  Projektionen  derBeschleaniguogf 
M      X  des  Punktes  P  auf  die  Ooordinatenaxen,  X',  Y  die  Gomponenten  der 
Figur  111.       Widerstandsbeschlennigung  dnrch  die  vorgeschriebene  Bahn  paralld 
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zu  den  Coordinatenaxen.  Die  Verhältnisse  der  Bewegung  des  Punktes  h&ngen  dann 
Ton  den  Differentialgleichungen  ab 

Die  vollständige  Losung  des  Problemes  der  Bewegung  eines  Punktes  besteht  in  der 
Bestimmung  von  x  und  y  als  Funktion  der  Zeit  t  Die  angeschriebenen  Gleichungen 
enthalten  ausser  x  und  y  noch  die  beiden  unbekannten  Grossen  X'  und  Y\  so  das» 
die  allgemeine  Bedingung  für  die  Bewegung  uns  nur  zwei  Gleichungen  mit  vier  unbe- 
kannten Grossen  giebt.  Daher  mflssen  in  jedem  besonderen  Falle  noch  zwei  weitere 
Gleichungen  gegeben  sein  oder  abgeleitet  werden  können,  welche  nur  a?,  y,  X\  Y  ent* 
halten. 

Es  sei  r  der  Abstand  OP  des  Punktes  P  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  vom  Coor- 
dinatenursprungOi  2iP0X  =  &,  dann  können  wir  ftlr  den  Fall,  in  welchem  der  Punkt  P 
sich  stets  rechtwinkelig  zu  0  P  zu  bewegen  hat,  wenn  ^  die  Summe  der  Componenten 
der  Beschleunigungen  des  Punktes  entlang  0  P  bezeichnet,  aus  obigen  Gleichungen  die 
Formel  ableiten 

welche  durch  Ampere  bekannt  wurde.    Annales  de  Gergonne,  Tom.  XX,  p.  87  et  sq. 

1.  EId  schwerer  Punkt  sinkt  auf  einer  geneigten  Ebene  A  B  (Fig.  112) 
entlang  einer  Linie  grössten  Falles.  Die  geneigte  Ebene  besitzt  eine  Trans- 
lationsbewegung parallel  zu  ihrer  Basis,  jede 
Linie  grössten  Falles  bleibt  dabei  in  einer 
vertikalen  Ebene.  Welches  .ist  die  absolute 
und  die  relative  Bewegung  des  Punktes,  wenn 
die  Translationsbewegung  a)  gleichförmige 
b)  gleichförmig  beschleunigt  ist? 

a)  Die  Bewegung  der  geneigten  Ebene  ist  gleichförmig.  E» 
sei  (Fig.  112)  ^J?  die  Bahn  des  Punktes  auf  der  Ebene,  Ä  seine  Anfangs- 
lage und  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  die  horizontale 
Gerade  A  X  Abscissen- ,  die  vertikale  Gerade  A  Y  Ordinatenaxe ,  a  die 
Horizontalneigung  der  Ebene  AB,  c  die  konstante  Horizontalgeschwindigkeit 
von  A  B  in  der  Richtung  A  X. 

Die  Componenten  der  Beschleunigung  g  parallel  und  senkrecht  zu  A  B 
sind  gsina  und  goosa,  erstere  erzeugt  die  Bewegung  parallel  zu  ABy 
letztere  die  Widerstandsbeschleunigung  senkrecht  zu  ^  ^ ,  die  Projektionen 

der  Beschleunigung  g  sin  a  auf  die  Coordinatenaxen  sind  —  —g  sin  2  a  und 

gsin^a^  daher  bestehen  für  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  P  die 
Gleichungen 

-^  =  — -^g8in2a,      '^=gsm^a,      r,  =  e,  t;y  =  0,  wenn  t  =  Q. 
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Hiemit  erhalten  wir 

Vx=c — -^g8in2a.t^  v^  =  gsin^a.tj 

und-  die  Oleichung  der  absoluten  Bahn  des  Punktes  P  ist 

2c^ 
Ä?*  -f-  2cotga.xy  -h  eotg^a.y^ r-r-y  =  0,  (1) 

«0  dass  er  eine  Parabel  beschreibt. 

Für  die  relative  Bewegung  des  Punktes  haben  wir,  wenn  wir  uns 
•denken,  dass  sämtliche  Punkte  des  Systemes  noch  die  Geschwindigkeit  —c 
besitzen,  wodurch  die  geneigte  Ebene  AB  ruhend  erscheint 

-r-g  = — ^ffsinza^      -T^==g8in^a^     Vx= — <?,     t/y  =  0,  wenn  i=0. 

Damit  ergiebt  sich 

Vx  =  — (<?-*-  -^gsin2a,t),      Vy  =  gein^a.t^ 

x= — {et -^ -rg 8in2  a ,t'^)n    y=^-^g8in}aA\ 

2c^ 
üS^-^2cotga.wy-hcotg^a.y^ r-s— V  =  0.  (-> 

Die  relative  Bahn  des  Punktes  ist  mithin  auch  eine  Parabel.  Die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  sind  identisch,  die  durch  sie  gegebene  Parabel  zer- 
fällt durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  in  zwei  Teile,  der  eine  giebt 
•die  absolute,  der  andere  die  relative  Bahn  des  Punktes.  Ist  die  Geschwin- 
digkeit c  von  entgegengesetzter  Bichtung,  dann  geht  die  absolute  Bahn  in 
•die  relative  über,  und  umgekehrt. 

b)  Die  Bewegung  der  geneigten  Ebene  ist  eine  gleichför- 
mig beschleunigte.  Bezeichnet  p  die  konstante  Beschleunigung  der 
Ebene  AB  in  horizontaler  Bichtung,  dann  ist  für  die  absolute  Bew^ng 

^2  ==  —  2^*^^^" '^^'     ^-y  =  5'«n*ft,    Vx=^Vy=^0,  wenn  ^  =  0. 
Daraus  folgt 

Vx  =  {p  —  -^gsin2a)t^         Vg  =  g  ain^  a  .t^ 

«  =  2(P^ -g^****^")**'     y  =  -2^«m2a.<8, 

2g9in^a 
zp  —  g  8in  2  a 

Die  absolute  Bahn  ist  mithin  in  diesem  Falle  eine  gerade  Linie. 
Für  die  relative  Bewegung  bestehen  die  Gleichungen 
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-^  =  --(^2^*^"^^  "^  V'    ~d^^^^^^^'  V;,  =  vy  =  0,  wenn  ^  =  0, 
womit  sich  ergiebt 


2  ^  «n*  a 


oc. 


^  2p  +  gsin2a'"'' 

80  dass  auch  die  relative  Bahn  eine  gerade  Linie  ist. 


Figur  113. 


rf«a? 


=  p  €08  a  —  g  8in  a, 


Es  bewege  sich  jetzt  die  geneigte  Ebene 
in  entgegengesetzter  Bichtong  mit  der  Beschleu- 
nigung p.  A  sei  wieder  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung und  Coordinatemursprung  (Fig.  113),  aber 
die  Falllinie  Ä  X  Abscissen  - ,  die  zu  ihr  senk- 
rechte Gerade  A  Y  Ordinatenaxe,  dann  sind  die 
Gleichungen  für  die  relative  Bewegung  des  Punktes 


dt^ 


Hieraus  ergiebt  sich 

Vjc  =  {p  COS  a  —  g  sin  a)  <, 


^^psincc^     Vx  =  Vy  =  0,  wenn  <  =  0. 


Vy=^p  sin  a .  t. 


a?  ==  —  (p  cosa  —  g  sin  a)  i^,       y  =  -^p  sin  a,  t^^ 

p  sin  a 

y  = ^ ; —  X. 

p  cos  a  —  g  sin  a 

Damit  der  Punkt  eine  horizontale  Gerade  beschreibt,  muss  die  Bedingung 

orf&Ut  sein  pcosa^gstna  =  0,  für  welchen  Fall  mithin  die  Gleichungen 

bestehen  müssen 

p=^gtga,         v=gtga.t,         s  =  -;^gtga.t\ 


2.  Eine  starre  gerade  Linie  liegt  auf  einer  glatten  horizontalen 
Ebene.  Ein  Endpunkt  dieser  Linie  ist  genötigt,  sich  auf  einer  festen  Ge- 
raden in  dieser  Ebene  gleichförmig  zu  bewegen.  Welches  ist  die  Be- 
wegung des  anderen  Endpunktes  der  Linie? 

Es  sei  OX  (Fig.  114)  die  feste  gerade  Linie,  OT 

eine  in  der  Ebene  zu  O  J^  rechtwinkelige  Gerade,  P  die 

Lage  des  freien  Endpunktes  der  starren  Geraden  PQ  zu 

einer  beliebigen  Zeit  ^  Plf-LOJT,  OM=a!,  MP=y, 

^  ^  OQ  =  x\  PQ  =  a,  4:  PQ  O  =  *,  p  die  Beschleunigung 


0     M 


Figur  114.        fler  Geraden  PQ  in  ihrer  Richtung. 
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Die  CompoDOiteii  der  SpaanmigsbeBdikiiiiigiiiig  sind  JT  =^  peos^, 
T*  =  —  pnn&,  daher  die  Bewegangsgleichiiiigen 

Die  Elimination  Ton  p  ans  diesen  Relationen  giebt 

d^x  d^v      ^ 

«h^— g  +<rö*^3-f  =  0.  (1) 

dl  dt 

Femer  ist,  wenn  c  die  gleichförmige  (jeschwindigkeit  des  Punktes  Q  md 

b  dessen  Anfangsabstand  Ton  O  bezeichnet, 

x'  =  x  -h  a COS&  =  et  -h  b^  (2) 

so  dass  mit  (2) 

d^x  d^  d^v  d^ 

7  ^  -h  a-^-^co»&  =  0;   auch     -~  =  a^-s^sin&^  weil  y  =  a«n^.   (3| 
*dt^  dt^  dt^  dt^  ^ 

Nnn  folgt  ans  (1),  (2),  (8) 

dt^  dfi 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  mit  »  als  IntegrationskonstanteD 

d  d  d& 

Die  Gerade  PQ  dreht  sich  daher  mit  einer  konstanten  Winkelgesehwio- 

digkeit  ai. 

Bezeichnet  a  den  Anfangswert  von  ^,  so  folgt  durch  nochmalige 

Integration 

^^a-hfot,  (4) 

und  es  sind  mit  (2),  (3),  (4)  die  Coordinaten  des  Punktes  P  als  Faul- 

tionen  der  Zeit 

x^^ct-h  b  —  a cos {a-^r  mt\         y  =  asin (a  H-  « <),  (5) 

so  dass  mit  (5),  indem  wir  t  eliminieren,  die  Bahngleichnng  des  Punktes  P 

a?  =  -  are  {sin  =  — ^  —  V  a^ — v*  •+-  ^ 

Die  Gleichungen  (2)  und  (4)  versehen  uns  indessen  mit  der  bequemaen 
Vorstellung  von  der  Bewegung  des  Punktes  P.  Hiemach  ist  die  Be- 
wegung von  P  vollkommen  veranschaulicht,  wenn  wir  uns  denken,  dass 
er  sich  auf  dem  umfange  eines  Kreises  vom  Halbmesser  a  mit  der  kon- 
stanten Geschwindigkeit  ato  bewegt,  während  dessen  Mittelpunkt  enthog 
O  X  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  c  fortschreitet.  Die  Bahn  tob 
P  ist  daher  eine  Trochoide. 

Mittelst  der  Relation  (5)  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

-rrf^  =  —  avr  sin  (a  4-  « t)^ 

folglich  mit  (4)  und  den  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen 
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—  a(a^9m(a  -\-  (at)  =  — psin{a  -h  (at\         p  =  aco^, 

SO   dass    die   SpannungsbeschleuniguDg    der  Geraden  PQ  während    der 
ganzen  Bewegung  konstant  ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  giebt  ein  Beispiel  fOr  die  Klasse  von  Curven,  weiche 
Traktorien  genannt  werden.  Diese  Curven  werden  erzeugt  durch  den  einen  Endpunkt 
einer  Geraden  von  bestimmter  Länge,  wenn  der  andere  Endpunkt  sich  entlang  einer 
gegebenen  Curve  mit  gegebener  Geschwindigkeit  bewegt;  die  feste  Gurve  wird  die 
Direktrix  genannt. 

Diese  Aufgabe  bildete  den  Gegenstand  einer  Streitfrage  zwischen  Fontaine  und 
Clairaut.  Die  durch  Fontaine  gegebene  Lösung  hing  von  der  Annahme  ab,  dass  die 
sich  bewegende  Gerade  eine  Tangente  der  Bahn  des  Punktes  P  sein  wtkrde,  eine  Vor- 
aussetzung, deren  Irrtdmlichkeit  Clairaut  erläuterte.  Fontaine's  Annahme  wflrde  zu- 
lässig sein  fUr  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  vollkommen  rauhen 
Ebene,  wo  seine  Bewegung  zerstört. werden  würde  in  dem  Momente  der  Erzeugung. 

Clairaut,  Mämoircs  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  4. 
Euler,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1784.    Walton,  p.  351  et  sq. 

8.  Eine  geradlinige  Röhre  mit  sehr  kleinem  kreisförmigem  Quer- 
schnitte dreht  sich  um  einen  festen  Punkt  in  ihrer  Axe  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  in  einer  horizontalen  Ebene.  In  dieser  Röhre  be- 
findet sich  ein  freier  Punkt,  dessen  Bewegung  bestimmt  werden  soll. 

Es  bezeichne  r  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Drehaxe,  &  den 
Winkel,  durch  welchen  sich  die  Röhre  nach  der  Zeit  e,  gerechnet  vom 
Beginn   der  Bewegung  an ,   gedreht  hat.       Zur   Zeit  ^  =  0    sei  r  =  a, 

d  V 

-TT  =  «'o   die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Röhre.      N  bezeichne 

die  Druckbeschleunigung  zur  Zeit  t 

Für  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  besteht  die  Oleichung 

^l[=:^^^'==a)«r,       wodurch       t  =  Ae""' ^Be"'''^       (1) 

Mit  (1)  und  den  Werten  von  r,  v  zur  Zeit  <  =  0  ergiebt  sich 

J.  =  (a  ö)  -+-  vo) :  2  0),         Ä  =  (a  w  —  Vq)  :  2  «ö,         folglich  ist 

2ra)  =  (aa)  +  Vo)^*''+  (a«  —  Vo)^""*', 

und  mit  (ot=^^  ist  die  Oleichung  der  absoluten  Bahn  des  Punktes 

Femer  haben  wir  für  die  Bewegimg  des  Punktes  in  der  Röhre 

-^  =  m^r^    sodass        rvdv^m^JTdry       v2  =  Vo^H- «^(r^  —  a*)» 

womit  seine  Geschwindigkeit  in  der  Röhre  bestimmt  ist. 

Die  Druckbeschleunigung  wird  durch  die  den  Punkt  von  seiner  ge- 

F.  Kraft«  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  L  19 
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radlinigen  Bahn  ablenkende  und  senkrecht  auf  der  Bichtung  der  Ge- 
schwindigkeit V  stehende  Acceleration  hervorgerufen.  Von  einer  gewissen 
Stelle  der  Bohre  an  gerechnet  legt  der  Punkt  in  einem  Zeitelemente  den 
Weg  vdt  in  der  Bichtung  der  Böhrenaxe  zurück,  während  er  zugleich  den 
unendlich  kleinen  Bogen  durchläuft,  dessen  Centriwinkel  adtj  dessen 
Badius  vdt,  dessen  Länge  mithin  vm  dt^  ist.  Bezeichnet  p  die  konstant« 
Beschleunigimg,  mit  welcher  dieser  Weg  zurückgelegt  werden  kann«  sc- 

ist  v(adt^  =  -pd t\  daher  die  Ablenkungsbeschleunigung  p=2 v «o     Weil 

ausser  dieser  Beschleunigung  keine  andere  senkrecht  zur  Böhrenaxe  wirkt,  ist 

Johann  Bernoolli,  Opera,  Tom,  lY,  p.  248.    Clairaat,  M^m.  Acad.  Paris. 
1742,  p.  10.    Walton,  p.  353. 

4.  Eine  geradlinige  Bohre  mit  sehr  kleinem  Querschnitte,  in  welcher 
sich  ein  loser  Punkt  befindet,  wird  in  einer  horizontalen  Ebene  mit  einer 
gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  einen  Punkt  O,  dessen  Ab- 
stand von  der  Böhrenaxe  gleich  e  ist,  gedreht.  Wie  ist  die  Bewegung 
des  Punktes  und  die  Druckbeschleunigung  beschaffen? 

Es  sei  (Fig.  115)  P  die  Lage  des  Punktes  in  der 
«JV  Bohre  AB  zur  Zeit  t,  ÄP=x,  OP  =  r,  Äq  sein  Ort 
zur  Zeit  ^=0,  für  welche  v=vo^  AÄo=a^  2f,AI^O=(f. 
Die  Componenten  der  Beschleunigung  <o^r  zur  Zeit  t  pa- 
rallel und  senkrecht  zur  Böhrenaxe  sind  w^rcostp^  <o^rsin<f, 
von  welchen  die  erstere  die  Bewegung  des  Punktes  in  der 
Bohre  mit  verursacht.     Für  die  Geschwindigkeit  des  Punk- 

tes  in  der  Bohre  haben  wir  daher,  beachtend,  dass  co8(p  =  -  ist, 

r 

dv         o  o  j  dv         ^  .,       d.r 

=  (o^rcoso)  =  (ß^  x^      oder       v^-  =  co^o?,       weil       -j-   =r, 
dt  ax  dt 

mithin  /  vdv^^fa^j  xdx,      v^  =  t/o^  H- o)*(a?^  —  a^). 

Ferner  haben  wir  zur  Bestimmung  des  Weges  des  Punktes  in  der  Bohre 


d'^x 


=  0)2^,         womit         x  =  Ae*^  -^Be 


dt^ 

oder,  wenn  die  willkürlichen  Eonstanten  mittelst  der  Bedingimgen  für  die 
Anfangslage  des  Punktes  bestimmt  werden, 

2  CO Ä?  =  (a  w  -f-Vo)tf ***-+-  {am  —VQ)e-'^K 

Da  nun  stets  r^  =  e^ -h  x^  ist,    so  ergiebt  sich  für  den   Abstand  de> 
Punktes  zur  Zeit  t  von  O 
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o  *      \  /  \     tut        /  \     —  ai  k2  2 

und  die  Polargleichung  der  vom  Punkte  P  beschriebeneu  Bahn  ist  mit 

Die  Grösse  der  Druckbeschleunigung  bestimmt  sich  durch  die  Belation 

N=2vco  -h  (ü^rainip^ 

so  dass  mit  dem  Werte  von  v  und  sin  y  =  - 

T 

5.  Ein  loser  Punkt  befindet  sich  in  einer  kreisförmigen  Bohre  von 
:sehr  kleinem  Querschnitte,  welche  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  einen  festen  Punkt  ihres  Um- 
ganges dreht.     Die  Bewegung  des  Punktes  is4  zu  untersuchen. 

Es  sei  (Fig.  116)  O  der  Punkt,  um  welchen 
sich  die  Eöhre  O  P  dreht,  G  der  Kreismittelpunkt, 
P  die  Lage  des  Punktes  zur  Zeit  U  N  die  Druck- 
beschleunigung der  Bohre,  welche  in  der  Bichtung 
P  C  wirken  wird.  Die  zu  einander  rechtwinkeligen 
Figur  116.  Geraden  O  X,  OY  seien  die  Coordinatenaxen,  oc,  y 

^e  Coordinaten  des  Punktes  P.     Wir  setzen  2i  POX=&,  2i.0PC=^(p 
=  2tC0P,  OP=r,  OC=a. 

Weil  hier  JSr=0,  F=0,  so  haben  wir  für  die  Bewegung  des 
Punktes  P  die  Gleichungen 

^'-^  =  -iVcw(^-<^),     J^.y  =  _  Ar«„ (^ _  y). 

Multiplizieren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  {&  —  y),  die  zweite 
mit  cos^d-  —  <p)  und  subtrahieren  die  Besultate,  so  gelangen  wir  zu 

d  oß  cl  ij 

wodurch,  weil     ä?  =  r  cos  vA,       y^=T  sin  ^, 

d^  d^ 

siniß' —  ^)-t:^{^C08x))  —  cosid-  —  y )  ^jt^  (i*  *2w  ^)  =  0. 

Nun  ist  r=^2acos(f^  mithin  auch 


dt 


^2  ^2 

sin  (^  —  (f)  -^—^  (cos  d-  cos  (p)  —  cos  (0-  —  y )  ,  ^  {sin  &  cos  (p)  =  0, 

d^ 
sin  {9-  —  (p)  -TTg  { <^os  {d-  -h  g>)  -h  cos  (^  —  9)  j 

—  cos  {&  —  (f)  -^-^  \  sin  {&  -h  (f)  -h  sin  (^  —  g>)  |  =0. 


dt 
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Da  0)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Diameters  OGA  des  Kreises,  so  ist 
klar,  wenn  anfangs  2Jl-4OJC=0,  dass 

4:^0Jr=;^-+-y  =  a)<.  (1) 

Mithin  erhalten  wir,  o)  ^  für  (^  +  9))  schreibend, 

d^  d^ 

H-  sinid-  —  (p)-Tj2<fosa)t  —  cos^d-  —  rp) -^-j  sin  od  t  =  0, 

—  0)2  sin  {&  —  (p)  cos  ft)  <  4-  «2  cos  {&  —  y)  sin  «  /  =  0, 

d^ 

—  ^  (^  —  y)  —(o^sin{d'  —  g>  —  (o  t)=0, 

oder,  weil  ^  =  mt  —  y  ist, 


t;<2 


-h  (o^sin2(p  =  0. 


Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  2-^  und  integrieren,  so  folgt 

7  2 

2(^)    -(o^cos2(p  =  e.  (2) 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen ,  dass  anfangs  der  Punkt  ? 
mit  dem  Punkte  Ä  zusammenfällt  und  seine  Oeschwindigkeit  in  dieser 
Lage  gleich   Null  ist.     Wenn   ^  =  0 ,   ist  y  =  0 ,   und  weQ  durch  (I) 

+  -^  =  w,  ist  anfangs  -~  =  0,  folglich  mit  (2)  C=ta\  daher 

2  (^-^)^  -  «2  CO«  2  g)  =  0)8,      2  (^)^=  «*  (1  4-  <?o«  2  y)  =  2  ft)«^^^. 

(2  o)  -,         dtp         cos (p  d(p 

a^  (?(?«g)       1 — sin^fp 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt,  bei  welcher  keine  Eonstaote 
hinzuzufügen  ist,  weil  cp  und  t  gleichzeitig  verschwinden, 

Z;i r-^  =  2o)^. 

1  —  stnq) 

Durch  diese  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  2^A0X=\p  gesetzt  wird, 

lH-Ä?Wy  2ttf  .         ^       — ^  ^      — ^ 

Mit  ^=  OD  wird  «ny  =  1,  also  9  =  0»  welches  der  Grenzwert  von  ^^ 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Punkt  erst  nach  einer  unendlich  grossen 
Zeit  im  Botationsmittelpunkte  O  ankommen  wird. 
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Ferner  können  wir,  weil  r=^2acos(p  ist,  leicht  bekommen 

4a  4a 


r  = 


tot    ,       —tat  ifi    ,       — V 

e      ■+■  e  6    -^  e 


iwromit  der  Abstand  des  Punktes  P  von  0  zu  einer  beliebigen  Zeit  wäh- 
Tend  der  Bewegung  bestimmt  ist.  Die  letzte  Gleichung  ist  die  Polar- 
^leichung  der  Bahn  des  Punktes  P. 

Schliesslich  ergiebt  sich  noch  mittelst  obiger  Gleichungen  für  die 
«iner  beliebigen  Lage  des  Punktes  entsprechende  Dnickbeschleunigung 

A'^  =  2<o^aco8^{d  cos  <p  —  2). 
Walton,  p.  354. 

6.  Zwei  Punkte  P  und  Q  (Fig.  117)  sind  durch  eine  unveränder- 
liche Gerade  PQ  miteinander  vert)unden.  P  kann 
sich  entlang  einer  horizontalen  Geraden  O  JC  und  Q 
in  der  durch  OJC  gehenden  horizontalen  Ebene  be- 
wegen. Die  anfänglichen  Bewegnngszustftnde  beider 
Figur  117.  Punkte  sind  gegeben  und  es  soll  ihre  Bewegung  er- 

forscht werden. 

Lasse  sein  N  die  Spannungsbeschleunigung  der  Geraden  PQ,  &  die 
Ueigung  von  PQ  gegen  02C  zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  QNl^OJC, 
O  N  =  x\  QN  =  y\  OP  =  {c,  wobei  O  ein  fester  Punkt  in  der  Linie 
•OJTist,  CO  =  der  anftnglicben  Winkelgeschwindigkeit  von  Q  um  P, 
Vq  =  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  P,  a  =  dem  Anfangswerte  von  &, 
a  =der  Länge  der  Geraden  PQ. 

Ausser  der  Spannungsbeschleunigung  sind  keine  weiteren  Accelerationen 
Torhanden.  so  dass  för  die  Bewegung  von  P 

fif=-^<^'«*'  (1) 

«nd  für  diejenige  des  Punktes  Q 

^  =  Ncos»,     (2)      ^:=-Nsin».     (8) 
Die  Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

'''^      '^'^'  =  0.  (4) 


Multiplizieren  wir  (1)  mit  sin  d-,  (3)  mit  cos  ^  und  subtrahieren  das 
letztere  Resultat  von  dem  ersteren,  so  folgt 

sind^  ___^  —cos»-^  =  0.  (5) 

J'erner  bestehen  die  geometrischen  Beziehungen 

a?'=  a?  —  a  €08  x^,     (6)         y  =  a  sin  x^.     (7) 
Mit  (4)  und  (6),  sowie  mit  (5)  und  (7)  ergiebt  sich 
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und  indem  wir  -^^  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  eliminieren,  folgt 

d^  d^ 

2  C08  ^  -T-g  «n  0"  —  sin  &  jj^  cos  &  =  0. 

dö- 
Durch  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  2  -=-  und  nachherige  Integrati(a) 

c«  • 

wird  ^rd    .    ^\^      rd  x« 


<|-^«"*)'-^(Ä'''''*)=^- 


dd" 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  ^  =  a,  -=~  =  «,  mithin  C=  (1-h  co«*a)«^ 

(%  t 

folglich 

Weiter  giebt  die  Integration  von  (4) 

dos      düD  ^ 

so  dass  vermöge  (6) 

^dx  .    «d^      ^ 

da)  dd" 

Aber  anfangs  ist  -^  =  vo,  ^  =  er,  "tt  •=  ö>i  mithin  0=  2ifo  H-  aa)sina, 

weshalb 

da?  am  sin a      asinO'dd' 


und  indem  wir  den  Wert  von  -^  aus  (8)  entnehmen 

a  t 


a  0)  sin  a       a  w  */n  ^  7/ 1  4-  co«*  a  ,av 

«—-«  +  — 2- 2--^rx7^^-  («) 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  geben  uns  die  Winkelgeschwindigkeit  von  Q 
um  P  und  die  Geschwindigkeit  von  P  entlang  0  X  als  Punktionen  der 
Neigung  der  Linie  P  Q  gegen  O  X.  Scheiden  wir  aus  den  Gleichungen  ((} 
und  (9)  d  t  aus,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  der  Bahn  von  (i 
in  X  und  ^. 

Mit  (8)  ergiebt  sich  noch 


0) 


Vi 


008 


2 


t=—r ^=    /       \l'\-C08^0^d&, 


eine  elliptisch  transcendente  Funktion  für  die  Bestimmung  der  Zeit,  w^ 
der  Wert  von  ^  gegeben  ist. 

Clairant,  Mäm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  10. 
Walton,  p.  356. 


j 
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7.  Eine  geradlinige  Bohre  von  sehr  kleinem  Querschnitte  dreht  sich 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  m  um  einen  festen  Punkt  O  ihrer 
Axe  in  einer  vertikalen  Ebene.  Welches  ist  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  in  ihr? 

Es  sei  (Fig.  118)  OA  die  Lage  der  Bohre  zur 
Zeit  t^  die  horizontale  Gerade  O  X  ihre  Anfangslage, 
so  dass  2J1Jl  O  ^  =  ^  =  0)  ^,  die  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Punktes  gleich  i/q,  sein  an^glicher  Abstand 
zur  Zeit  ^  =  0  von  dem  Punkte  0  =  ay  P  seine  Lage 
Figur  118.  zur   Zeit  t     Die   Gleichung   fQr  die   Bewegung   des 

Punktes  ist 

Im  vorliegenden  Falle  ist  r (      \   =rco^,  y=  —  gainx)-  =  —  g sin (o t^ 

folglich 

^  -g  =  o)''  r  —  g  8tn  w  t. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Weil  zur  Zeit  ^  =  0,  r  =  a^  — ^  =  v^,  so  sind  die  Werte  der  willkürlichen 

dt 

Konstanten  ^  =  i.— fa w  4- vn —  «- Y   B=  tz    (am  —v^^  ^-\,  und 

v^ir  erhalten 

V  2ft)y  V  2a}y  o) 

V  =  TT  f  a  o)  -f-  vo  —  b-V*^'  —  ö  r«  w  —  vo  -h  -J^^-^^'-^^cosfot.  (2) 

Die  (1)  giebt  mit  a)t=x^  die  Polargleichung  der  Bahn  des  Punktes, 
die  (2)  giebt  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Bichtung  der  Bohren* 
axe  als  Funktion  der  Zeit,  mit  (ot=  3-  als  Funktion  des  Winkels  ^. 

8.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  sehr  engen  geradlinigen 
Bohre,  welche  um  eine  vertikale  Axe  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a> 
eine  Kreiskegelfläche  beschreibt.  Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  be- 
schaffen ? 

Die  Spitze  A  der  Kegelfläche  (Fig.  119,  S.  296)  sei  Ursprung  eines 
rechtwinkeligen  Coordinatensystemes,  die  Axe  der  z  falle  mit  der  Drehaxe 
zusammen  und  sei  vertikal  abwärts  positiv,   die  Axe  der  x  liege  in  der 
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1 


Figur  119. 


vertikalen  Ebene  durch  die  Anfangslage  der 
Bohre  Ä  j5,  die  Axe  der  y  ist  senkrecht  auf  den 
Axen  der  z  und  der  o?,  die  Vertikalne^^iing  der 
Röhre  sei  gleich  a.  Ferner  sei  P  die  L^e  des 
Punktes  zur  Zeit  <,  ÄP=r^  PM  senkrecht  zur 
Ebene  A'^F,  JfMi^AJC,  AMi=a,MiM=ff, 
MP  =  z.  Zur  Zeit  t==0  befinde  sich  da: 
schwere  Punkt  in  Ä  und  seine  Geschwindigkeit 
sei  daselbst  gleich  Null. 

An  dem  Punkte  P  wirken  die  Fallbeschleunigung  g  und  die  Centri- 

fugalbeschleunigung  w^y^a^^-f-y^  =  «^w,  erstere  vertikal  abwärts,  letztere 
in  horizontaler  Bichtung.  Die  Componenten  dieser  Beschleunigungen  in 
der  Bichtung  der  Böhrenaxe  und  senkrecht  dazu  sind  g  cos  a  und  a>^  u  sin  a 
=  (a^r8in^a^  so  wie  ^«ma  und  ^(o^uco8a  =  —  w^rsmacosa^  die 
Summe  der  ersteren  giebt  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  der  Richtung 
der  Böhrenaxe,  die  Summe  der  letzteren  die  Druckbeschleunigung,  welche 
auf  die  Bewegung  keinen  Einfluss  hat.  !Mithin  erhalten  wir  fOr  die  Be- 
wegung des  Punktes  in  der  Bohre 


^^^  2-2 

--z  =  0D^8in^  a .  r-T-g  cos  a. 


(1) 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


yi  —   4  ^*'* *'**'*•' -4-  W^  —  (aaina.t 


gcosa 


cö*  sin^  a 


Mit  Berücksichtigung  der  Bedingungen  für  die  Anfangslage  des   Punktes 
finden  wir  A=:  B=  -~  J^^.\   »  so  dass 


^'  =  S^co<^a(^-"«  '^'— ^-»•••'«•«»O- 


Setzen  wir  jetzt  w  <  =  ^,  und  berücksichtigen,  dass  a!  =  uco8&=^  rsin a  cos  &. 
y  =1  u  sin  d- =■  r  sin  a  sin  ^ ,  z  =  r  cos  a ,  dann  sind  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  als  Funktionen  des  Winkels  ^,  oder  mit  ^  =  co  ^  als  Funktionen 
der  Zeit 

a?  —  2^  (^ö/'^  a  (?(?« ;^  (t  **"  "  •  *  4- ^-'•'"  "  ^  —  2). 
y  =  2  — 2 cö^^ ««in ;^ (^"'»"•^  4- (?-*•*"" ^  —  2), 
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Die  DruckbeschleunigUDg  ist 

JV  =  {g  —  (o^r  cos  a)  sin  a, 

sie  ist  nicht  konstant  während  der  Bewegung  des  Punktes,  so  lange  als 

o>  (o^rcosa  wirkt  sie  abwärts,  in  dem  Augenblicke  wo  r  =  —^ —  ist 

(Oleosa 

sie  gleich  Null,  und  wenn  g<(o^rcosa,  wirkt  sie  aufwärts. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  oi  =  0,  dann  geben  die  Formeln  für  r 

dv 
und        zunächst  die  Werte  oo,  jedoch  lassen  sie  sich  leicht  auf  diesen 

Spezialfall  zui-fickführen.     Schreiben  wir 

dr_^(?ö<^ai?»^«  «'--^-«''•«■«'_J'(a))  .  ,   F(0)  _  0 

di-~  ~2~~  o,  -/((«) '    ^  ""''^  7(Ö)  ^  Ö' 

Nun  ist  5'H  =  ^--«(^''""  '"'-^^"••'""  '"Ol  ^\so-^^^=zgcosa.U 

f  ((o)  ^  f  (0) 

dr  1 

daher       =  Vr  ^  ffcosa.t,  r  =  -^ffcosa.t^,  welches  die  Gleichungen  für 
dt  o 

die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  geneigten  Oeraden  sind. 

Mit  a  =  ^  erhalten  wir  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Bohre, 

welche  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  um  einen  festen  Punkt  ihrer  Axe 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  w  dreht,  wir  bekommen  sofort  dafür 

9.  Ein  Punkt  wird  entlang  einer  Ebene  geworfen,  welche  sich  um  eine  hori- 
zontale Axe  in  ihr  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  <»  dreht.  Welches  ist  die 
Bewegung  des  Punktes? 

Zählen  wir  die  x  parallel  zur  Drebaxo,  ist  r  der  Abstand  des  Punktes  von  der- 
selben zur  Zeit  t,  dann  werden  wir  finden 

10.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  vertikalen  Ebene, 
welche  sich  um  eine  vertikale  Axe  in  ihr  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwin- 
digkeit o)  dreht.    Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Die  Sotationsaxe  sei  Axe  der  z  und  diese  positiv  vertikal  abwärts. 

7jUv  Zeit  t  sei  r  der  Abstand  des  schweren  Punktes  von  der  Axe  der  z. 

dz  dir 

Zur  Zeit  ^  =  0  sei  z  =  0,-j-  =^  ß^  r  =  a^  -    =  a. 

dt      ^  dt 

Die  auf  den  Punkt  wirkenden  Beschleunigungen  parallel  zu  den  Coor- 

dinatenaxen  sind  A''=0,  F=0,  Z  =  ff,  ausserdem  ist  noch  die  Centri- 

fugalbeschleunigung   in  horizontaler  Sichtung   thätig,   so   dass  die  zwei 

Bewegungsgleichungen  bestehen 
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Jl.^9.  die  =  ^C^j  =-''•• 

Durch  Integration  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  mit  Berücksichtigimg 
der  für  die  zur  Zeit  t  =  0  gegebenen  Bewegungsverhältnisse 

zz=ßt  +  -^gt^,     (1)      2a)r  =  (aa)  + a)  <?«»'-}- (aa)  —  «)^--*'.     r2i 

Die  Bewegung  des  Punktes  ist  demnach  in  vertikaler  Richtung  eine  gleich- 
förmig beschleunigte.  Eliminieren  wir  aus  (1)  und  (2)  die  Zeit,  so  ge- 
langen wir  zur  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  in  seiner  Ebene.  Aus  (1)  folg: 

Die  (2)  giebt 

reo  -t/r(o^  —  {acD-\-  a)  {am  —  a) reo  H-V(r* —  a^je^^-^a- 

(1(0 -h  a       '  (aoi-ha)*  aio-\~a 

t=z~-l ^—^ »  ("*' 

io  a(o  -h  a 


^«>'  = 


SO  dass  durch  (8)  und  (4)  die  genannte  Gleichung 

aoD-h  a  g 

Diese  nnd  ähnliche  Aufgaben  lassen  sich  auch  mittelst  des  Prinzipes  T<a 
D'Alembert  lOsen,  was  später  geschehen  wird. 

11.  Ein  Punkt  ist  an  das  eine  Ende  eines  vollkommen  biegsameD. 
unausdehnbaren  Fadens  gefesselt.  Der  Faden  ist  mittelst  seines  anderen  Endes 
fest  mit  einer  kreisförmigen  Platte  verbunden  und  vollständig  um  derec 
umfang  gewunden.  Jeder  Punkt  der  Platte  stösst  den  beweglichen  Pankt 
mit  einer  Beschleunigung  zurück,  welche  der  Entfernung  verkehrt  propor- 
tional ist.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t  nach  dem  Verlassen  der  Platte? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Lamina,  r  der  Abstand  des  Punkte 
von  ihrem  Centrum  zur  Zeit  t^  p  die  anfängliche  Bepulsivbeschleuniguni:. 
g  die  freie  Länge  des  Fadens  zur  Zeit  t.    Damit  haben  wir 

f2=  <7-h  2  f"^dr  =C-^apl{r^)  =  C+  aplig^  -+-  a^). 

Zur  Zeit  « =  0,  ist  v  =  0,  ^  =  0,  mithin  C=  —  apl{a^),  folglich 

V"  =  ap  i 5 
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Bezeichnet  d-  den  Centriwinkel  des  Bogens  des  Plattenumfanges,  von  deQ> 
der  Faden  in  der  Zeit  t  abgewickelt  worden  ist,  dann  ist  Q  =  aO^,  wo- 
durch  auch 

Walton,  p.  359. 

12.  Eine  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene  Curve  dreht  sich  uno 
eine  vertikale  Axe  in  dieser  Ebene  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co. 
Auf  der  Ciirve  befindet  sich  ein  schwerer  Punkt.  In  welcher  Lage  ist  der 
Punkt  in  relativer  Buhe  ?  Wie  noiuss  die  Curve  beschaffen  sein,  damit  der 
Punkt  in  jeder  Lage  in  relativer  Ruhe  sein  kann? 

AOB  (Fig.  120)  sei  die  Curve,  OZ  die  Dreh- 

axe,  OXjlO  Z  in  der  Ebene  der  Curve  Abscissenaxe, 

P  eine  beliebige  Lage  des  schweren  Punktes,  PDj^OZ 

gleich  OS.    Die  auf  den  Punkt  P  wirkenden  Accele- 

rationen  sind  ^  und  m^x,  welche  parallel  zu  den  Coor- 

dinatenaxen  gerichtet  sind.    Damit  in  P  die  Geschwin* 

digkeit  entlang  der  Curve  gleich  Null,  muss  offenbar 

die  Resultante  aus  g  und  m^x  mit  der  Richtung  der 

Curvennormalen   für  den   Punkt  P  zusammenfallen.     Bezeichnet  a   die 

Vertikalneigung  der  Richtung  der  Resultanten,  l  die  Länge  der  Normalen  PC^ 

dann  muss  sein  oi^xiff  =  tga,  und  weil  x^-lsma^ 

9 


1 008  a  = 


W2 


Weil  lcosa  =  CD  die  Länge  der  Subnormalen  für  den  Curvenpunkt  P^ 
so  folgt  der  Satz:  Der  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  wenn  die 
Subnormale  des  entsprechenden  Curvenpunktes  gleich  ist  dem  Quotienten 
aus  der  Fallbeschleunigung  und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Drehaxe.  Ffir  den  Kreisbogen  ist  l  konstant,  gleich  seinem  Halb- 
messer a,  so  dass  in  solchem  Falle  co8a  =  -  =  — «i  z  =  ^^  womit  der 

a      a<o^  0)* 

Abstand  des  relativen  Ruhepunktes  von  der  Horizontalebene  durch  den 
Kreismittelpunkt  bestimmt  ist;  er  ist  von  dem  Radius  des  Kreisbogens 
unabhängig. 

Damit  der  schwere  Punkt  bei  jeder  Lage  in  relativer  Ruhe  sein  kann, 
muss  die  Bedingung  erfüllt  sein  Icoaa  =  Konst.  für  die  ganze  Curve. 
Diese  Eigenschaft  kommt  der  Parabel  zu,  ihre  Subnormale  ist  gleich  ihrem 

Halbparameter  p,  so  dass  mit  lco8a=p^  p=  ^  sein  muss,  und  die 
Gleichung  der  verlangten  Curve  a?2  =  2j9^  =  2  -^z  ist. 
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13.  Ein  schwerer  Punkt  befindet  sich  innerhalb  einer  sphärischen  Flftcbeu 
ihrer  tieüsten  Stelle.  Der  sphärischen  Fläche  wird  eine  solche  horizontale  Bewegos^ 
•erteilt,  dass  ihre  Geschwindigkeit  zu  einer  beliebigen  Zeit  gleich  deijenigen  eines  «ik- 
«elbe  Zeit  frei  fallenden  Punktes  ist  Auf  welche  Hohe  kann  der  schwere  Puih 
steigen  ? 

Der  Punkt  steigt  bis  zur  horizontalen  Ebene  durch  den  Eugelmittelpnnkt. 

Grifßni  Solutions  of  the  Examples  on  the  Motion  of  a  Rigid  Body,  p.  Bo. 

14.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  einer  sehr  engen,  geradlinigen  Bohre,  wekk 
in  einer  horizontalen  Ebene  um  einen  festen  Punkt  0  ihrer  Aze  mit  konstanter  Wm- 
kelgesch windigkeit  rotiert.  Wenn  OP  parallel  und  proportional  zu  der  Dmckbeschie^« 
nigung  der  Rohre  auf  den  Punkt  gezogen  wird ,  zu  finden  die  Qleichong  des  Ortes 
von  P. 

Ist  &  die  Neigung  von  OP  zu  irgend  einer  gegebenen  Lage  der  Bohre,  sifri 
€r  und  ß  gewisse  Eonstante,  dann  ist  die  Ortsgleichung  von  P 

15.  Zwei  durch  eine  unveränderliche  gerade  Linie  verbundene  Punkte  werden 
«ntlang  einer  horizontalen  Ebene  geworfen.  Wie  ist  die  Bewegung  dieser  Punkte  l<e- 
«chafTen? 

Die  Coordinatenebene  falle  mit  der  Ebene  der  Bewegung  zusanunen.  Beim  B^ 
ginn  der  Bewegung  habe  der  Mittelpunkt  der  Geraden  die  Coordinaten  a,  b  mä  Jie 
Projektionen  seiner  Geschwindigkeit  auf  die  Coordinatenazen  seien  m,  n.  Ferner  be- 
2eichne  o>  die  anföngliche  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden ,  ^  ihre  Neigong  an 
Axe  der  x  am  Ende  der  Zeit  t ,  e  dieselbe  beim  Beginn  der  Bewegung.  Damit  ski 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Geraden  als  Funktionen  der  Zeit 

X  =  mt  -^  Gf  y  =  wt-4-6, 

and  die  Neigung  der  Geraden  gegen  die  Abscissenaze  ist 

^  =  a>  t  +  e. 

Clairaut,  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1786,  p.  7. 
Euler,  Acta  Acad.  Petrop  ,  1780,  P.  1.    Opuscula,  De  motu  corponi 
flexibilium,  Tom.  III,  p.  91. 

16.  Eine  kreisförmige  Bohre  dreht  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkei: 
um  ihren  vertikalen  Durchmesser.  Ein  Punkt  in  ihr  bleibt  an  deijenig^  Stelle  is 
relativer  Ruhe,  deren  Mittelpunktsabstand  die  Vertikalneigung  a  besitzt.  Zo  fiodäi 
die  Länge  /  des  entsprechenden  isochronen  einfachen  Pendels  für  Oszillationen  ae$ 
schweren  Punktes,  wenn  er  unbedeutend  aus  seiner  relativen  Ruhelage  verschoba 
wird  und  a  den  Radius  des  Kreises  bezeichnet. 

1  =  a  cotg  a  cosec  a. 

17.  Eine  sehr  enge  Rohre  von  der  Form  einer  Cardioide  mit  der  AzenlAnge 

2  a  rotiert  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  j/  ß-   um  ihre  vertikale  Aze ,  und  es  ist 

1^     a 

ihre  Spitze  ihr  höchster  Punkt.  Von  der  tiefsten  Stelle  der  Rohre  aus  wird  in  ibr 
ein  schwerer  Punkt  mit  der  Geschvrindigkeit  YSag  geworfen.  Welche  Mazimalbök 
wird  der  Punkt  erreichen? 
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Der  Punkt  hat  seine  grOsste  Hohe  erreicht,  wenn  er  sich  in  der  durch  die- 
Spitze  gehenden  Horizontalebene  befindet. 

18.  Ein  Punkt  föUt  aus  der  Ruhe  nach  einem  festen  Centrum  mit  einer  8einen> 
Central  abstände  direkt  proportionalen  Beschleunigung;  er  befindet  sich  dabei  in  einer 
sehr  engen,  geradlinigen  Bohre,  welche  durch  das  Centrum  geht  und  in  einer  Ebene 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  rotiert.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Bahn 
des  Punktes,  wenn  /u  die  absolute  Beschleunigung,  a,  die  anfangliche  Centraldistanz. 
des  Punktes,  genommen  als  Primradiusvektor? 

r  =  ^ajc  ®-»-e  *"{,        oder       r  =  aco«  jV^*— 0^— j» 

je  nachdem  fi^aß  ist.    Mit  ^  =  «a^  wird  die  Bahn  ein  Kreis. 

19.  Ein  Punkt  P  ist  an  dem  einen  Ende  einer  unveränderlichen  auf  einer 
horizontalen  Ebene  liegenden  Geraden  PQ  befestigt.  Das  Ende  Q  ist  genötigt,  sich 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  auf  dem  Umfange  eines  festen  Kreises  ABQia 
dieser  Ebene  zu  bewegen.  Zu  finden  die  Geschwindigkeit  des  Wachstums  des  Winkela 
PQJ2.  welchen  die  Gerade  PQ  mit  dem  Strahle  OQR,  wobei  0  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  ist,  einschliesst. 

Wenn  PQ  =  ä,  OQ  =  a^  2i,PQR  =  ^  zn  einer  beliebigen  Zeit  t,  tp  =  «^ 
-jY  =  {^  nii*  i  =  0,  ©  =  der  Winkelgeschwindigkeit  von  0  Q,  dann  ist 

Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  14. 

20.  Q  B  A  ist  ein  Kreis  in  einer  horizontalen  Ebene ,  Q  P  ein  ihn  in  den> 
Punkte  Q  berührender  vollkommen  biegsamer  Faden,  welcher  in  Q  befestigt  ist.  P  ist 
ein  an  das  freie  Fadenende  gefesselter  Punkt.  Der  Punkt  P  wird  in  der  Ebene  des^ 
Kreises  senkrecht  zu  Q  P  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  Vq  geworfen ,  so  das» 
Q  P  sich  allmählich  um  den  Umfang  des  Kreises  wickelt.  Wie  gross  ist  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  während  der  Bewegung  und  die 
Zeit  T,  welche  bis  zur  Ankunft  des  Punktes  P  auf  dem  Kreise  verfliesst,  wenn  l  die 
Länge  des  Fadens  Q  P  und  a  der  Radius  des  Kreises  ist? 

1?  =  t?Q,        r  =  ö —  • 

"  2at?o 

21.  Zwei  durch  eine  unveränderliche  Gerade  verbundene  Punkte  Ay  B  befinden 
sich  in  einer  engen  geradlinigen  Bohre,  welche  sich  um  eine  vertikale  Axe  durch  einen 
Punkt  ihrer  Mittellinie  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  a>  dreht.  Der  Punkt  C 
liegt  anfangs  zwischen  A  und  B  in  den  Abständen  a  und  b  von  A  und  B  und  ist 
a^=^b.  Nach  welcher  Zeit  t  kommt  der  Punkt  A  in  C  an?  Wie  gross  ist  die  Span> 
nungsbeschleunigung  N  der  Geraden  ABza.  einer  beliebigen  Zeit? 

22.  Ein  schwerer  Punkt  ist  plaziert  worden  an  einer  gewissen  Stelle  einer  ge- 
raden Linie  in  einer  horizontalen  Ebene  von  unbeschränkter  Ausdehnung.    Die  Ebene 
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beginnt  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  (a  um  diese  Linie  als  Botationsaie  sie: 
2a  drehen.    Nach  welcher  Zeit  t  verlftsst  der  Punkt  die  Ebene? 
Die  geforderte  Zeit  folgt  aus  der  Gleichung 

Diese  Aufgabe  wurde  in  The  Lady^s  Diary  für  das  Jahr  1778  von  John  Landon  s^ 
.^ben,  welcher  eine  besonders  mangelhafte  Lösung  mitteilte,  denn  er  vemachlä^gt^ 
nicht  allein  die  Centrifagalbeschleunigung,  sondern  nahm  auch  an,  dass  die  Homos- 
iialgeschwindigkeit  des  Punktes  gleich  dem  Produkte  aus  seiner  Geschwindigircit  m- 
lang  der  Ebene  und  dem  Cosinus  der  Horizontalneigung  der  Ebene  sei.  Siehe:  I^h- 
rian  Repository,  p.  512,  woselbst  eine  korrekte  Losung  durch  die  Verfasser  des  Eep. 
^itory  in  Verbindung  mit  derjenigen  Landen's  gegeben  ist. 

13—22.     Walton,  p.  360  et  sq. 


Dritter  Abschnitt. 

Helative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe 

der  Oberfläche  der  Erde. 

Berücksichtigen  wir  die  Botationsbewegung  der  Erde,  so  ist  die  Bewegung  ei::- 
schweren  Punktes  in  der  Nähe  ihrer  Oberfläche  eine  etwas  andere  als  in  den  fitk 
betrachteten  Fällen,  wo  angenommen  wurde,  dass  die  Erde  fest  sei.  Um  zunächst  C 
;gemein  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  aufzustellen ,  beziehen  wir  die  Bewegung  auf  ein  rechtwinkeliges  00:^- 
dinatensystem ,  dessen  Axen  mit  der  Erde  fest  verbunden  sind ,  also  sich  mit  ihr  be 
-wegen. 

Es  sei  (Fig.  121)  0  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  £ri- 
Oberfläche ,  dessen  Breite  l  ist ,  unter  A  also  den  Winkel  ^er 
standen,  welchen  die  Normale  der  ruhigen  Meeresoberfläcbe  i: 
0  mit  der  Ebene  des  Äquators  einschliesst.  Die  durch  c 
gehende  Axe  der  e  sei  vertikal  und  positiv  in  der  der  F&I. 
beschleunigung  entgegengesetzten  Richtung.  Die  Ax6d  d^* 
Pig^r  121.  ^  ^^^  y  seien  resp.  eine  Tangente  in  0  an  den  Meridian  dm: 

-O  und  eine  Senkrechte  zu  ihr,  positiv  genommen  nach  Süd  und  nach  West  resp.  V 
<ler  Figur  ist  die  Axe   der  y  punktiert ,  um  anzudeuten ,  dass  sie  senkrecht  zu  der 
Ebene  des  Papieres  ist.    a>  sei  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,   h  der  k\^*- 
-des  Punktes  0  von  der  Botationsaxe. 

Den  Punkt  0  kQnnen  wir  in  die  Buhe  durch  Anbringung  einer  Accelenitic: 

—  ci>2  h,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  zu  derjenigen  des  Punktes  0,  vä 

«iner  Geschwindigkeit  —  cd  6 ,  welche  gleich  und  von  entgegengesetzter  Riehtang  k:- 

Jenigen  des  Punktes  0,  zurückführen.    Dadurch  dreht  sich  die  ganze  Figur  tun  m 

zur  Botationsaxe  der  Erde  parallele  Axe  0  J  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o. 

Wird  nun  ein  Punkt  von  0  aus  geworfen,  so  wirkt  auf  ihn  die  Attrakte 
beschleunigung  und  die  angebrachte  Beschleunigung  cfib.  Diese  Anziehungsbescbkc- 
nigung  ist  nicht  das,  was  wir  Fallbeschleunigung  nennen.  Die  Fallbeschleonigiüit 
ist  die  Resultante  aus  der  Attraktionsbeschleunigung  der  Erde  und  der  Centrifsgalbr 
schleunigung ,  und  die  Erde  ist  von  solcher  Gestalt,  dass  diese  Resultante  senkitcb' 
zur  ruhigen  Meeres  fläche  wirkt.     Wenn  es  nicht  so  wäre ,  dann  würden  die  aaf  «ler 


Z=  - , M  *2  "♦"  ^  '^1> 


(«) 
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£rde  ruhenden  KOrper  geneigt  sein,  entlang  ihrer  Oberfl&che  zu  gleiten.  Es  geht 
•daraus  hervor,  dass  die  auf  den  Punkt  wirkende  Beschleunigung,  nachdem  0  in  die 
Huhe  zurdckgefflhrt  worden  ist,  gleich  der  Fallbeschleunigung  ist,  welche  wir  mit  g 
t)ezeichnen.  überdies  können  noch  andere  Accelerationen  auf  den  Punkt  wirken  und 
seien  die  Summen  ihrer  Gomponenten  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  X,  Y,  Z. 

Weil  die  Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o>  sich  um  OJ"  dreht,  so  ist 
<ieren  Componente  um  0  Z  gleich  ©«wA,  indem  der  Winkel  JO  Z  das  Complement 
Ton  X  ist.  Weil  die  Rotation  der  Erde  von  West  nach  Ost  erfolgt,  so  ist  die  Com- 
ponente der  Winkelgeschwindigkeit  von  y  nach  x,  welches  die  negative  Richtung  ist, 
^3  =  —  msinl.  Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  0  X  ist  gleich  a> cos  A, 
ihre  Richtung  geht  von  y  nach  jer,  welche  positiv  ist,  folglich  ist  lO-i  =  «  cos  X,  Noch 
haben  wir,  weil  0  J  senkrecht  auf  0  Y  steht,  ^  =  0.  Mithin  bestehen  fflr  die  wirk- 
lichen Geschwindigkeiten  eines  Punktes  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  parallel  zu  den 
Azen  die  Gleichungen 

dx  .    ^  dy  ,  .    ,  dz  , 

t*  =  3 h  o>8inl,yt       V  =  , ^  —  (ocosk.z  —  <i>snu  l.  x^       w=  ^-  -^  atcos X  .y. 

dt  at  at 

l^nn  sind  die  allgemeinen  Beweg^ngsgleichungen 

die 

~d'i 

und  es  ist  nur  nOtig,  um  die  Gleichungen  fflr  die  Bewegung  im  vorliegenden  Falle 
zu  erhalten,  obige  Werte  in  dieselben  einzuführen.  Die  resultierenden  Gleichungen 
können  dadurch  vereinfacht  werden,  dass  wir  solche  kleine  Grössen  vernachlässigen, 
^w^ie  die  Differenz  der  Fallbeschleunigung  in  verschiedenen  Hohen.  Wenn  a  den 
Äquatorialhalbmesser  der  Erde,  ^  die  Beschleunigung  der  Schwere  in  einer  Höhe  z 

1 y   Nun  ist  ü)2a  die  Centrifugalbeschleu- 

nignng  am  Äquator,  welche  bekanntlich  gleich  ^^^  g  ist.    Folglich  müssen  wir ,  wenn 

vrir  das  kleine  Glied  g--  nicht  beachten,  auch  <x^ z  vernachlässigen.  Dadurch  erhal- 
ten wir  die  Gleichungen 

d^x      ^      .        dy      ^^ 

,-„  —  2© cos X-  ,  -  —  2o>sinX'  ,-  =  Y, 
at^  dt  dt 

wobei  X,  Y,  Z  alle  an  dem  Punkte  wirkenden  Beschleunigungen  ausser  der  Fallbeschleu- 
nigung einschliessen.  Diese  Gleichungen  stimmen  mit  den  von  Poisson  gegebenen 
tiberein.     (Journal  Polytechnique,  1838.) 

In  vielen  Fällen  wird  es  bequemer  sein,  die  Bewegung  auf  Axen  zu  beziehen, 
welche  eine  allgemeinere  Lage  besitzen.  Es  sei  O  der  Ursprung  und  die  Axen  seien 
relativ  fest  zu  der  Erde,  aber  in  irgend  welchen  Richtungen  rechtwinkelig  zu  einander. 
^1»  ^»  ^s  seien  die  Componenten  von  o  um  diese  Axen,  welche  dann  bekannte  Eonstante 
sind.    Weil  nun  die  Gleichungen  bestehen 

so  geben  dieselben  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (a) 


(1) 
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d^v     ^dz  ^dx 


(2) 


dt2' 

Die^e  Gleichungen  können  in  irgend  einem  besonderen  Falle  durch  die  Metb&if 
der  kontinuierlichen  Annäherung  gelöst  werden.  Wenn  wir  die  kleinen  Glieder  tv- 
nachlässigen,  so  bekommen  wir  eine  erste  Annäherung  für  die  Werte  yon  x^  y,  z.  Un 
die  zweiten  Näherungswerte  zu  finden,  substituieren  wir  diese  Werte  in  die  m  enthal- 
tenden Gleichungen  und  integrieren  die  resultierenden  Gleichungen.  Weil  diese  Glei- 
chungen nur  unter  der  Voraussetzung  richtig  sind,  dass  t^  vemachlässigt  werden  kuc. 

so  ist  keine  dritte  Annäherung  möglich.    In  unserem  Falle  ist  o»  =  ^r-. — ^^  ^^  *  ods 

ü\  .  DU  .  DU 

genau  0  =  öirr^/  =  0'000729,  wodurch  offenbar  alle  Glieder  mit  «2  vernachlässigt  wer-]« 
oo1d4 

können. 


1.    Ein  Punkt  ßlllt  aus  der  Höhe  A,  wie  ist  seine  Bewegung  be- 
schaffen ? 

Zur  Zeit  ^=0  sind  a?,  v»  -j-'t-'-t-  aUe  Null  und  ^=  A.    Fenitfr 

'^     At  dt  dt 

ist  Jf  =  Y=  Z=  0.    Vernachlässigen  wir  alle  Glieder,  welche  den  Paktor 0 

d^  tC  d^  tf  d^  2 

enthalten,  in  (1),  so  folgt  — ^  =0,  ^i  =  0,  ^-^  =  —g^  und  giebt  & 

Integration  0?  =  0,  y  =  0,  z  =^h^-j:gt\    Die  Substitution  dieser  Wene 

von  x^y^z  in  die  Gleichungen  (1)  führt  zu 

d^x      ^      d^y      ^  -»    .      /^       d^z 


woraus  folgt 


x  =  0,    2/  =  — (ocosX^t^^    z  =  h  —  ö^^*« 


Diese  Resultate  ergeben  eine  kleine  Abweichung  nach  Osten,  welche  dem 
Kubus  der  Fallzeit  direkt  proportional  ist.  Eine  südliche  Abweichung  ist 
nicht  vorhanden,  wodurch  die  Yertikalbewegung  dieselbe  ist,  als  wenn  die 
Erde  fest  wäre.  Die  Bewegung  findet  in  der  FZ-Ebene  statt  und  giebt 
die  Elimination  von  t  die  Bahngleichung 

Eine  elementare  Erl&uterang  macht  die  Sache  noch  deutlicher.  Es  falle  der 
Punkt  aus  einer  Hohe  h  vertikal  über  0.  Wird  0  in  den  Ruhezustand  yeraetst,  dann 
wird  der  Punkt  in  Wirklichkeit  mit  einer  Geschwindigkeit  eakcask  oetwftrts  gewoiües. 
Folglich  würde  der  Punkt,  wenn  die  Richtung  der  Fallbeschleunigung  infolge  dff 
Rotation  der  Erde  um  0  J  sich  nicht  Änderte,  eine  Parabel  beschreiben,  und  die  Ostiiebe 
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Abweichung  würde  mit  t  als  Fallzeit  gleich  tmhcosX.t^ncosXg-^,  weil  h  = -^ gt^, 

sein.  Die  Rotation  a»  nm  OJ  ist  äquivalent  »sink  nm  OZ  und  wcosX,  \xmOX.  Die 
erstere  ändert  die  Lage  der  Normalen  0  C  der  Erdoberfläche  nicht,  welche  die  Richtung 
der  Fallbeschleunigung  giebt.  Die  letztere  dreht  OC  in  einer  Zeit  t  durch  einen 
Winkel  mcosl.tt  so  dass  die  Fallbeschleunigung  allmählich  ihre  Richtung  mit  dem 
fiallenden  Punkte  ändert  An  dem  Punkte  wirkt  daher  eine  westliche  Componente, 
g sin {^cask.  t),  welche  —  weil  a>  klein  ist  —  nahezu  gleich  gncoaX.tiat,  Bezeichnet  y' 
den  Abstand  des  Punktes  von  der  Lage  der  XZ-Ebene  im  Räume,  wenn  der  Punkt  zu 
fallen  beginnt,  und  wird  y'  in  westlicher  Richtung  positiv  genommen,  dann  ist  die 

Gleichung  für  die  Bewegung  des  Punktes  im  Baume -r^  ^gmcosX.t.  Die  Integration 
dieser  Gleichung  giebt,  da  mit  t  =  0,  -^  =  —tohcosl, 

y'  =z^»heo8l.t'{--^ga>cosXJß, 
Wenn  der  Punkt  die  Erdoberfläche  erreicht,   so  ist  sehr  nahe  y'  =  y  und  h=--gt^, 

es 

also  ist  die  Deviation  ostwärts  — (ogcosx.-^f  wie  oben.  In  der  Zeit  t  haben  sich 
07 und  OZ durch  einen  sehr  kleinen  Winkel  ^^tocosx.t  gedreht,  folglich  ist  durch 

Transformation  der  Axen  y*  =yco«^  — j?«»«d  =  y(l—  o  -+"' •)"~'^(*~*  o~q  ■*"  ")» 
80  dass,  wie  gesagt  wurde,  annähernd  y'  =y  ist. 

2.    Ein  schwerer  Funkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  vq  vertikal 
aufwärts  geworfen.    Wie  ist  die  Bewegung  des  Punktes  beschaffen? 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  Jf  =  Y  =  Z  =  0,  zur  Zeit  t  =  0  ist 

d  /jf*       d  it  dz 

^-  =  -;-  =  0,  3::  =  t?o.  Die  Vernachlässigung  aller  o»  enthaltenden  Glieder 
dt       dt  dt 

giebt  die  Bewegungs^leichungen 

dt^-^'       dt^~    '       dt^  ^' 

so  dass  durch  Int^ation 

Mit  diesen  Näherungswerten  gelangen  wir  zu 

^8  =0,    ^  =  2meo8i.{v^—gt), 
woraus  folgt 

x  =  Oj      y  =  (oco8X{vq  t^  —  -Kgt^)^ 

F.  Kraft.  PxobL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  20 


d^Z 

dt^ 

;    

■9^ 

dz 
dt' 

=  Vo 

—  gt 

z=- 

vo^- 

-Ifft^- 
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Mit  v^  =  —-  =  0  ist  t  =  ~y  wie  in  dem  einfachen  Falle.    Damit  erhalt«! 
dt  g 

wir  als  grösste  Abweichung  von  der  Axe  der  y 

^  rvQ^      lt?oS       2  vo*      2 

V  =  «  cos  K  I  — ^  —  TT  —=r    I  =  77  0)  COS  jL  —x-  =  v*-  CO  COS  /  ^  ^'*. 

Kehrt  der  Punkt  wieder  nach  der  Erdoberfläche  zurück,   dann  ist  seüe 

1 
Deviation  nach  dem  vorhergehenden  Beispiele  — -^(BCosXgt^,  daher  die 

ö 

ganze  Abweichung  beim  Emporsteigen  und  Zurflckfallen  yi  =  -^(ocoskgt', 

welche  hier  eine  westliche  und  numerisch  ebenso  gross  wie  diejenige  für 
den  freien  Fall  allein  ist.  Durch  die  Gleichungen  für  y  und  z  ist  die 
Lage  des  Punktes  in  seiner  Bewegungsebene  für  jeden  Wert  von  t  gegeben. 
die  Elimination  von  t  aus  ihnen  führt  zur  Gleichung  der  Bahn  des  Pankt^s. 

3.  Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  vq  in  eioer 
Richtung  gewoifen,  welche  einen  Winkel  a  mit  der  horizontalen  Ebene 
einschliesst  und  die  Vertikalebene  durch  die  Wurfrichtung  macht  dabei  mit 
4er  Ebene  des  Meridians  einen  Winkel  ß,  welcher  von  Süd  nach  Ost  ^t 
messen  gedacht  wird.     Wenn  a  horizontal  in  der  Wurfebene  gemesseD 

wird,  y  horizontal  in  einer  Richtung,  welche  einen  Winkel  /?  -4-  ^  mit  dem 

Meridian  einschliesst,  jg  vom  Wurfpunkte  aus  vertikal  aufwärts ,  dann  bi 
die  ^Z-Ebene  Wurfebene.  Die  Bewegung  des  Punktes  soll  unter  dieet 
Voraussetzungen  untersucht  werden. 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  &>  für  die  Coordinat^c- 
axen  sind 

&i=  (o  cos  X  cos  ßy     ^2  =  —  ö)  cos  X  sin  ß,     ^s  =  —  «  sin  l. 
Die  Componenten  ^^r  auf  den  Punkt  wirkenden  Beschleunigungen  ausser ;: 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  sind  -^=0,   Y=0,   Z=0.    Damii 
gehen  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (2)  über  in 


-^r-x^  +  2    ^'^-'oastnX  —  2  ^-(ocosX sm p  =  0, 
dt^  dt  dt  r         7 

dl/         dz  die 

-:r~  —  2  j-foeosXcosß  —  2-=-a}»inX  =  0, 

dt^  dt  ^         dt 

d^z      ^dx  ^    '    r,      n^y  ,       /> 

,—5  -h  ^-rr-  (o  cos  Xstnß  —  2  -^  o)  cos  ^cosß  =  —  o. 
dt^  dt  '^  dt  r         if 


(1) 


Veniachlässigen   wir  für  die   erste  Annäherung  alle  Glieder,  welche  den 
kleinen  Faktor  oi  enthalten,  dann  entstehen  daraus  die  einfachen  Glei- 


chungen ^^^  _  (\       ^^3/__A       ^^^ 


dt^        •     dt^        '     dt^ 


=  ~.^i 
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."Zur  Zeit  ^  =  0  ist  i?^  =  t'o  cos  a,  Vy  =  0,  v,  =  v^  sina,  ä?  =;=  y  =  ^  =  0. 

Unter  diesen  Umständen  giebt  die  Integration 

da;  dy      ^      dz 

-j-  =  Vq  cos  a,     — ^  =  U,     -j^  =  t'o  Sin  a  —  gL 

clt  lit  dt 

X  =  ?'o  <^os a,t^     y  ==  0,       ^  =  i'o  sin a,t  —  -^g t'^. 

Dieses  sind  die  bekannten  Gleichungen  für  die  schiefe  Wurfbewegung  eines 

:schweren  Punktes  bei  feststehender  Erde  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen. 

Führen  wir  die  erhaltenen  Resultate  in  die  Gleichungen  (1)  ein,  so  ergiebt 

:sich  für  eine  zweite  Annäherung 

d^x 

-z-g  ==  2  o)  cos  X  sin  ß  (ro  sin  a  —  gt)^ 

—^  =  2  o) cos X cos ß (t'o  sin  a  —  gt)  —  2  w  Vo  sin  / cos  «. 

d^z 

^-g-  =  —  2  öj  Vo  cos  k  cos  a  sin  ß  —  g. 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichungen  folgt 

dx  1 

— -  =  2  (o cos Xsin ß {vq  sina.t  —  ufft^)  =  Vxf 

dt  £i 

—f-  =  2  ft) cos X cos ß (vq  sin a.t  —  -^gt^)  —  2  w ?'o  sin l cos a,t  =^  Vy, 
dt  £i 

3-  ^=V(iSin a  —  2 (ö Vo  cos X cos a sin ß,t  —  gl  ==  ^'«j 

'dt 

^=:  (a cos X sin ß{vQ  sina.t^ gt% 

3 

1  ,     • 

y  =  (o cos X  cos ß  {vq  sin cc.t^  —  ■0 ^  ^^)~" «  i'ö  ^^^ ^  ^^^  ^  •  ^^^ 

2r  =  Vq  sin  a.t  —  a>  i'o  cos  X  cos  a  sin  ß  ,t^  —  'nff^^' 

1>urch  diese  sechs  Gleichungen  ist  die  Bewegung  des  Punktes  vollständig 
gegeben. 

Die  Bahn  des  Punktes  schneidet  zweimal  die  JTF-Ebene,  denn  es  ist 
jnit  z  =  0 

0=(vo  sin  a  —  a)VQ  cos  X  cos a sin ß,t  —  ^g^jt^ 

:80  dass  diese  Schnitte  stattfinden  zur  Zeit  ^  =  0,  d.  i.  in  der  Anfangslage 
-des  Punktes  und  zur  Zeit 

2  Vo  sin  a 
g  -\-2(jii  t'o  cos  X  cos  a  sin  ß 

^it  Vernachlässigung  aller.  Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  w  über 
clie  erste  hinaus  als  Faktoren  enthalten,  können  wir  näherungsweise  schreiben 
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2  vq  ein  cr/^-       2a)Vo  cosXcosa\     g 4  t^o  ^  *?n*  a/"^       4aiVo  cosJLcosa\ 

ff       ^  ff  ^'     ^        ff^        ^  ff  ^ 

3 8  Vo  ^sin^  ^  f\       ^  *'  ^0  <?<>*  ^  ^ö*  of\ 

Durch  diese  Werte  erhalten  wir  för  die  Coordinaten  a?i,  y\  des  Schnitt- 
punktes der  Bahn  mit  der  horizontalen  JTF-Ebene,  wenn  wir  wieder  nur 
die  Glieder,  welche  nur  die  erste  Potenz  von  co  als  Faktoren  besitzen,  be- 
rücksichtigen, 

X\  = 4-  o  CO  — =r  coB  K  siu  a  8tn  ß  \stnr  a  —  0  coa^  au 

ff  ^     ff^ 

4     va*   . 
y    =  ö  «>  —  **w*  a  {cos  X  sin  a  cos  /?  +  3  sin  k  cos  a). 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Abweichung  vi  von  der  vertikalen  Worfebene 
stets  nach  rechts  auf  der  nördlichen  und  immer  nach  links  auf  der  süd- 
lichen Halbkugel  liegt.  Die  Wurfweite  xi  wird  zu  einem  Maximum  far 
einen  von  45^  abweichenden  Elevationswinkel.     Das  zweite  Glied  in  dem 

Ausdrucke  fttr  wi  verschwindet  mit  sin^a — 3  cos^a  =  0,  d.  i.  mit  tpa=\''S* 
oder  mit  a  =  60^.  Demnach  hat  die  Rotation  der  Erde  keinen  Einflnss 
auf  die  Wurfweite,  wenn  der  Punkt  unter  einem  Winkel  von  60^  ge- 
worfen wird. 

Für  die  Wurfhöhe  haben  wir  die  Bedingung 

dz 

—  =  vq  sin a  —  2(ovq  cos X cos a sin ß .t  —  ^ ^  =  0, 

womit  die  Zeit  zur  Erreichung  der  grössten  Höhe,  welche  t'  sein  mag, 

Vq  sin  OL  r^       2  o)  Vq  cos  X  cos  a  sin  ß 


<'  =  ^- 


a  /"-       Ä  0)  Vo  cos  A  cos  a  sin  p^ 
V  ff  J 


ff 

Diese  Zeit  ist  mithin  halb  so  gross  wie  diejenige  zur  Erlangung  der  Wurf- 
weite. Bezeichnet  z'  die  Wurfhöhe,  dann  folgt  durch  Substitution  dieses 
Wertes  von  t  in  die  Gleichung  für  z 

z  =  — ^ h  Co  —s-  COS  X  sin*  a  cos  a  sin  p. 

2^  ff^ 

Die  Wurfhöhe  wird  demnach  grösser  oder  kleiner  als  in  dem  einfacheo 

Falle,  je  nachdem  cos  X  sin  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

Schliesst  die  Meridianebene  mit  der  Wurfebene  den  Winkel  /?  =  0 

ein,  dann  ist  mit  den  erhaltenen  Resultaten 

X.  =2  vq  cos a.t^    y  =  w cos X (vo  sina.t^  —  "off^^)  —  ^^  ^'0  *?'* ^ cos  a . /-, 
z  =  V(iSina.t  — -^ff^^* 

Die  Projektion  der  Bahn  des  Punktes  auf  die  Ebene  der  o;^  ist  hier  eise 
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Parabel,  wie  wenn  die  Erde  fest  wÄre.    Die  Wurfweite,  Abweichung  und 
Wurfhöhe  sind 


vq  sin  2  a  4     Vq 


3 


Ä?i  = »        2/1  =  1j^— 2  **'** ^ (^^* ^ *^" a  +  3 sin X cos a). 

,      v^sin^a 
z  = 


'^9 


n 


Ist  die  Warfebene  rechtwinkelig  zur  Meridianebene,  also  ß  =  -^,  dann  er- 
.^eben  sich  folgende  Besultate: 

x=-v^  cosa.t-h  (acosX{vo  sina.t^  —  -^fft^)^     y  =  —  (üVq  smlcosa.t^^ 

o 

jz  =z  vo  sin a .i  —  —gt^—iovo  cos X  cos a .  t\ 


^1  = 


2 

V(iSin2a       4     t/o^ 


9 


■+■  "o  w  — ^  ^0«  X  «/n  a  (sin^  a  —  3  cos^  a). 
6      g^ 


-2'  =  — -^ 1-  Ol  —5-  cos  X  sin^  a  cos  a. 

^9  9^ 

Wird  der  Punkt  in  horizontaler  Richtung  geworfen,  dann  ist  «=0,  folglich 
^=^0  ^  —  -nOncosXsinßfft^^       y  =  —  -  m  {p  cos  Xcosß  .t  -{-  S  Vq  sin  X)  t^, 

z=^  —  -^gt^  —  ft) vo  cosXsinß .t^. 


4.  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  unter  dem  Einflüsse  der  Ro- 
tation der  Erde. 

Wir  bezieben  am  vorteilhaftesten  hier  die  Bewegung  auf  Axen, 
welche  nicht  fest  mit  der  Erde  verbunden,  sondern  in  einer  bekannten 
Weise  beweglich  sind.  Die  Axe  der  z  nehmen  wir  vertikal,  wie  vorhin, 
<lie  Axen  der  w  und  der  y  lassen  wir  sich  langsam  mit  einer  Winkelge- 
schwindigkeit (osinX  um  die  Vertikale  in  der  Sichtung  von  Süd  nach 
West  bewegen.  Bei  dieser  Annahme  ist,  wenn  ß  den  von  der  Axe  der  cc 
und  der  Tangente  an  den  Meridian  eingeschloissenen  Winkel  bezei<5hnet, 

^ß  -    0         1 

-=^  ==  w  sin  A,  80  (lass 

dt 

^1=  (o  cos  X  cos  /3,  ^2  =  —  w  <^os  X  sin  /?,  ^s  =  —  ^  sin  A  -f-  w  nn  X=0, 
Wenn  wir,  wie  vorher,  die  «^  als  Faktoren  enthaltenden  Glieder  vernach- 
lässigen, so  müssen  wir  auch  die -j-^  und  —  -  enthaltenden  Glieder  ver- 

dt  dt 

werfen.    Es  bezeichne  l  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  N  die 
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SpannungsbeschleuiiiguDg  des  Pendelfadens.  Mit  diesen  Werten  eriiaUeo 
wir,  den  Aufhängepunkt  zum  Coordinatenursprunge  machend,  durch  (2) 
die  Bewegungsgleichungen 

dv"  ^  dt  l 

j  -ö  -h  2(0  008  Asinß^ — \- 2  M'cos  X  cos  p  ^  = — ff  —  JS  7- 
Ut^  dt  dt  l 

Bezeichnet  a  disn  halben  Schwingungswinkel  des  Pendels,  den  wir  als  sehr 
klein  voraussetzen ,   dann  ist  z  ==  loo8a  =  l{l  —-^-h  q   o   a  —  "  )'  ** 

dass  wir  wegen  der  Kleinheit  von  a  offenbar  z  =  l  setzen  dürfen.    Aus 

dz 

demselben  Grunde  dürfen  wir  auch  N  =  g  nehmen.     Mit  ^  =  Z  fet  —  =  0. 

^  dt 

Nehmen  wir  an,  das  Pendel  sei  seitwärts  gezogen,  so  dass  es  mit  der 
Vertikalen  den  kleinen  Winkel  a  einschliesst,  und  dann  frei  gelassen,  daim 
muss  der  Pendclpunkt  mit  einer  Geschwindigkeit  l  sin  a  m  sin  X  relativ  zu 
den  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  wsinl  sich  bewegenden  Axen  senk- 
recht zu  der  Aufangsebene  der  Verschiebung  geworfen  werden.      Dadurch 

d  X  d  ti 

haben  wir  zur  Zeit  ^  =  0,     x  =  la,    y  =  0,    — -  =  0,     ,-  =  latosinL 

dt  dt 

Unsere  Bewegungsgleichungen  gehen  mit  den  Näherungsweiien  Ober  in 

d^x X  d^y  y 

,          d  X  d  XI 

(o  cos  X  sin  ß h  CO  cos  X  cos  ß  -y^  =  —  g* 

Die  Integration  der  beiden  ersten  Gleichungen  giebt 

X  =  Ä  sin  ]/^  t  4-  B'  cosj/j^  t,      y  =  Ä' sin  ]/j- 1  -h  B"  cos  ]/j-t 
Für  die  Integrationskonstanten  finden  wir 

^'  =  0,       S'  =  /a,       A"^laj/^a)sinX,       Ä"  =  0, 

9 
Daher  ergeben  sich  für  die  Projektionsbewegung  auf  der  ^Y  Y-Ebene  die 

Gleichungen 

x^=lcccosy  yty  y  =  lay  —  (ß}sinX sin  Y  K^ty 
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Quadrieren  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  und  addieren  die  Resultate, 
so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Projektionsbahn  in  der  A'F-Ebene 

.2  ».2 


i2 

9 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  ihr  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  Auf- 
hängepunkte zusanmaen,  ihre  Halbaxen  stehen  in  dem  Verhältnisse  (asinXy  — 

Die  Rotation  der  Erde  bewirkt,  dass  die  Ellipse  um  die  Vertikale  sich 
mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  cd  sin  X  in  der  Richtung  von 
Süd  nach  West  dreht.  Weil  o)  sehr  klein  ist,  so  ist  die  Ellipse  sehr 
lang  gestreckt.     Die  Zeit,  innerhalb  welcher  die  Ellipse  einmal  beschrieben 

wird,  ist  T=27ty  —*  sie  dreht  sich  in   einem  der  Rotation  der  Erde 

ff 

271 

entgegengesetzten  Sinne  einmal   herum   in  der  Zeit  T=--  — :— r»   welche 

oy  8inX 

für  die  Breite  von  Karlsruhe  (49®)  ungeföhr  32  Stunden  beträgt.  Es 
zeigt  sich,  dass  die  Schwingungszeit  T,  wenn  die  den  Faktor  wa^  ent- 
haltenden Glieder  vernachlässigt  werden  können,  von  der  Rotation  der  Erde 
unabhängig  ist. 

Wenn  der  Winkel  a  nicht  so  klein  ist,  dass  sein  Quadrat  vernach- 
lässigt werden  kann,  dann  schreiten  die  Absiden  der  Mipse  fort,  was  aus 
der  absoluten  Bewegung  eines  Punktes  bekannt  ist.  Für  den  Erfolg  von 
Experimenten  ist  es  daher  nötig,  die  Pendellänge  l  möglichst  gross  zu 
nehmen.  Diese  Bewegung  der  Absiden,  welche  von  der  Grösse  des  Win-* 
kels  a  abhängt,  erfolgt  in  einer  zur  Rotation  der  Erde  entgegengesetzten 
Kichtung. 

£.  F.  Bouth,  Dynamics  of  a  System  of  Rigid  Bodies 


Dritter  Teil. 


Die  Greschwindigkeit  und  die  Beschleimignng 
im  unveränderlichen  Systeme. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Geschwindigkeit  im  unveränderlichen  Systeme. 

Bewegt  sich  ein  ebenes  anveränderliches  System  in  seiner  Ebene,  ist  i2  adoe 
Winkelgeschwindigkeit,  d^  die  Elementaramplitude  der  Rotation  um  das  Momentan- 
centram  zur  Zeit  t,  ü  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrams,  F  die  Geschwindig- 
keit eines  beliebigen  Systempanktes  in  der  Entfernung  r  von  dem  Momentancentnun. 
ds  das  Bogenelement  der  Curve  der  Momentancentra ,  sind  F,  Fj  die  Krflmmnngs- 
halbmesser  der  Gnrven  (C)  und  (F)  fflr  ihren  aogenblicklichen  Berflhrangepnnkti  (koE 
bestehen  die  Gleichungen 

dt  ^      dt       52     ri±r 

und  gilt  in  der  letzten  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  die  benach- 
barten Teile  der  Car?en  (C)  und  (F)  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe 
Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  fallen. 

Weil  die  augenblicklichen  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Sj'stempnnkte  des 
Abständen  dieser  Punkte  von  dem  Momentancentrum  direkt  proportional  sind,  so  sind 
die  Geschwindigkeiten  sämtlicher  Systempunkte  gegeben,  wenn  die  Greschwindi^keiteD 
zweier  Systempunkte  nach  GrOsse  und  Richtung ,  oder  auch  nur  eine  Geschwindigkeit 
nach  Grosse  und  Richtung,  die  andere  der  Richtung  nach  bekannt  sind. 

L  Die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Systempunkte  steUen  wir 
nach  Grösse  und  Bichtung  durch  Strecken  dar  und  verstehen  dann  unter 
diesen  Strecken  die  Geschwindigkeiten  selbst,  wodurch  auf  rein  geometri- 
schem Wege  Aufschluss  über  einige  Eigenschaften  derselben  erlangt  wer- 
den kann. 

a)  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer 
Systemgeraden  liegen  auf  einer  geraden  Linie.  Die  Anfangspunkte  und 
Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  teilen  ihre  Träger  nach  demselben  Ver- 
hältnisse. 
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Ist  AB  (Fig.  122  und  122a)  eine   beliebige  Gerade  des  ebenen 


Figur  VA  ingtur  133  ». 

Systemes,  J  das  Momentancentrum,  AAi  die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes A,  welche  direkt  proportional  der  Poldistanz  AJ  und  senkrecht  zu  ihr, 
je  nach  der  Bewegung  des  Systemes  rechts  oder  links  drehend  erscheinen 
kann,  daher  'die  Doppelfigur,  so  ergiebt  sich  zunilchst  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  B  der  Systemgeraden  A  B  wie  folgt.    Wir  ziehen  die  Pol- 
strahlen AJy  BJ,  machen  AÄ  =  AAi^  ziehen  Ä B>  \\  AB^  machen 
BBi  senkrecht  BJ  und  gleich  BB\  in  der  Weise,   dass  BBi  den- 
selben Drehungssinn  wie  AAi  besitzt,  dann  ist  offenbar  BBi  die  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  B.    In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die 
Geschwindigkeit  C  C\  irgend  eines  weiteren  Punktes  C  der  Geraden  A  B. 
Yerbinden  wir  die  Punkte  Ai  und  Bi  durch  eine  gerade  Linie,  so  zeigt 
es  sich,  dass  mit  dieser  der  Punkt  Ci  zusammenfällt.    Ziehen  wir  die 
Strahlen  JAi,  JBi,  JGi,  dann  ist  zufolge  der  Konstruktion  /SAiAJ 
cs^AB^BJc^^CiCJ.  folglich    2i.AiJA=2i.BiJB=2iCiJC, 
mithin  auch  2i.Ai  JBi  =2iAJB,  2i.Ai  JCi  =2(.AJC,  2^Bi  JCi 
=  2S,BJC,  AiJ:AJ=BiJ:BJ=CiJ:CJ,    so   dass  /SAiBiJ 
^r\ABJ,  /^A.iOiJc^/SACJ,  AjBi  Ci  J^  A^C/.    Daraus  er- 
giebt sich   Ai  Bi  :  A  B  =  Ai  Ol  :  A  C  =  Bi  Gl  :  BG,    2i,BiAiJ  = 
2iBAJ,  4.B1  GiJ=^2i.BGJ,  2i.AiBiJ=2i,ABJ,  und  weil  die 
Dreiecke  Ai  Bi  J,  Gi  Bi  J  den  Winkel  Ai  Bi  J  sonach  gemeinschaftlich 
besitzen,  liegen  offenbar  ihre  Seiten  Ai  Bi ,  Gi  Bi  in  einer  geraden  Linie, 
folglich  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  Systempnnkte  A,  B,  G 
auf  dem  Strahle  Ai  Bi .     Weil  nun  der  Punkt  G  ganz  beliebig  angenom- 
men wurde,  so  ergiebt  sich,   dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten 
aller  Punkte  einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahle  liegen.     Die  letzte 
Proportion  lehrt,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Punkte  einer  Systemgeraden  ihren  Träger  nach  demselben   Verhältnisse 
teilen,  wie  die  Anfangspunkte  die  Systemgerade. 

Ist  AB  (Fig.  128,  S.  814)  die  gegebene  Systemgerade,  sind  AAi, 
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BBi  die  gegebenen  Geschwindigkeiten   der  Punkte  Ä,  B  und  soll  dk 

Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punk- 
tes C  dieser  Geraden  verzeichnet  wer- 
den,   so   machen   wir,    nachdem  der 
c  B    nr        Strahl  Äi  Bi  gezogen,  BB",  CC  ^ 

Figur  128.  rallel  und  gleich  AAi^  ziehen  5'Ä. 

zu  ihr  C  Ci  parallel  und  schliesslich  die  Strecke  C  Ci ,  welche  die  ver- 
langte Geschwindigkeit  ist.  Zufolge  der  Konstruktion  besteht  nämücb 
die  Proportion  Ä^  Ci  :CiBi=  Äi  C :  C'-B'  =  AC:BC.  Die  System- 
gerade  A  B  wird  von  dem  Strahle  A^  Bi  in  dem  Punkte  M  geschnitten, 
seine  Geschwindigkeit  M  Mi  fällt  mit  dem  Strahle  Ai  Bi  zusammeii. 
denn  das  Dreieck  C  CCi  geht  in  diesem  Falle  in  das  Dreieck  M'ilJii 
über. 

b)  Die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Systempuukte 
schneiden  sich  offenbar  unter  demselben  Winkel  wie  die  zugehörigen  Stralh 
len  nach  dem  Geschwindigkeitspole  J,  Verlegen  wir  die  'Geschwindig- 
keiten der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  ohne  Änderung  ihrer 
BichtuHgen  nach  irgend  einem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte,  dans 
liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  ebenfalls  auf  einer  Geraden.  Wäh- 
len wir  (Fig.  122,  S.  818)  A  zu  diesem  Punkte,  machen  ^JB"=  und 
II  jB  Bi ,  ^  G"  =  und  II  C  Ol ,  so  befinden  sich  die  Punkte  Ai ,  Ä",  C"  ao: 
einer  Geraden.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Strecken  AA\  JBB',  TT 
in  ihrer  Richtung  bis  zum  Momentancentrum  verschoben,  so  dass  Ai"J 
=  AA'  etc.  wird,  dann  ist  klar,  dass  die  Punkte  Ai\  -Bi",  Ci"  auf  lieE 
zu  ^ ^  parallelen  Strahle  Ai " Bi "  liegen.  Nun  ist  aber  2J1  -4i  AS'  - 
2iAi"JBi\  2i.AiAC''=4.Ai''ja'  etc.,  folglich  AA^AB''^ 
/\Ay'JBi\  /SArAC"^^Ai"JCi'\  AB"AC''^^Bi"JCi'\  mito 
liegen  die  drei  Punkte  ^i,  B'\  C"  in  einer  geraden  Linie,  welche  hie: 
senkrecht  auf  der  Systemgeraden  A  B  steht ,  weil  das  Dreieck  Ai  A  S' 
mit  seinen  Seiten  senkrecht  auf  den  entsprechenden  Seiten  des  Dreieckes 
Ax'  JBx'  steht.  Dadurch  kann  sofort  die  Geschwindigkeit  irgend  eine 
Punktes  einer  Systemgeraden  gefunden  werden,  wenn  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  derselben,  gegeben  und   die  Bichtung  oder  Grösse  der  G^ 

seh  windigkeit  eines  zweiten  Fimk- 
B  tes  bekannt  ist.     Ist  (Fig.  124i 

-BjBi  die  Geschwindigkeit  de< 
Punktes  B,  Ai  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  i 
der  Systemgeraden  A  B  und  soll 
Figur  124.  der  Punkt  D   dieser  Linie  ge- 

funden werden,  welchem  eine  der  Grösse  nach  gegebene  Geschwindigkeit 
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zukommt,  so  ziehen  wir  durch  Bi  den  zu  A  B  senkrechten  Strahl  Bi  H\ 
JB  B^  \\  AAx-,  B'  AiW  AB,  wodurch  in  AAi  jetzt  auch  die  Grösse  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  A  gegeben  ist,  hierauf  verzeichnen  wir  den 
Strahl  Ai  Bi ,  machen  B  Z>'  gleich  der  gegebenen  Geschwindigkeit, 
Z>' Dl  \\AB  und  Z>i  2>  (|  i>' J?,  alsdann  ist  D  der  gesuchte  Punkt  der 
Systemgeraden  AB,  Offenbar  giebt  es  noch  einen  zweiten  Punkt  Di  ^.  Weit 
der  Strahl  Bi  H'  senkrecht  auf  der  Systemgeraden  AB  steht,  so  sind  die  Pro* 
jektionen  der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  solchen  Geraden 
auf  ihre  Richtung  von  konstanter  Grösse,  gleich  der  Strecke  BH\  wodurch 
sich  zeigt,  dass  sämtliche  Punkte  der  Geraden  in  ihrer  Sichtung  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit besitzen.  Die  Strecke  BH'  giebt  zugleich  die  Grösse  des  Ge-^ 
schwindigkeitsminimums.  Um  den  Punkt  von  AB  zu  finden,  welchem  die 
kleinste  Geschwindigkeit  zukommt,  haben  wir  nur  vom  Schnittpunkte  M  der 
Geraden  AB  und  Ai  Bi  aus  die  Streckß  MH  auf  AB  gleich  H'B  zu 
machen,  so  ist  H  der  verlangte  Punkt  und  ^TJf  seine  Geschwindigkeit;  der 
durch  H  ZM  AB  senkrecht  gezogene  Strahl  enthält  das  Momentanceutrum. 
Derjenige  Punkt  von  AB,  welcher  die  grösste  Geschwindigkeit  besitzt,, 
liegt  im  Unendlichen,  denn  die  Sichtung  der  Maximalgeschwindigkeit  ist 
parallel  zu  Bi  H\  diese  Geschwindigkeit  ist  daher  unendlich  gross.  Geht 
die  Systemgerade  durch  das  Momentancentrum,  dann  fällt  der  Punkt  iZ' 
mit  dem  Punkte  B  zusammen,  so  dass  die  Gerade  in  ihrer  Sichtung 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  Null  bewegt,  die  Geschwindigkeiten  ihrer 
Punkte  senkrecht  zu  ihr  sind  und  der  mit  dem  Momentancentrum  zu* 
sammenfallende  Punkt  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt. 

c)  Werden  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  System* 
geraden  in  ihre  Gomponenten  in  paralleler  und  senkrechter  Sichtung  zu 
dieser  Geraden  zerlegt,  so  sind  die  ersteren  Gomponenten  einander  gleich 
und  die  Endpunkte  der  letzteren  liegen  auf  einem  zum  Träger  der  End* 
punkte  der  Geschwindigkeiten  parallelen  Strahle. 

Schliessen  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A,  J5,  C  einer  System- 
geraden AB  (Fig.  122,  S.  313)  mit  ^^  die  Winkel  a,/9,y  ein,  sind  AA^^ 

AAsy  BB2,  B  Bs die  genannten  Gomponenten  der  Geschwindigkeiten 

AAi,  BBi ,  ist  AJ=ri,  BJ=r2 ,  /jEf  J_-4J5  und  =  h^  so  er- 
halten wir  für  die  zu  ^^  parallelen  Gomponenten 

AA2=A Ai  cos a  =  12 ri .  —  =  ß A,  B B2=  B Bi  cos ß  =S2r2  *  -0  =  Ä A,. 

CC2=  CCi€osY  =  ^h, 
mithin  ist  ^^^2  =  B B2  =  C C^,  womit  auch  in  anderer  Weise  dargethaiv 
ist,  dass  die  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Systemgerade^ 
gleich  gross  sind,   dass  sich  die  einzelnen  Punkte  dieser  Linie  in   ihrer 
Sichtung  mit  derselben  Geschwindigkeit  Sih  bewegen. 
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Ferner  ergiebt  sich  ffn-  die  zu  AB  senkrechten  Geschwindigkeits- 
Komponenten 

AAs=  AAi  sina  =  Äri.-Vri«— Ä»  ^üVri^-^-Ü^, 

BB^  =BBi  sinß  =  Ä  ^^^  —  h^  CGz^CCiainy^üYr^^^^k^ M(. 
Diese  Componenten  sind  gleich  den  Abständen  der  Punkte  Ai  ,Si ,  Ci  von  der 
Oeraden  AB  und  weil  die  Punkte  A^,Bs,C^  gleichweit  von  den  Pdnktoi 
Ax,Bx,  Ol  entfernt  sind,  Ai,  Bi^  Oi  ganz  beliebig  gelegen  gewählt  worden. 
«0  liegen  die  Endpunkte  dieser  Componenten  der  Geschwindigkeiten  aller 
Punkte  irgend  einer  Systemgeraden  auf  einer  zu  dem  Strahle  AiBi  pa- 
rallelen Linie. 

d)  Sind  die  Geschwindigkeiten  AAu   BBu  OCi    dreier    nicht  i 

r,  gerader  Linie  liegender  Systempnnkte   A^BX 

^x'^'V/.;.::;;-sW    (Fig.  125)  gegeben,  verbinden  wir  die  System- 

j,x^^-'-^^  punkte  unter  sich,  so  wie  die  Endpunkte  ihrer 

^^  /y.'-'Y    /  Geschwindigkeiten  unter  sich  durch  gerade  LiniöL 

\^^^[  \  /  ^^^^  sind  die  dadurch    entstehenden    Dreiecke 

'^'"^'^'•5^^ ''  ABC  und  Ai  JBi  Ci  einander  ähnlich. 

Ist  J  der  Qeschwindigkeitspol,  ziehen  wir 
Figur  125.  ^.^  Polstrahlen  der  Punkte  A, B,  C,  A^ ,  B^^Ci. 

so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  sofort  dass 

AiBi:AB:==AiC,:AC=BiCx  :BC=AiJi  :AJ=CiJ:CJ=BiJ:BJ. 
oder  AiBi:AiCi:BiOi=AB:AC:BC,  d.  i.  AAiBiCic^/\ABa 

e)  Sind  A,B,G,I?,E Punkte  des  Systemes,  welche   in  ihr» 

Reihenfolge  durch  gerade  Linien  verbunden,  die  Eckpunkte  eines  beliebigen 
Polygonzuges  bilden,  Ai,Bi,Oi^Di^Ei die  Endpunkte  ihrer  Geschwin- 
digkeiten, dann  liegen  die  letzteren  auf  einem  ähnlichen  Polygonzuge. 
Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  sofort  die  Proportion 

Ai  BiiBiOiiCiBiiDiEi, . . .  =^  AB\BC\CB\DE 

Werden  die  Seiten  des  Polygonzuges  ABCDE einander  gleich  und 

unendlich  klein,  dann  geht  derselbe  in  einen  Kreisbogen  über  und  es  lieges 

offenbar   auch   die  Punkte  Ai^Bi,Cx,Di,Ei auf  einem  Kreisbogen. 

Wenn  die  Winkel  des  regulären  PoIygonzugcjS*  gleich  n  werden,  so  nimmt 
derselbe  die  Gestalt  einer  geraden  Linie  an,  woraus  folgt,  dass  die  End- 
punkte der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeradeo 
auf  einem  Strahle  liegen. 

Die  Ähnlichkeit  der  beiden  Polygonzüge  Ä  B  CD  E..,,AiBiCi  Di  Ei ... 
lässt  darauf  schliessen,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  eio- 
meinen  auf  irgend  einer  Gurve  des  Systemes  gelegenen  Punkte  auf  einer 
dieser  Gurve  ähnlichen  Linie  liegen. 
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1.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
£bene  so,  dass  stets  zwei  seiner  Punkte  A  B,  welche  den  Abstand 
AB  =  a  besitzen ,  auf  zwei  festen ,  unter  rechtem  Winkel  sich 
schneidenden  geraden  Linien  OJC^OY  (Fig.  2,  S.  8)  fortrücken. 

a)  Das  Momentancentrum  C  besitzt  eine  gleichförmige  Oeschwindig- 
keit  e  oder  —  was  dasselbe  ist  —  der  Kreis  {t)  rollt  in  dem  Kreise  (C) 
gleichförmig.  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um 
das  Momentancentrum  ?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigCQ 
Systempunktes? 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  JCOC=  2(,0AB  mit  tp^  nehmen  an^ 
dass  zur  Zeit  ^  =  0  der  Radiusvektor  O  C  mit  der  Abscissenaxe  O  X  zu- 
sammenfällt, so  ist,  weil   OC  konstante  Winkelgeschwindigkeit  besitzt^ 

et 
et  =  a%p,  oder  iff  =-  —    Nun  ist  A  die  Projektion  des  Pimktes  C  auf  die 

Abscissenaxe,  die  Bewegung  dieses  Punktes  eine  schwingende,  seine  Ge- 
schwindigkeit v=  —ato  ainio  ty  nach  1,  Kap.  I.  Th.  II,  und   da  hier 

c  et  • 

o>  =  -,  (ot  =  tp,v  -=  —  csinip  =^  —  cein—^  mithin  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Systemes  um  das  Momentancentrum 

.et              .et 
C8in —            estn  — 
_    t;    _       a  _  a  e 

A  C  asintp  .  et  a 

a  sin— 
a 

TT  ¥^  T  /» 

Die  Verwendung  der  Formel  —  =  f  \:  ^  giebt  hier,  weil  r=  a,  Ti  =  ^»^ 

beide  Gurren  (C),  (f)  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaftlichen  Tan-^ 

gente  liegen, 

a 
a.-=- 

=  —  a,     Si  = 

a 

Diese  Winkelgeschwindigkeit  ist  mithin  konstant  und  absolut  genorome» 
gleich  derjenigen ,  mit  welcher  sich  der  Badiusvektor  O  C  um  O  dreht» 
Ist  D  ein  beliebiger  Systempunkt,  sein  Abstand  vom  Momentancentrum 

CD=>r^  so  ist  seine  Geschwindigkeit  V=^-r.    Nun  seien  die  Coordi- 

a 

dinaten  dieses  Systempunktes  für  die  beweglichen  Axen,  mit  dem  Ursprünge 

in  Ol,  a,  /?,  dann  ist,  weil  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  r)  für  diese- 

Axen,  da  41^ öl 6'=  2 1/;,  -cos^xp^  ^sin2ilj, 


a 

ü  _ 

a 

'2 

ii 

a 

—  - 

—  (t 

2 
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r«  =  (a  —  -(?(>«  2  1/;) 2-+-  (/9  —  -s  ^m  2 1/;)' 

=  -r  H-  a*-H/J*  —  a{ac08  —t-hßsin  —  <), 
4  a  a 

folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  Z> 


>^=-^  =  ~/^-7  -ha^-i-ß^  -  aiacos—t-^ßsin   -  /• 
«a'^4  '^  ^  a  a 

Diese  Geschwindigkeit  ist  im  allgemeinen  eine  periodisch  veränderliche,  k 

^ich  die  goniometrischen  Funktionen  des  Winkels  xfj  =  -t  periodisch  äoden, 

wenn  der  Punkt  C  seinen  Kreis  durchläuft. 

Mit  a  =  ß  =  0  fällt  der  Systempunkt  D  mit  dem  Mittelpunkte  0 
•der  Geraden  AB  zusammen  und  durchläuft  seine  Kreisbahn  mit  derG^ 

«chwindigkeit  F=^. 

^  j  ,  liegt  der  Systempunkt  D  auf  dem  Kreise  (f . 
•«twa  in  r',  dann  haben  wir  Cr'=r\  2^,2^01^=^,  r  =  asin(Uf'-i 
=  a8inC—t—  d\  so  dass  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  seine  ge- 
radlinige Bahn  r' O  beschreibt, 

F'  =  (?  sin  {—  t  —  dj 

ebenfalls  eine  periodisch  veränderliche  Grösse  ist. 


M 


b)    Ein  Punkt  Z>  des  Systemes  schreitet  auf  einer  durch  den  Punkt 
^gehenden,  zur  Abscissenaxe  O  X  unter  einem  Winkel  J  geneigten  Gerade:. 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  e  fort.     Wie  sind  ü  und    ü  beschaffen: 

Mit  Rücksicht  auf  das  unter  a)  Gesagte   erhalten  wir,   c  negati 
.nehmend 

r  a  sm  (xfj  —  o)  sin  (ip  —  ö) 

Diese  Geschwindigkeiten   sind  Funktionen  des  veränderlichen   Winkels  t 
sie  ändern  sich,  absolut  genommen,  in  gleicher  Weise.   Beide  Geschwindig- 
keiten nehmen  mit  Wn(t/;  — ^)  =  0,  d.  i.  mit  {\p  —  J)  =  0,  n,  2;t.. 
wenn  also  der  Punkt  D  in  den  Endpunkten  seine)-  Bahn   anlangt,  ihr. 
grössten  Werte,   nämlich  die  Werte  oo   an.     Mit  sin{tp  —  ^)  =  ±  1  er- 

langeu  sie  ihre  kleinsten  Werte,  nämlich  ^-und  ±c,  dieses  geschiehi. 

a 
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wenn  (v^  —  rf)  =  ö'  ö  tt,  ^  tt ,  wenn  der  Punkt  D  die  Mitte  0  seinei 
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Bahn  passiert.  Im  ersten  Falle  tritt  das  Momentancentrum  in  einen  der 
Endpunkte  der  Bahn  (Z>),  im  zweiten  Falle  liegt  dasselbe  auf  der  durch  O 
gehenden  Normalen  zu  (D),  abwechselnd  links  und  rechts  von  (i>),  seinen 
^össten  Abstand  a  von  (D)  besitzend 

Die  Geschwindigkeiten  fi  und  U  lassen  sich  abei-  auch  als  Funktionen 
•der  Zeit  darstellen.  Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  t  -=  0^  yj  =  0,  bezeichnen 
<ien  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrum  zurückgelegten  Weg  mit  ip^ 
so  erhalten  wir,  weil  8=^  axfj  ist, 

dxp      ds      --  c  .   ,         ^.  ,  c  , 

dt       dt  siniip  —  d)  ^^        '     ^       a      ' 

/^  c    p*  c 

sin  (xp  —  d)d\p  =  —  j  dt^     cos  (xp  —  d)  —  co8S=.  —  t^ 

und  aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

sin tp^f-t-i-  cofid^ sin d±cos8  j/^ t^ —  2^tcosä-i'  sin^d, 

xfj  =  arc  Isin  =  1  (— ^  -t-  cosS)8in8  ±.  cosSy  —-t^  —  2~tcos8-\-sin^6.  j >• 

Dieser  Ausdruck  ist  für  %p  in  die  obigen  Gleichungen  zu  substituieren,  um 
^ie  Geschwindigkeiten  fi  und   U  als  Funktionen  der  Zeit  zu  erhalten. 


2.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass 
^tets  zwei  seiner  Punkte  A^  B,  deren  wechselseitiger  Abstand 
AB  ^=^  a  ist,  (Fig.  3,  S.  6)  auf  zwei  festen ,  unter  einem  ^Vinkel  y 
sich  schneidenden  Geraden  OJC^OZ  fortgleiten. 

a)  Das  Momentancentrum  besitzt  eine  konstante  Geschwindigkeit  c. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  i?  um  das  Momentancentrum? 
Welches  ist  die  Geschwindigkeit  V  eines  beliebigen  Systempunktes? 

Es  sei  251  ^O  ö  =  1/;,  zur  Zeit  t  =  OyXp-0.  Weil  der  Geschwindig-* 
keitspol  C  auf  seinem  Kreise  vom  Halbmesser  OG=a cosec y  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  c  fortschreitet,  so  dreht  sich  der  Fahrstrahl  OC 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  O,  es  ist  daher  a  cosec  y.xp  =  ct, 

et 
folglich  %f)  = Die  Geschwindigkeit  der  Projektion  A  des  Momentan- 

\A  cos€c  y 

et 
centrums  C  auf  O ^ ist  i;  =  —  csinxp  =^  —  c sin  i  daher 

a cosec y 

^         V  csinxp  c    . 

ß  =  ~T-p,  = ———.  — Sin  y. 

AV  a  C08CC  y .  sm  xp  a      .    ■ 

Die   Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D   im  Abstände  r 

von  C  ist 
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V=r.  —  sin  Y .  r. 
a 

Sind  a,  ß  die  Coordioaten  des  Punktes  £>,  x,  y  diejenigen  des  Punktes  (C,  r> 

bezüglich  der  beweglichen  Axen  mit  dem  Ursprünge  Oi,  ist  2^  Oi  -4  C  =  i, 

imd  wird  a  cosec  y  =  b  gesetzt,  so  haben  wir 

b^ sin^  xb  ~f~  a^  ^-^  h^  sin  (y —  HA 

AC=hsinxl)^  BC=b8in(y — xb\  cosv  = — — x — t—, • 

^  x#       x/  2abstntfJ 

Damit  ist 

af=^-'bsinxlJCOBv  =  ^  cosec^ y \ sin^ (y  —  V')  —  «Vi*  i^  j.         (1) 

Weiter  ist  die  Gleichung  des  Kreises  (r)  mit  den  beweglichen  Axen  als  Co- 
ordinatenaxen 


x^'\-  y^ — acotgy.y=^  ,  folglich2/'=  -^cotgy  -^y  -j  (1  "*"  cotg^y)  —  !' 
und  mit  (1) 

y'  —  p  <^otg  y  4-  ö  <?o«tf<7  y  V^  —  <?ö«^<7^  y }  shi^  (y  —  i/;)  —  «n*  i/i  J*.    (2l 

Setzen  wir  tp=-t8tny^  dann  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  F)  al^ 
Funktionen  der  Zeit 

^'  =  -  cosec^  ylstn^  (y ^«tn y)  —  «m*  f—tain  y  jL  (l'j 

1/'  =^cose4!y\cos  y-^Y  1  —  cosec^y  \8m^  (y ^  «n  y)  — ain^  y(  —t  sin  y)tf'* 

Der  Kürae  halber  x  und  y  beibehaltend,  ist  r  =  ^{a—xY  -h-  (ß  —yY^ 
mithin  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  D,  welcher  bekanntlich  eiae 
mit  O  konzentrische  Ellipse  beschreibt, 


c 


r=-sinY  Via  -  x')*  +  (ß  -  y'f. 

(m 

Die  Ausdrücke  für  x  und  y  lassen  erkennen,  dass  die  Geschwindigkeit  V 
nicht  konstant  ist,  auch  nicht,  wenn  «  =  /9  =  0,  also  D  mit  dem  Mittel- 
punkte Ol  von  AB  zusammenfällt,  welcher  bekanntlich  ebenfalls  eine 
elliptische  Bahn  besitzt. 

Fällt  der  Systempunkt  D  mit  dem  Kreise  (D  zusammen,  dano 
ist,  wenn  i  die  Neigung  der  von  ihm  beschriebenen  Geraden  gegen  die 
Abscissenaxe  bezeichnet,  sein  Abstand  von  dem  Momentancentmm  C 
T  =.  a  coaee  y  sin  {xf)  —  i\  folglich 

^  c  sin  y  c  sin  y 

^  a  smi  —tsiny  —  o\ 
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Schüeiden  sich  die  Fühningsgeraden  O X^  OZ  rechtwinkelig,  so  ist  y  =  - 
coaecy^^-X^  cotgy^O^  womit  in  diesem  Falle 

a 

,      a       ^.       a       2c  ^  f      <''    -   ck  a    ,  2c 

X  =  -^  coszxp  =■  -  cos  —  U         y  =  ö^^^2W  =  ^  8in-~  t^ 

^  Li  OL  a  Li  (l 


c-t/a^         o       /lo         /         2c        ^   ,  2c  . 
F=-/^  -T  -^^  a^  +  ß^--  a(aco8—t'\'  ßsin  —  t), 
a'     4  a  a 

und  wenn  der  Systempunkt  mit  dem  Kreise  (r)  zusammenfällt 

Ä  = 7—r» 5\= ^ö*^^  ( ^  )• 

a  ein  (xp  —  o)  a  \a        J 

b)    Welches  sind  die  Geschwindigkeiten  i2  und  CT,  wenn  ein  Systeni- 

punkt  D  die  Gerade  Z>  O  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  durchläuft 

und  diese  Gerade  einen  Neigungswinkel  J  gegen  die  Abscissenaxe  besitzt? 

Wir  erhalten  mit  negativer  Geschwindigkeit  c 

__  t?'  _  c  c       sin  y 


r  a  (?o^^c  y  sm  (ip  —  S)  a  sin  {i[j  —  d) 

Die    konstanten   Krümmungshalbmesser    der   Curven   {C)   und   (r)    sind 

r=  a cosec y,  Fi  =  ^  ^^^^^ /i  mithin  ist 

a 

X-  ^ö«^<j  y .  a  e?ö«f  (?  y 

— -  = =  —  a  co*^<?  y ,   ü=Siacos€cy  =  c  (?ö«f c  (i/^  —  rf). 

31       a 

^cosec  y  —  a  <7o*^ö  y 

Mit  y  =  Q  wird  Q  = cosec  (ip  —  <J),  17=  c  cosec  {xp  —  S). 


3.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
£bene  so,  dass  einer  seiner  Punkte  A  einen  festen  Kreis  beschreibt, 
v^ährend  ein  zweiter  Punkt  B  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  gehenden  festen  Geraden  fortrückt  (Kurbelbewegung). 
Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Punktes  A  ist  konstant,  gleich  cd. 
^A^elches  ist  die  TVinkelgesch windigkeit  um  das  Momentancentrum? 
W^elches  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes, 
insbesondere  diejenige  des  Punktes  B? 

Es  sei  (Fig.  126,  S.  822)  O  der  Mittelpunkt  des  von  dem  System- 
punkte  A  beschriebenen  Kreises  vom  Halbmesser  OA  =  r^  OX  die 
Führungsgerade  des  Punktes  B,  AB  eine  beliebige  Lage  der  die  Punkte 
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A  und  B  verbindenden  Geraden, 
G  das  entsprechende  Momentao- 
centrum,  2^. XO A=&,  2SLAB0 
=tp,  2i,ABC=&\AB  =  a>r. 
00  =  Q,  BC  =  q\ 

Der  Punkt  A  bewegt  sich 
mit  der  konstanten  Geschwindig- 
keit r  0)  in  seiner  Kreisbahn,  da- 
her ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum  C  mit  Bücksicht  auf  das  Problem  3,  Teil  I,  weil  ^  =  a>  ^ 

"■  C A'^  OC—O'A'^ Q  —  r'' ^^ ä^ ^r^ 8ir^^ :^^ -y/a^ -,r^ sin^ wt 

Für  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D,  dessen  Abstand 

von  C=^€  ist,  haben  wir 

r  0)  C08  & 


Fignr  126. 


v=r^.cv^ 


^=.€. 


(2i 


Sind  (ir',y')  die  Coordinaten  des  Punktes  (0,r),  (a,ß)  diejenigen  des 
Punktes  D  für  die  beweglichen  Axen  mit  dem  Ursprünge  in  Oi  (AO^ 
=  J?  Ol ),  so  erhalten  wir 


a 


OC   =  ^ Q  COS  \r  , 


y  =^Q  8in  xT . 


Es  ist  aber  Q=r  sin d-^  tgd- '\fa^  —  r^ sin^ &j cos &'  ^- sin d,  womit  sich 
ergiebt 


oder 


X  = 


a 
2 
a 


a?'  =  27 *?'i^ S'\r  -h  sec 

^       a 


r 


r         1*  '       •    « 

a 


2 


sirffütlr 


8€C(jO 


t^a' 


r*  «n^  o)  ^  I 


(0) 


oder 


y  ^—siniof^a^  —  r^sin^(üt\r-\-S€Coi)t\a^  —  r^sin^€oi\. 


)ii^ 


Damit  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  r)  als  Punktionen   der  Zeit 
bestimmt,  jedoch  mögen  der  Kürze  halber  x  und  y   beibehalten   werden. 

Nun  ist  e  =  ^(a  — a?')»^  (/J  — y)^  daher 

__  reo  cos  (Ot  ^  r-z 775 7-; 77^  .,, 

^==  Tri  -2-r-r-,  V(«  -  * )' +iß-y)^  (^» 

y  a^ — r^5^n*ft)^ 
welche  Geschwindigkeit  sonach  periodisch  veränderlich  ist,  wenn  der  Punkt  I) 

seine  Bahn  durchläuft. 

Mit  a  =  /?  =  0  ergiebt  sich  vermöge  (5),  (3)  und  (4)  als  GesehwiD- 

digkeit  des  Mittelpunktes  Oi  der  Strecke  AB 
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,^  r  w  008  (o  t 

Vo  =    r  ^-=  X 


(6) 


Von  besonderem  Interesse  ist  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B, 
•dessen  bewegliche  Coordinaten ^  und  0  sind.    In  diesem  Falle  ist,   wenn 


'=q' 


wir  von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  absehen,  e^y  C^  —  x^  +2/' 

gleich  dem  Fahrstrahle  BF  der  Curve  (D,  daher  die  Geschwindigkeit  des 

Punktes  B 

•  r  (ö  cos ^ sin  0-  t^-xfl 2~^^"^\ 

Ya^—rhin^d'  ^  ^ 

-^  /  .    -    ,  r8in2^         \  /  .  r  8in  2  cot       \ ... 

F>=r«|«n^H r ]=r(ü\8tn(ot-] ..  1,  <) 

V  2Va2  — r^wn^^/  \  2Va2-r2«m2a)^/ 

Diese  Geschwindigkeit  lässt  sich  aber  auch  in  anderer  Weise  ableiten,  denn 

OB 
sie  ist  auch  gleich  reo -7^-7-    Der  Strahl  AB  schneidet  die  Ordinatenaxe 

0  A.  , 

OYin  dem   Punkte  K.    Ziehen   wir  die  Linie  KN  parallel  zu   OX, 

^vrobei  N  den  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  mit  der  Linie  B  C  bedeutet, 

so  ist,  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  CBA  und  OKA,  CB:CA=OK:r, 

OK 

mithin  F5  =  r w =  (ü.OK==  ay.B N.    Konstruieren  wir  demnach  für 

r 

alle  Lagen  von  AB  die  Punkte  iV,  so  liefern  dieselben  in  ihrer  Gesamt- 
heit eine  Curve  (A^),  deren  Ordinatenlängen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w 
^multipliziert  die  jeweilige  Translationsgeschwindigkeit  des  Punktes  B  geben. 
.Die  Curve  (N)  wird  die  Geschwindigkeitscurve  des  Punktes  B  für  die 
Winkelgeschwindigkeit  w  =  l  genannt.  Mittelst  des  Dreieckes  OAK  er- 
•giebt  sich  OK:r  =  sin  {0'+ \p)ico8xp,  OK=^r  (sin  x>  -¥  cosx>  tg  ip),  oder, 

f*  V  sin  VT 

^eil  ein  ü^  =  —  sin  v>,  also  tgxp=     .  —  * 

r-^   T:r  •       /i   /i  T  COS  d"  N 

OK=rs?n0^l  1  -h    ^ —  ..  V 

V        ya^--r^sin^O'y 

folglich  ist 

,-.  .    n /'i  rcosth         X  i^  .    n  rsin2&        x 

FB  =  «*««rt^l  1  H — .  ^  ---  1  =  r  cö  I  sinx)'-\ -._^^^^^r:i,-^:ii  -  1. 

V        Ya^  —  r^sin^^y  v  2  Va«  — r^^m^t^^' 

Wählen  wir  den  Punkt  O  als  Ursprung  rechtwinkehger  Coordinaten  mit  der 

Abscissenaxe  OJf,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Curve  (N) 

QC08  9'  =  rcosO'-h  ya^—  r^sin^d-,  y  =  rsinO'(l  -^-    y  :r— \ 

^         y  a^  —  r^sin^^^ 


^== 
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Daraus  Hesse  sich  durch  Elimination  von  &  eine  Gleichung  zwischen  j 
und  y  ableiten^  es  ist  jedoch  bequemer  für  gegebene  Werte  Yoa  ^  =  »/ 
die  Coordinaten  der  entsprechenden  Curvenpunkte  zu  berechnen.  Dk 
Curve  (iV)  ist  bezüglich  der  Abscissenaxe  symmetrisch,  weil  diese  Linie 
für  die  Bewegung  des  Systemes  Symmetrielinie  ist.  Mit  ^  =  0  und  ^  =  ir 
erhalten  wir  x  =  a-^r  und  a?  =  a  —  r,  y  =  0,  so  dass  die  Curve  die 
Abscissenaxe  in  den  Punkten  Ni  und  Nz  schneidet,  welche  um  die  Strecke 
2r  von  einander  entfernt  sind,  die  Abstände  (a  +  r)  und  {a  —  r)  von  den 
Coordinatenursprunge  O  besitzen;  dieses  sind  zugleich  die  Endpunkte  der 
Bahn  des  Punktes  B^  denn  die  Abscissengleichung  der  Curve  (N)  ist  die 

Bahngleichung  des  Punktes  B,    Mit  ^  =  ~  ist  x=Y^^ — r^jy  =  r^  n^t 

^=  -n  ist  a?  =  V^"*  —  ^^1  y  =  —  *'i  ^3^  ^^^  Geschwindigkeit  des  Punktes 
B  gleich  derjenigen  des  Punktes  A.    Befindet  sich  der  Punkt  J3  in  der 

Mitte  seiner  Bahn ,  dann  haben  wir  o?  =  a ,  cos&  =  ^r— » 

J  a 


^  ~  2  a2 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  in  seiner 
Mittellage  grösser  als  diejenige  des  Punktes  A  ist.  Um  den  Maximalwert 
der  Ordinate  zu  bestimmen,  beachten  wir,  dass  auch 

y  ^=r  {sin  &  +  cos  &tgi{j) 

T  T 

ist.    Weil  nun  sinxU  =  -sin&=^X sin ^,  mit  -  =  X  zur   Abkürzung ,  sc» 

^       a  a 

können  wir  schreiben 

y  =  r  {sin &  4-  cos d-tgxp)  +  ii{X sin  &  —  sin  ip)^ 

womit  wir  für  das  Maximum  von  y  die  Bedingungen  erhalten 

9v/  \^^/\9v         ^os  ■d' 

^  ==r  (cos  3  —  sin  &  tg  xD)-{- u  X  cos  &=^0^  ,^  =  r — = acos  üf  =  U. 

öd'  ^  ry      t"  ^^  COS^  Ip  ^ 

Durch  Elimination  des  Coefficienten  fi  folgt 

/^         X       ^cos^d-      ^ 
cos {-d -h  xp) -h  X — 2-  =0, 
^         ^  cos^xp 

und  indem  wir  %p  durch  &  ersetzen 

cosd^  {l—X^sin^d)  Vr^;r2^2:^  —  Xsinl^{\  —  X^sin^d)+Xco3^^=<y 
Aus  dieser  transcendenten  Gleichung  lässt  sich  der  dem  Maximum  von  v 
entsprechende  Winkel  &  nicht  direkt  bestimmen,  wir  müssen  uns  mit  einer 
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näherungsweisen  Auflösung  derselben  begnügen.  Entwickeln  wir  die  Wurzel- 
gr^se  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Beihe,  setzen  sodann  sin^  ^  = 
1  —  co8^  ^,  lösen  die  Klammern  auf  und  vernachlässigen  alle  Glieder  von 
der  fünften  Ordnung,  also  A*,  X*co8&,  X^cos^d^ ,  so  ergiebt  sich 

Hiermit  ist  der  dem  Maximalwerte  von  y  entsprechende  Winkel  d^  an- 
nähernd bestimmt.    Nun  ist 

y  =  rW(l-.^j==^). 
oder,  wenn  wir  in  eine  ßeihe  entwickeln, 

y  =  r*m^jl4-Xcö*^(l  -^-g^m^^. ...)!'  (8) 

und  fuhren  wir  den  soeben  für  coeO^  erhaltenen  Wert  in  (8)  ein,  so  wird 
mit  derselben  Annäherung  wie  vorhin 

y^=r(i-^'~-^) = r{i +i(zy-iQy 

Wir  erkennen,  dass  dieser  Maximalwert  nur  um  weniges  grösser  als  r  ist. 
Den  entsprechenden  Ort  des  Punktes  B  erhalten  wir  durch  Einführung  des 
Wertes  von  co8&  in  die  Abscissengleichung  der  Curve  (N\  was  giebt 

Die  Maximalgeschwindigkeit  des  Punktes  B  ist  daher  annähernd 

r.^=a.r{H-^(I)*-l(I)^j.  (9) 

Weil  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Ä  konstant  ist,  so  können  wir  leicht 

den  mittleren  Wert  der  Geschwindigkeit  Vb  bestimmen.    Verwandeln  wir 

die  fläche  der  Curve  (N)  über  der  Abscissenaxe  in  ein  Bechteck  von  der 

Basis  Ni  iV2,  dann  giebt  die  erhaltene  Rechtecksseite  die  mittlere  Ordinate 

der  Fläche  und  diese  mit  o)  multipliciert  die  mittlere  Geschwindigkeit  des 

Punktes  B.    Da  nun  auch  der  Mittelwert  einer  Funktion  /{&)  zwischen 

den  Grenzen  &  =  &q  und  ^  =  ^i  die  Ordinate  M  der  Curve  y=z/{d) 

für  &  als  Abscisse  ist,  wobei  M  die  Höhe  eines  Bechteckes  von  der  Basis 

^1  —  ^oi  dessen  Fläche  gleich  der  über  derselben  Basis  stehenden  Curven- 

1        /^i 
fläche,  so  ist  Jf=  7 —  /     f{ß)d  ^.     In  unserem  Falle  ist  ^1  =  tt, 

^0  =  0,  daher  j     ,     "  ,,.„2^         . 

M=-       r\8m»  +  —r-  W^ 
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Weil  aber 


/ 


yfa 


stn2»dd^ 


^^wh}^ 


8in2&d& 


8ln2^d& 


=  0 


ist,  was  folgt,  wenn  wir  in  dem  zweiten  Integrale  für  &  die  Vertoder- 
liche  71  — &  einführen,  so  ergiebt  sich 

und  mithin  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 


Vb  =  2 


n 


Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  die  Formel  (8),  welche  zugleich  das 
Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  Vb  und  Va  darstellt,  am  vorteilhaftestoi, 
sie  giebt 

F^  =  r ö) sin x^\\  -4-  A CO« v^ (1  -t-  "s" sin^  l^ . . .) j. 

Weil  ^  =  0)  ^,  80  ist  auch  die  Abscisse  des  Punktes  B 

O)  ==^r  cos  (ot  -h  \a^  —  r^  sin^  « t, 
daher  der  von  demselben  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg,    welche  # 
sein  möge, 

8  =  a  -h  r  —  a?==a4-r(l  —  cos  mt)  —  \a^  —  r*  sin^  co  L 
Dieser  Weg  wird  zu  einem  Maximum,  wenn  x  seinen  kleinsten  Wert  an- 
nimmt, das  ist  mit  a)^  =  7r,  wodurch  Smaz=2r  ist.     Die  ümdrehimg&- 
zeit  T  des  Radiusvektor  OA  und  diejenige  einer  vollen  Schwingung  d^ 

Punktes  B  sind  einander  gleich ,  es  ist  T  =  — »  welches  zugleich  die  üm- 

laufszeit  eines  jeden  Systempunktes  in  seiner  Bahn  ist. 

Die  Geschwindigkeitsknne 
des  Punktes  J?,  welche  für  »  =  1 
konstiniiert  wurde,  lässt  sieb 
aber  auch  sehr  rasch  für  jedec 
beliebigen  Wert  von  i»  ver- 
zeichnen. Ist  AB  (Fig.  127) 
eine  beliebige  Lage  der  die 
Punkte  A  und  B  verbindenden 
Systemgeraden,  ziehen  wir  d» 
Strahl  OA^  errichten  in  j&  eme 
Normale  zu  OX^  machen  auf 
dem  Strahle  OA  AÄ'  =  mr, 

Ä'  Bl'  \\A  B,  dann  ist  BB"  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  des  Punkt^^ 


Figur  127. 
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nach  einem  bekannten  Satze.  Die  Gesamtheit  aller  Punkte  W  giebt  die 
Geschwindigkeitskurven  (A^^),  deren  Gleichungen  sind 

X  =^T cos O"  4-  V  a^  —  r^ mi^ d^y  y  =  rcDsind'fl  -\ — -7= ^j=r^ir Y 

V        y  a*  —  r^  sin^  d'^ 

Die  graphische  Bestimmung  des  Geschwindigkeitsmaximums  des  Punktes  B 
werden  wir  bei  der  Betrachtung  der  Beschleunigung  dieses  Systemes  kennen 
lernen. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  r  ^a,  >l  =  1  ist,  lässt  sich  bekannt- 
lich die  Bewegung  des  Systemes  durch  eine  Hypocycloidenbewegung  mit 
dem  BoUkreise  (r)    vom  Halbmesser  a  ersetzen.     Die  Geschwindigkeit 

eines  beliebigen  Systempunktes  ist  hier ,  weil  a?'  =  —  —  2  a  ain^  ^ ,  y'  = 
a  8in  2  ^,  / 


woraus  mit  «  =  -./?  =  0  für  den  Punkt  B  folgt 

Vb  =  2.a  «  8in  0'  =  2a(o  sin  o)  t. 
X)ie  Coordinaten  der  Curve  (N)  sind  o?  =  2 a co« ^^,  y  =  2asin&,  so  dass 
ihre  Gleichung  a?^  -f-  y^  __.  4  ^2     j)[q  Curve  (N)  ist  ein  mit  der  Curve  der 
Momentancentra  zusammenfallender  Kreis.   Die  Gleichung  der  Geschwindig- 

.2  ««2 


keitscurve  (iV^^)  ist 


m-  xQ  +  .r>      xo  =  li  sie  ist  eine  mit  dem  Kreise  (A) 
{2a)2       (2aoj)2 

koncentrische  Ellipse,  ihre  Halbaxen  sind  2  a  und  2aa).  Wir  erkennen, 
das  FBmaa:  =  2aa},  welcher  Wert  mit  ci?  =  0,  d.  i.  wenn  B  mit  O  zu- 
sammenfällt, eintritt. 


4.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so ,  dass 
eine  seiner  Geraden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  O  geht 
und  ein  Punkt  B  dieser  Geraden  auf  einer '  festen  nicht  durch  O 
gehenden  Geraden  {O)  fortrückt. 


a)    Der  Punkt  B  bewegt  sich   mit 
konstanter  Geschwindigkeit  c  auf  der  Ge- 
raden {O).  Welches  ist  die  Winkelgeschwin- 
^^  digkeit  n  ?    Welches  ist  die  Geschwindigkeit 
eines  beliebigen  Systempunktes  % 

Schliessen   wir  uns   an   die   Lösung 
des  Problemes  4  im  ersten  Teile  an  (Fig.  7, 

Fig.  128),  dann  ist 

c 


n= 


Flgnr  128. 


a 


X 


1 
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Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist  mit  C/>  =  r 

wenn  x=BO,  y=OC  die  Coordinaten  des  Punktes   (C,  r"),    a^  i 
diejenigen  des  Punktes  D  für  die  beweglichen  Axeu  bezeichnen.     Nun  ]< 

B0  = --,       0C=-^-  =  -T^-,      cosMj-l/    ^     >      folfflick 

a?'  =  —  ^a{(i  -f-  x\  y  =  V^a?  {a  +  «r),  womit  sich  ergiebt 

Daraus  erhalten  wir  für  den  Punkt  O  mit  den  Coordinaten 
«  =  --y/a(a'^  x),  ß  =  0  

'    a-\-  X 
Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  in  pai-alleler  mA 

senkrechter  Richtung  z\x  OB  sind  cy ^_,    ^y      ^        so   dass  die 

^    a  +  X       ^    a-\- X 
Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  0  5  um  O,  welche  ca  sein  möge. 

iü^cy  — —  •  Va (a  -4-  x)  =  — —  =  n. 

b)  Die  Gerade  OB  dreht  sich  mit  »konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
ö)  um  0  aus  der  Anfangslage  OjBo«  Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwin- 
digkeit i2,  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  und  die- 
jenige des  Momentancentrums? 

Ist  OB  (Fig.  128)  die  Lage  der  sich  um  O  drehenden  Geraden  zur 
Zeit  t,  dieselbe  gerechnet  von  dem  Beginn  der  Bewegung  an,  so  haben 
mr  2i.BoOB=xp~(ot,  Bq  B  —  €  =  atgtp  =  atpcot,  wodurch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  B   Vb  =  -r  =  — ö Damit  ergiebt  sich 

dt         C08^(M)t 
Vb  rt  O)  1 

B  C      cos^  o)  t   a  8CC  ^  (at 
Die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momentancentrum  ist  gleich  der  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Systemgeraden  O^  um  O. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  F)  bezüglich  der  beweglichen  Aien 
sind  B0  =  asecxp,  0 C  =  aseciptgip,  daher  ist  der  Abitand  des  Punk- 
tes D  von  C  r  =  y{a  4-  a  8ec  xp)^  -h(ß  —  a  8€c  \f)tg  xpY,  womit 

V  =  üü  ,  r  =^  ü^y  a^  -{-  ß^  +  a^  8ec^  (o  t  -¥  2  a  sec  « <  (a  —  ßtffwt). 
Hieraus  folgt  mit  a  =  ß  =  0  für  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 
Vß^aco  8cc^  o)  t.    Die  Geschwindigkeit  des  augenblicklich  mit  dem  festen 
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Punkte   0   zusammenfalleüden    Systempunktes   ist,    weil    für    denselben 

«  z=  a  8€C  1/;,  /?  =  0,  Vo=^  aiü  sec  (ot,tff<ot 

Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  C  ist,  wenn  de  den 

in   einem  Zeitelemente  von  ihm    beschriebenen  Parabelbogen  bezeichnet, 

ds 
V  =  ^'    Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  mit  ihrem  Scheitel  als  Pol 

und  1/;  als  Polarwinkel  q  =  a sin \p sec^  xfj.  Nun  ist  d8^  =  dg^-h  Q^d  i/^S 
und    weil   dQ  =  a(o  sec^  w i  (2 sin^ (ot  aeciat  -*-  coe cot)  dt^   d  \p  =  oad  U 

(^-^^  ^=  a«  0)2  src^  6W  (1  -4-  4  tg^  a>  0,  mithin 

Die  Fortschrittsgeschwindigkeit  des  Momentancentrums  ist  eine  veränder- 
liche Grösse,  sie  wächst  während  der  Zeit  von  <  =  0  bis  <  =  oc  von 
U=  aw  bis  U=oo, 

c)  Die  Bewegung  des  Systemes  ist  so  beschaffen,  dass  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  das  Momentancentrum  konstant,  Si=  (o  ist.  Welches 
ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  imd  diejenige  des 
Momentancentrums  ? 

Zur  Zeit  t=0  falle  der  Punkt  B  mit  dem  Punkte  Bq  zusammen, 
zur  Zeit  t  =  t  sei  Bq  B  =  s,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 

TT  ^*  2    I 

T  .B  =  3-  =  a  0)  sec^  xp. 
dt 


Nun   ist   8  =  atp  ^^    mithin    auch    Vb=  -7-  == 


d8  a     dxj;  a 


dt         COS^lp  dt         €08^  \p 


(ü 


wo  0/  =  -r^  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  OS  um  O  bedeutet. 

Aus  den  zwei  Eelationen  für  Vb  folgt  co'  =  a>,  d.  h.  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Systemgeraden  OB  ist  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  um 
das  Momentancentrum.     Daher  ergiebt  sich  mit  %p  =  (at 

Vb  =  a(o  8€c^  (ü  L 
Mit  Rücksicht  auf  b)  ist 

F=  w  V«*  4-/?^  -f-  a^8ec^(ot-h-  2a8ec ui t{a  —  ß tg (ot) 

U=  aco  sec^  m  t  y  1  -h4tg^(i)  t. 

d)  Das  Momentancentrum  schreitet  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
€  fort,  oder  --  was  dasselbe  ist  —  die  Curve  (F)  rollt  gleichförmig  auf  der 
Curve  (C).  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum?  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen 
Systempunktes  ? 
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u     rr 

Hier  haben  wir  zunächst  das  Verhältnis  — =- — r^  zu  bestimmeE. 

Ä    Fl  ±  r 

Die  Polargleichungen  der  Curven  (C)  und  (f)  sind 

Q  =  a  sin  \p  aec^  t^,         q'  =  a  sec^  t/;, 
und  die  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  lau>: 

2n2 


r= 


Hiermit  ergiebt  sich 


8 

r-j{l  +  tg^xp)  ,  Ti l^2tff^rp 

Mit  diesen  Werten  erhalten  wir,  beachtend,  dass  beide  Curven  gleich  ge- 
krümmt sind, 

Zufolge  dieses  Resultates  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momec- 
tancentrum 

U  C  C08^  \f) 

a sec^  xp  Y^i -h  ^  tg^ \p      a^  1-h  4fg^\p 

Diese  Geschwindigkeit  ist,  weil  sie  eine  Punktion  des  Winkels  %p^  eior 

c 
periodisch  veränderliche  Grösse.     Mit  tp  =  0,  tt,  2  7r,...  ist  i2  =  -.  nu: 

if;r=  — ,  — -TT,  ...  ist  Ä  =  0.    Die  Winkelgeschwindigkeit  Q  besitzt  iir 

Maximum  —  >  wenn  das  Momentancentrum  den  festen  Punkt  O  pa^«ft 
a 

ihr  Minimum  0,  wenn  C  in  dem  unendlich  fernen  Punkte   seiner  Bak 

ankommt. 

Der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  von  dem  MomenUn- 

centrum  C  ist  bereits  unter  b)  als  Funktion  des  Winkels  tp  dargest^E 

worden,  so  dass  dessen  Geschwindigkeit 

C  cos    Xij  r ■ 

pr—  — ^z:=zya 2  _|_  ^2  4-  a^ sec^ yp -¥  1  a sec yp  {a  —ßtg^y 

ayl  4-4<^2^ 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B  ist  daher  Vb  = 


Yl-^^tgh 


diejenige  des  Systempunktes  O  Vo=    ,-  •    Die   Component«: 

Vl4-  4  tg^xp 

der  Geschwindigkeit  Vß  in  paralleler  und   senkrechter  Richtung  zu  Oh 

sind  Vb  sin  \p^   Vb  cos  ip,  die  erstere  giebt  die  Geschwindigkeit,  mit  weldie' 
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sich  die  Gerade  05  in  ihrer  Kichtung  bewegt,  die  zweite  ist  diejenige» 
welche  in  B  die  Gerade  05  um  O  dreht.  Bezeichnen  wir  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Geraden  05  um  O  mit  w',  so  ist  demnach 

,       Vb  cosxp  ccos^xp  ^ 

(o  —-  — -,-= —  =  — —=1-=-^     =  Q. 

Bezeichnet  s  den  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrum  durchlaufenei^ 
Weg,  vorausgesetzt,  dass  zur  Zeit  t=0,  C  mit  O  zusammenfällt,  dann  ist 


s  =  ct=f 


1  

8  =  ct=-^tgxljy~l  'h4fg^xp'hjal{2tg^p-^yi  -h4tg^xp)' 


Figur  129. 


5.  Ein  ebenes,  unveränderliches 
S3^teni  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so^ 
dass  die  eine  der  zwei  unter  rechtem 
Winkel  sich  schneidenden  Systemgera« 
raden  OP,  PS  (Fig.  129)  stets  durch 
den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere, 
PSf  an  einem  in  der  Ebene  festen 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  M  von  0  [um 
die  Strecke  e  entfernt,  dessen  Radius 
a  ist  ,  hingleitet.  (Siehe  Problem  7» 
Teil  I.) 


a)  Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  ist  konstant,  gleich  c. 
Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momen- 
tanc^ntrum?  )Velches  ist  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 
punktes ? 

Die  konstanten  Krümmungshalbmesser  der  Curven  {C)  und  (r)  sind 

/"—-—,  Pi  =ej  so  dass ,  weil  diese  Curven  auf  derselben  Seite  der  ge- 
meinschaftlichen  Tangente  liegen, 


U 

n 


rn 


e 


Fl—r  e 


=  e. 


Daher  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momentancentrum 


i2  =  —  =  —  =  0), 

e        e 


welche  sonach  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systemes  konstant  ist. 
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t 

Für  den  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrom  durchlaufenen 
Bogen  OC  haben  wir,  wenn  O  die  Anfangslage  von  C,  mit  2^,0 NC=-yt, 

€  d  \1)  c 

OC  =  8=ct  =  -jrxp ,     wodurch  -—-  =  2  —  =2 «.  Die  Winkelgeschwindig- 

keit  des  Momentancentrums  ist  gleich  der  doppelten  Winkelgeschwindig- 
keit des  Systemes  um  dasselbe. 

Sind  Oi0^x\  O  C  =y  die  Coordinaten  des  Punktes  (C,  f)- 
Ol  2>'  =  a ,  D'  B  =  ß  diejenigen  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ftr 
die  beweglichen  Axcn  O^  Xi ,  Oi  Fi ,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  F  def 
Punktes  D 

Nun  ist 

a?  =  Ol  O—  —  2.  ON .smZi — ^ — =  —2.  ^«znl^-  "ö"    )  =^<^^7 

y'=  0C=  —2.0N.6m2i.0NC  =  —  2  .~«/n|  =  —  ^«in|^ 
folglich  (a  —  Ä?')^  H-  05  —  J/')2  =  (a  ^-^  cos  I  j    -4-  (i?  -h  <?«m  |)  " 

—  «2 


«2  _^  ^2  ^  ^2  +  2  ö  r«  (Tö*  I  -h  /9  «n  I j 


2c 
Mithin  erhalten  wir,  weil  u;  =  —  /  =  2a)<, 

€ 

V=m  V  «2^  /9^^^2  +  2T(a  Cö«  tt)  t  -^  ß  sin  oo  /). 

Die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind  a  =  a ,  /9  =  0 ,  wodurch  seine  G^ 
schwindigkeit 

Fp=  CO  y  rt^  4-^^-4-  2ae€0S(üt. 

Für  den  mit  dem  Punkte  Oi  zusammenfallenden  Systempunkt  ist  a=ß=iK 
daher  dessen  Geschwindigkeit  Fo^  =  «  ^  =  (? ,  gleich  der  Geschwindigkeit 
des  Momentaucentrums ,  was  auch  daraus  hervorgeht,  dass  der  Strahl 
CNOi  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  2o)  um   den   Mitfcl- 

punkt  N  des  Kreises  {C)  dreht,  welches  giebt  Vo^  =  2m.-^  =z  foe  =  f. 

c        c 
Weil  COi  =  €,  so  erhalten  wir  hierdurch  auch  ß=-—;r,=—=  w,  ohne  die 

Krümmungshalbmesser  der  Curven  (C)  und  (r)  zu  benutzen.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  auf  dem  Kreise  (r)  dem  Geschwindigkeitspole  C  dia- 
metral gegenüber  liegenden  Punktes  2>i  ist,  weil  GD  =  2e^  2a)e  =  2r. 
diejenige  des  mit  O  zusammenfallenden  Systempunktes,  weil  für  denselb» 

«  =  —  €  COS  TT »  /?  =  0,      Vo  =^  c  ein  —  <  =  e?  sin  (ot 

Alle  auf  dem  Strahle  C  N Di  liegenden  Systempuukte  besitzen  wth* 
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rend  der  Bewegung  des  Systemes  konstante  Geschwindigkeiteu ,  es  fragt 
sich  daher,  ob  es  nicht  noch  weitere  Systempunkte  mit  konstanten  Ge- 
schwindigkeiten giebt.  Die  Geschwindigkeit  V  ist  nach  der  für  sie  ge- 
fundenen  Belation   konstant,   wenn   acos^  -hßsin^  =0,  d.  i.   wenn 

-^  =  —  f(7  V  ^^^°  ^"^^  2J1  O  Ol  2>i  =  TT  ~  I',  oder  2Jl  JTi  Oi  J^i=%  ist- 

Daraus  folgt,  dass  nur  die  Systempunkte  des  Strahles  CNDi  konstante 
Geschwindigkeiten  besitzen,  f&r  alle  übrigen  Systempunkte  ist  die  Ge- 
schwindigkeit periodisch  veränderlich. 

Der  Winkel  d=2f:P0JCist  =%  =  (üt,  so  dass  ^  =  a>,  d.h. 

^  dt 

die  Gerade  PO  dreht  sich  um  den  Punkt  O  mit  einer  der  Winkelge- 
schwindigkeit i2  gleichen  Winkelgeschwindigkeit. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  (F)  ist  doppelt  so  gross  als  derjenige 
der  Curve  (G),  daher  wird,  wenn  die  Gerade  PO  eine  volle  Umdrehung 
macht,  der  Kreis  (C)  von  dem  Momentancentrum  zweimal  beschrieben. 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  S  ist  nicht  konstant ,  sondern 

es  ist  Vs  =  —-CS  =  --fa'heco8 ^^  =  (a{a  +  ecosoD t). 


b)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancen- 
trum ist  konstant,  gleich  oo.    Wie  gross  sind  U  und  F? 

Weil  der  Punkt  Oi  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  der  Punkt  C  be- 
sitzt, so  ist 

U  =  w.  C Ol  =  coe  =  c^ 

sie  folgt  auch  aus  --  =  e,  womit      C7'=ß.^  =  o)^  =  (?. 

Die  Bewegung  des  Systemes  ist  mit  derjenigen  unter  a)  identisch, 
daher 

V=  (o\a^  -h  ß^-he^  -h  2  e  (a  cos  cot  -h  ß sin  (ot). 

c)  Die  Gerade  OP  dreht  sich  um  den  Punkt  O  so,  dass  der  Win- 
kel J^OP  =  S  proportional  der  Zeit  wächst,  3  =  cot  ist.  Wie  gross  ist 
die  Fortschrittsgeschwindigkeit  des  Momentancentrums,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  dasselbe  und  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 
punktes? 

Weil  4.0NC  =  28  =  2(at,  so  ist  offenbar 

^  (öe        (oe 

Ut=^2(0t.-^t  U=  (ae  =  C^  Si=^-^r;:r-  ^  —  =  ü). 

2  COi        e 

Die  Bewegung  des  Systemes  ist  mithin  dieselbe  wie  unter  a),   so  dass 
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für  die  Geschwindigkeit  V  eines  beliebigen  Systempunktes  auch  hier  in 
dort  gefundene  Wert  gilt. 

d)  Der  Systempunkt  P  bewegt  sich  mit  einer  konstanten  Geschwin- 
digkeit c  in  seiner  Bahn.     Zu  bestimmen  Si,  V  und  U. 

Für  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Momentancentrum  C  hak: 
^ir,  mit  2iP0JC=d, 

folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentai- 
^ntrum 


PC      Y^i^^e^ -h  2 a e CO8  d 
Der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  2>  von  C  ist  gegeben  dur(i 

CD^  =  a^  +  ß^  -h  e^  '{-2e{aco8d  -{-  ß  sin  3) ,   mithin   ist  die  Geschwin- 
•digkeit  dieses  Punktes 

j/a^  -h  ß^-he^  ■+-2e{acosd'h  ßsinJ) 

^  a^ -\- €^ -^2aeco8S 

^us  welcher  Gleichung  die  Geschwindigkeiten  besonderer  Systempunkte  d:!' 
Leichtigkeit  abgeleitet  werden  können. 

Der  in  der  Zeit  t  von  dem  Geschwindigkeitspole  C  zurückgelegte  W^: 

{si)  ist,  wenn  seine  Bewegung  vom  Punkte  O  aus  beginnt,  8i=^-^2h-fl 

daher  ist 

_      dsi         d8 

dt  dt 

Die  Winkelgeschwindigkeit  -^     der  Geraden  O  P  um  O  lässt  sich  bestii- 

dt 

men  wie  folgt.     Die  Länge  des  in  der  Zeit  t,  dieselbe  gerechnet  vom  fe- 

ginne  der  Bewegung  an,   von   dem  Punkt  P  durchlaufenen  Curvenbogec? 

ist  «  =  c  t,  die  Gleichung  der  Bahn  {P)  in  Polarcoordinaten  mit  dem  U:- 

Sprunge  O  und  der  Polaraxe  0  JT  ist  q  =:^  a  -^  e  co8  S.    Das  Bogenelemc:: 

•des  Bahnbogens  s  ist  allgemein  ^^^r   Q^'^yri^  ^<^»  folglich  wti! 

— ~  =  —  esind,  ds  =^\  (a  A-  e cos S)^  -h  e^ sin^ ddd 
d  o 

=  (a-he)y  1  — 7 rösm^-^f  SO  dass  mit  z —  =  m^ 

{a  +  e)y  l—TO««;,,-- 
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Sonach  ist  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums 

Z7  = 


(a+^)^l_^2^-^2^ 


Es  wäre  nun   noch  wünschenswert,  den  Winkel  als  Funktion  der  Zeit  darzu- 
stellen.   Mit  —  =  9  ist 


8 


=  C  <  =  2  (a  +  6)  fy  1  —  t»2  Sin^  g>(l9>-^C, 


woraus  9>  und  sodann  d  zu  bestimmen  wäre.    Das  hier  vorkommende  Integral  ist  aber, 
"weil  m  ^  1,  ein  elliptisches  der  zweiten  Gattung,  wesbalb  davon  abgesehen  werden  soll. 


Figur  180. 


6)  Ein  ebenes,  unveränderliches  Sy- 
stem bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so, 
dass  die  eine  der  zv^ei  Systemgeraden 
O Py  PS,  welche  einen  beliebigen  spitzen 
Winkel  OPS  =  y  (Fig.  130)  miteinander 
einschliessen ,  stets  durch  den  festen 
Punkt  O  geht,  die  andere,  P  S,  an  einem 
^  in  der  Ebene  des  Systemes  festliegenden 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  M,  dessen 
Abstand  von  O  gleich  e,  und  von  dem 
Radius  a  hingleitet.  (Siehe  Problem  8, 
Teil  I.) 


a)  Das  Momentancentrum  besitzt  eine  konstante  Geschwindigkeit  c. 
Zu  bestimmen  Q ,  V  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  O  P 
um  0. 

ff 

Weil  hier  r=-^cosecY,  /li  =eco8ecy,  beide  Curven  {C)  und  (r) 
auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen,  so  ist 


e 


€  cosec  y  —  -jr-  cosec  y 

nn_  Fl  —r_ f =  1  w 


=  —  8in  y, 

€ 


mithin 


€  cosec  Y .  -^  cosec  y 
JÖ  =  —  8in  y  =  ft). 


Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  B  ist,  wenn 
^',  y  die  Coordiuaten  des  Punktes  (C,  r),  «=  Oi2>',  ß  ^  D'  D  die- 
jenigen des  Punktes  D  für  die  beweglichen  Axen  Oi  X^,  Oi  Yi  sind, 
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Weil  aber  a;'  =  Oi  0  =  —  e cosec y . cos^f  y  z=  OC  =  —  e cosec y .mx-i- 
mit  4-0NC=\\f,  so  wird  {cc-xY  -^(ß—yY=^  (a  -\-  ecosecy  ^cos^ 

ß  -h  e  cosec  Y- sin -^j  »  SO  dass,  wenn  wir  die  Relation  ^=2  —  «ny.i 

=  2(ü6  berücksichtigen, 

T^=  ö^y  a*  +  ^*  -i-  ^^  {?OÄ^c 2  y  -h  2  tf  co«<'6*  y  (« cro*  mt  -\-  ß  sin  to t). 

Für  den  Punkt  P  ist  a  =  a  coi^<7  y,  /?  =  0,  mitbin 

Vp  =  (ocosec  Y  ya^  -i-  ^  ^  -h  2  a  ^  <7ö«  ö)  /. 
Ferner  sind  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  Oi   unfl  O 

Kr>.  =  —  8tn  Y .  ^  cosec y  =^  c.      Vo  =  —  stn y .  e  cosec  y .  azn  ^  =  c sm  «/. 
e  '  e  '2 

Der  Abstand  des  Punktes  S  von  C  ist  SC=  ÄJIf  +  MC=a  -+-  eco«cj 
XsviCy'^^^  ^ßil  ^  Jf  JVC=  2y— tf;,  daher  ist  die  Geschwindigkeit 

dieses  Punktes  Vs  =  (a\a-h  e cosec Ysin{Y  —  (ot)\. 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  D  ist  von  dem  Winkel  e 

unabhängig,  wenn  acos^-h  ßsin^^O,  d.i.  wenn-=  —  tg^*  dieses  ist 

J  ^  et  ^ 

mithin  der  Fall  für  die  auf  dem  Centralstrahle  der  Kreise  (C)  und  {!) 
liegenden  Systempunkte,  denn  dieser  schliesst  mit  der  Abscissenaxe  Oi  Ä: 

den  Winkel  ^  ein.     Beispielsweise  ist  die  Geschwindigkeit  des   Punkte? 
Dl   auf  C Ol  und  (r)  VD^  =  ^sinY .2ecosecY  =  2c. 

Setzen  wir  2J:P0^=J,  2i.N0M=€,  dann  ist  S-s+%  *  =  Ci"~0 
cos  €  =■  sin  Y  9   so    dass   sin  3  =  sin  fe  -\-  ^  j  =  sin  €  cos  ^  -4-  cos  €  sin  ^ 

=  cos  Y  cos  -^  -h  sin  y  «m  -^  =  cos  r  y  —  ~  jt 

S  =  ar^?  |*2n  =  cos(y  —  «Ol- 
Die  Ableitung  dieser  Gleichung  nach  t  giebt 

d  S  c    . 

-  —  =  «  =  —  «in  y. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Systemgeraden  P  O  um  O  ist  daher  gleich 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum. 

Setzen  wir  4  SM^=  d\  so  ist  J'  =  ^  —  Ty  -+-  «  - 1)  =  £  -f 
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4- 1  =  ^  =  w  ^.     Dieser   Winkel   ändert   sich  mithin  proportional  dem 

Winkel  \p,  er  ist  stets  gleich  der  Hälfte  von  ihm. 

Zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit  Vp  des  Systempmiktes  P,  welche 
senkrecht  zu  CP  gerichtet  ist,  in  ihre  Componenten  parallel  und  senk- 
recht zu  P Oy  so  sind  dieselben  mit  2^.0 PC  =  v 

Vp  sin  v=Q.  PC.  -i^r-z,  =  Si  ,OG  =  —  sin  y .  a  cosec  v  sin  ^  =  2  c  siu  « t, 

PC  €  2 

FpfOÄV  =  Ä.  PC .-z^Yi"^  Q.OP  =  —sinYfa  -h  e cosec ycos^^ 

=  (o{a-\-  €  cosec  y  cos  « t). 
Die  erster«  Componente  ist  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Punk- 
tes P  nach  O,  die  letztere  ist  die  OJP  in  P  um  O  drehende, Geschwin- 
digkeit.    Für  die  Winkelgeschwindigkeit  o/  der  Geraden  0  P  um  O  be- 
kommen wir  mithin 

,      Vpcosv      ^  OP      ^  (18 

wie  oben. 

Auch  hier  wird  der  Kreis  (C)  von  dem  Punkte  r  zweimal  durch- 
laufen, wenn  die  Gerade  OP  eine  Umdrehung  macht 

Mit  y  =  •«  schneiden  sich  die  Systemgeraden  PO,  PS  rechtwinkelig 

(Fig.  129,  S.  881),  aus  obigen  Resultaten  folgt  fQr  diesen  Spezialfall, 

weil  dann  cosec  y  =  1, 

ß  =  oj,      F  =  (oYa^  -h  ß^  -he^-\-2e{acos(ot-b  ßsina  t% 
Vp  =  «Ya*  -f-  e^  -f-  2  aecosoat^  Vpsinv  =  2csin(ot, 

7  ^ 

Vp  cos  V  =  ö)  (a  4-  ^  cos  w  t),        (o  =  -jj  =  «,     wie  oben  unter  5. 

b)  Das  System  bewegt  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
(ü  um  das  Momentancentrum.  Wie  ist  die  Geschwindigkeit  des  Momen- 
tancentrums und  diejenige  eines  beliebigen  Systempunktes  beschaffen? 

Weil  ^  =  ^  cosec  y ,  so  ist   Z7  =  w  ^  cosec  y  =  c.     Die  Bewegungs- 

Verhältnisse  sind  dieselben  wie  unter  a),  der  weitere  Verlauf  der  Unter- 
suchung ist  derselbe  wie  dort. 

c)  Die  Systemgerade  O  P  dreht  sich  mit  konstanter  Winkelgeschwin- 
digkeit 0)  um  den  Punkt  O.    Zu  bestimmen  Tly  Si  und  F. 

Befindet  sich  zur  Zeit  ^  =  0  das  Momentancentrum  in  0,  so  schliesst 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  22 
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die  Gerade  OP  mit  der  Abscissenaxe  den  Winkel  e  =  C-^  —  y^ein.  Zcr 
Zeit  t  =  t  macht  die  Gerade  OP  mit  ihrer  Anfangslage  den  Winkel r. 


so  dass  ^  =  cö  ^    In  derselben  Zeit  legt  der  Geschwindigkeitspol  den  Weg 

«  =  —  cosec  y .  ^  =  Q  cosec  y .  2  w  t=eco8e€  y,(at  zurück,  mithin  ist  die  Fort- 
Schrittsgeschwindigkeit  des  Momentancentrums 

TT  ^^ 

dt  ' 

und  folglich  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  dasselbe 

^  TJ         €  (ocosec  y 

C  Ol        €  cosec  y 
Die  Bewegung  des  Systemes  ist  hiernach  ebenso  wie  unter  a)  bescMes, 
der  weitere  Verlauf  der  Untersuchung  mithin  derselbe  wie  dort. 

d)    Der  Systempunkt  P  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c 
in  seiner  Bahn.    Zu  bestimmen  12,  ü  und  F. 

Für  den  Abstand  des  Systempunktes  P  vom  Geschwindigkeitspole  C 

2    ^  _«    .       o «,.   .   o ^ 


besteht  die  Relation  CP  ==  a^  -h  ^^  cosec^  y+2a€  cosec  y  cos  ■§»  folglich  k 


n  = 


1/: 


2 


•+-  e^  cosec^  y  4-  2  a  <?  cosec  y  cos  ^ 


und,  weil  U:Si  =  €  cosec  y, 


___  c  e  cosec  y 


Y  a^'he^cosec^Y-i'2aecoseCYCos-^ 


.u^ 


Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  ist  mit~  =  J' 

-j/ct^  •+-  ß^  -h  e^  cosec^  y  -h  2e  cosec  y  {a  cos  If  -^  ß  sin  f) 

'  (Z^  -h  €?^ cosec^ y  -^2ae cosec y  cos «T 

Die  Darstellung  des  Winkels  i'  =  ^  als  Pimktion  der  Zeit  führt  zu  keinei 

einfachen  Resultate.     Es  ist  «J'  =  rf  — -  e  =  J  —  T-  —  y\  so  dass,  wenn  ^ 

als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist,  auch  ^  durch  die  Zeit  ausgedrück 
werden  kann.  Die  Gleichung  der  Curve  (P)  ist  nach  7 ,  Teil  I,  («*  +  f 
—  esc  — (.iyY=^a^cosec^y(x^ -^-y^^  woraus  als  Polargleichung  folgt 

Q  =  a  cosec  y  -^  e  cos  S  -h  fx  sin  S, 
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Damit  ist  far  das  Bogenelement  d  s  der  Bahn  (P),  wenn  jtt*  4-  <?^  -h  a^  coaec^  y 
t=  »i,  2  a  cosec  y  =  n  gesetzt  wird^ 

Fällt  nun  zur  Zeit  ^  =  0  die  Gerade  P  O  mit  der  Abscissenaxe  zusammen, 

womit  eine  Relation  zwischen  3  und  t  gegeben  ist,  durch  welche  3  aber 
nicht  in  einfacher  Foim  als  Funktion  der  Zeit  ausgedrückt  werden  kann. 
Am  einfachsten  erhalten  wir  den  Winkel  3  und  sodann  den  Winkel  ^ 
dadurch,  dass  wir  die  Strecke  /f  =  et  durch  Konstruktion  auf  (P)  von  der 
Abscissenaxe  aus  aufwickeln,  sodann  O  mit  dem  Endpunkte  des  erhaltenen 
Bogens  durch  eine  Gerade  verbinden,  welche  die  entsprechende  Lage  von 
OP  giebt  u.  s.  f. 

Noch  folgt,  wenn  die  Gleichung  für  ds^  auf  beiden  Seiten  mit  dt^ 

geteilt  und  beachtet  wird,  dass  ;^  =  <?i  für  die  Winkelgeschwindigkeit  der 

Geraden  PO  um  O 

dd_ c 


V 


m 


n 


n  {e  C08  3  ~t  fi  sin  3) 
Mit  y  ^'-^  gehen  die  erhaltenen  Resultate  in  diejenigen  für  denselben  Fall 

unter  5)  über. 


7.  Ein  ebenes,  unveränderliches 
System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene 
so,  dass  ein  bestimmter  Punkt  B  einer 
^  Systemgeraden  die  feste  Gerade  (G) 
beschreibt  und  diese  Systemgerade  zu- 
gleich stets  einen  festen  Kreis  (R)  mit 
dem  Mittelpunkte  O  und  dem  Radius 
OB=:r  berührt,  wobei  der  Punkt  O 
von  der  Geraden  (G)  um  die  Strecke 
O  Bo=  a  entfernt  ist.  (Siehe  Problem  5, 
Teil  I.)     (Figur  131.) 

Wir  verwerten  hier  die  Resultate  und 
Bezeichnungen  im  ersten  Teile.    Die  Polar- 
gleichung der  Curve  (C)  ist  (> = (r  4-a  cos  vA) 
X  cosec^  &,  diejenige  der  Curve  (r)  mit  Bq  als  Pol  und  Bq  X  als  Polaraxe 

(a*  —  f*)  Q^  co8^  (p  -hia^vQ  sin  (p  cos^  (p  =  a*.     Den  Winkel  PBC  = 

ji 

^  —  v^  setzen  wir  in  der  Folge  gleich  xp. 


2> 

1k                    ^^^3  J 

9 

\ 

/^lA<i^ 

?  \ 

^         V     V' 

Figur  131. 
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a)  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  ist  konstant  und  gleich  r. 
Die  Bewegung  desselben  erfolgt  in  der  Sichtung  B^  J5,  zur  Zeit  ^  =  0  fall: 
der  Punkt  B  mit  J?o,  das  Momentancentrum  mit  dem  Punkte  O  zusanomeii. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentazh 
centrum,  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  und  diejenige  eines 
beliebigen  Systempunktes? 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 
ist  Q  =  -^-r^  und  weil  J5  C  =  (a  +  r  sin  t/;)  sec^  %\) 

^                              C                                 C  C08^  W  ,. 

•ß  =  7 1 s «—  =  T^-  Ol 

Ist  nicht  der  Winkel  t|;,  sondern  die  Zeit  t  der  Bewegung  des  Punktes  B 
von  Bq  bis  B  gegeben^  so  haben  wir  12  als  Funktion  der  Zeit  darzustellen. 
Der  Weg  des  Punktes  B  in  der  Zeit  t  ist 

Bq  B  z=.  8  ^=  atg \\}  -{- r 8ec \p  z=z  et. 

Damit  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung 

sin \p  = 2 272  (ö&^  T  c ^  \Aa^  —  r^-i-c^  t^)  =  cos  O^y         (2) 

coe tp  =    o        9-i{crt±a Va^  —  r *  4-  c^ t^)  =sin  ^,  (3] 

Nun  folgt  aus  (1),  (2),  (3) 

c{crt±aYa^'-r^  +  c^t^^ 

Hier  gelten  offenbar  die  oberen  Zeichen  so  lange  als  sin  ip  positiv  ist. 
Mit  (2)  und  (8)  sind  die  Winkel  ip  und  ^  als  Funktionen  der  Zeit 

1           crt±a^/a^—r^'^cHA  . 

x^  =  arc  {cos  = ^2~+^<^ 1      ^^^ *  ^^* "^  ^* ' '        ^^ ^ 

0^  =  arc  {szn  = ^2^7^« 1=  «»'^•1«^  =  «*  i-        (^' 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  t 
für  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Geraden  P  B  und  O  C  um  P  und  0 
dxf)  __      dO' 
dt'''^dt 


2(?<|cr<±aVa2— r2+c2>j-(a24-cWcr±r^^ 


r^-f-c^i« 


.  (7) 


welche  absolut  genommen  von  gleicher  Grösse  sind. 

Bezeichnet  ds  das  Bogenelement  der  Curve  (C),   so   ist  die  G^- 
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d  8 
schwindigkeit  des  Momentancentrums  t^=  — •     Aus   der   Polargleichung 

^  z^^i^-i-  a  8in  \p)  sec^  xf.'  der  Curve  (C)  folgt 

4-  a^ €08^ ip  -^  iasinipir  -{-  a 8m xp)  j d i//^ 
mithin  ist 

^"dt        '''    "^  dt^  _  (8) 

\^(1  4-  4  ^^*  1//)  (r  4-  a  8in  xpY  -\-  a^  cos^  xp  -{-  4  a  sin  xp  (r4-a  sin  \p). 
Durch  diese  Gleichung  ist  die  Geschwindigkeit  U  vollständig  bestimmt, 

-denn  — ^  und  die  goniometrischen  Punktionen  des  Winkels  xp  sind  bereits 

als  Funktionen  der  Zeit  bekannt. 

Um  die  Geschwindigkeit  V  eines  beliebigen  Systempunktes  D  zu 
bestimmen,  setzen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  D  und  (C,r)  für  die 
beweglichen  Axen  BX^  BTi,  BD'  =  a,  D'D  =  ß,BP^w\  PC=y\ 

womit 

r  =  Ä  V(a-a?y4-Ö-yr. 
Es  ist  aber  a?'=  BP^  — (a4-r«wtp)ÄtfCip,  y  =-PC=(a-{'rsin\p)8inxp8ec^tp^ 
wodurch       {a  —  a?')*  4-  (/?  —  y  )^  =  a*  4-  /?*  4-  (a  4-  r  sinxp)^  sec^  tf;  4-  2  (a 
—  ßtgyp)  (a  8cc\\}-^r  tg  \\i)  wird,  so  dass  hiermit  und  mit  (1) 


,_      C  €08^  xp 


(9) 


a  4-  r  «/* !/; 

y^a^  4-  j9^  4-  (a  4-  r  «m  i}»)^  *^{?^  ip  -h  2{a  —  ßtg\p){a  secrp-i-r  tg  \p). 

Hieraus    lassen  sich  bequem    die   Geschwindigkeiten   besonderer  System- 
punkte ableiten. 

Mit  r  =  0  wird  der  Kreis  {R)  zu  dem  Punkte  O,  die  Curve  (C)  zu 
«iner  gemeinen  Parabel,  es  erscheint  das  unter  4)  behandelte  Problem 
und  geben  die  oben  erhaltenen  Besultate  für  diesen  Fall 


dip  dd'  ac 


^  =  arc  (  8in  = ■—  i,    --  =  —  — -  =  - 

V  '^a^-^c^i^'f     dt  dt       a 

U=a  8€€^  xjj  -ß  VrT4"Ä  =  -  Ya^-\-AcÜ^, 

dt  a 

V=  - cos^ xp  y/a^'^ß'^  4-  2a8ecxp(a  —  ßtgxp) 

CL 


"O  ^9    ^^^ 


4-c2<2 


a^  +  c*«« 


{(a''+/9>«+(rt2+cV)«+2a(a«  — /ScOVa-+<-*<Hl 
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Zur  Zeit  t  =  0,  wenn  das  Momentancentrum  mit  dem  Punkte  O  zusammen- 
fällt, ist  \p  —  0, 

a  'dt  dt       a 

b)  Das  Momentancentrum  C  schreitet  so  in  seiner  Bahn  fort,  dass  der 
"Winkel  CO  F=t/;  direkt  proportional  der  Zeit  sich  ändert.  Zur  Zeit  *  =  0 
befinde  sich  das  Momentancentrum  in  R,  dem  höchsten  Punkte  des  Kreises  {R\ 
falle  also  die  Systemgerade  B  P  mit  der  zur  Abscissenaxe  parallelen  Linie 
jK  Ri  zusammen,  zur  Zeit  t  =  t  in  (7,  welchem  Punkte  die  Lage  ^  P  der 
beweglichen  Geraden  entspricht,  und  es  sei  2J1<70  F=<2J1  CBP=2S.SiOBti 
=  \f}=^  (ot.  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum,  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  und  diejenige 
eines  beliebigen  Systempunktes? 

Die  Projektion  des  Gurvenbogens  RC^  welcher  von  dem  Momeatan- 
centnim  in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  auf  die  Gerade  (ö)  ist  die  in 
derselben  Zeit  von  dem  Punkte  B  durchlaufene  Bahn  RiB=  Bq  B—r 

= ~ r  =  atgrp  -i-  r {sec i/j  —  1) ,    SO  dass,   wenn   wir    dieselbe 

mit  8i  bezeichnen, 

8i^=^  atg  wt-hr  {sec  tat  —  1). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  als  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 

T_        dsi  a<a  simat  o     ,/  .         > 

Vb  =  "T-  =  — ö h  r  ö) .  — 5 —  =  0)  sec^  «  Ha  4-  r  sin  w  t). 

dt       cos-oat  cos^mt 

Daher  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentnim 
^        Kß       w  8€c^  0}  t(a  -i-r  sin  tot)       o)  sec^  a)t{a  -h  r  sin  (o  t) 
B  G  {a  -h  r  sin  ^)  sec^  i/;  sec^  (ot{a-h  r  sin  cö  t) 

sie  ist  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  BP. 

ds 

Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  C  ist  ?7=  -7--   Unter  a) 

wurde  gezeigt,  dass 

-  =  sec^^j-^X  ^^^ 

\^(1  4-  4  tg^  \^)  (r  +  asin^  \pY  "*-  «^  ^os^  if;  4-  4  a  «m  i/;  (r  -*-  a  shi  ip), 

mithin  erhalten  wir  im  vorliegenden  Falle,  weil  hier  ij;  =  w  ^  -^  =  m, 

dt 

U=  (oscc^cat  X 

\^(1  -^4tg^o)t){r^asin(ot)^  ■+-  a^oos^tot-^  4asin(at{r -^  a  sin 40t). 
Die   Geschwindigkeit  Z7  wächst  mit  der  Zeit;  zur  Zeit  ^=0  ist  U— 

(o  Va^  _|.  ^2^  2ur  Zeit  t  =  QC  ist  U=qc.    Die  Bahnen  R  C  und   J?,  B 
werden  von  den  Punkten  C  und  B  in  gleicher  Zeit  beschrieben. 
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Ist  8i  gegeben,  so  lässt  sich  leicht  eine  Gleichung  für  die  Zeit  aaf* 
stellen.    Wir  haben  die  Relation 

Si-h  r  =  atfftot  -h  r8ec(ot  =  atg(ot  -hr '^l  -h  tg^oatj 
aus  ihr  folgt 

tga)t=    2  _-— 2  ja  (*i  '\'r)±r  V^a*  4-  2rsi  +  *i  ^  1» 

Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  wenn  wir  das 

für  die  Strecke  CD  =  V(a  —  xy  -^(ß  —  y')^  unter  a)  entwickelte  Resul- 
tat beachten, 

V=  (uya^-hß^  -f-  {a-hrsina)tysec*a)t-h2{a — ßtg(ot){a8€C(üt'\-rtg(oty 

Daraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B,  dessen  Coordinaten 

«  =  0,  /9  =  0  sind, 

Vb^=  (^{a  -\-  r sin « t) aec^  w <, 

wie  oben.   Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  O  ist,  weil  OC^(atg^ 

-h  r  8€C  \\))  8€C  t|;, 

Vo=  a)(atg(ot  -^  r  8ec  (o  t)  8ec  oj  t. 
Die  Rechnung  gestaltet  sich  in  ganz  gleicher  Weise,  wenn  der  Punkt  B 
von  Ri  aus  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt,  wir  haben  dann 
nur  zu  beachten,  dass  die  Gerade  O  C  sich  dabei  ebenfalls  entgegengesetzt 
dreht  und  die  Linie  OBi  allmählich  unter  die  Abscissenaxe  in  die  Lage 
OJ?2  rückt. 

Mit  r  =  0  kommen  wir  auf  das  Problem  4  zurück.  Die  soeben 
erhaltenen  Resultate  geben  mit  diesem  Werte  von  r 

ü  =  cö,        Z7=  a a)8ec^ w t  y  1  -\-  Atg^aoh        ^  =  —  arc (  ^^  =  ~ )i 

V  =  (ü  \a^  -{-  ß^  -h  a^  8€c^  (ot'{'2a8ec(üt{a  —  ßfgcot)} 
Vs  ==  a(a  8ec^  w  /,  Vo  =  dtotgaot,  8e€  co  t 

c)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 
ist  konstant,  gleich  cd.  Wie  sind  die  Grössen  U  und  V  beschaffen,  wenn 
der  Geschwindigkeitspol  Cin  der  Zeit  von  ^=  0  bis  t=^t  den  Bogen  RC 
seiner  Bahn  beschreibt? 

Die  Projektion  des  Curvenbogens  R  C  auf  die  Gerade  (ö)  ist  der  in 
der  Zeit  t  vom  Punkte  B  zurückgelegte  Weg  Ri  B=8i  =a  tg\p  -h  risecxp—l), 
mithin  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  B 

Vb  =   vr  =  (a  -h  r8m  xp)  8ec^xp—-f 
dz  (t  t 

aber  es  ist  auch 

Vb  =  (o.B C  =  (o.ia-h  rsinxp) 8€c^ if;. 
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wodurch  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 


dxp 

— -  =  ft), 

dt 


d.  h.  der  Winkel  \p  wächst  direkt  proportional  der  Zeit  und  es  ist 

Vb  =  (oia-i-  r sin « t) sec^  ta L 
Die  Bewegung  des  Systemes  ist  sonach  dieselbe  wie  unter  b)  und  dnd  die 
Geschwindigkeiten  J7,  V  ebenso  wie  dort  zu  bestimmen,  es  ergeben  sich  für 
dieselben  die  nämlichen  Werte. 


8.     Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  so ,   dass  eine  seiner  durch  einen  festen  Punkt  O  gehenden 

Geraden  BO  mit  dem  Punkte  B 
einen  festen  Kreis  (R)  beschreibt 
Der  Mittelpunkt  M  (Fig.  1 32)  dieses 
Kreises  vom  Halbmesser  r  ist  von 
dem  festen  Punkte  O  um  die  Strecke 
O  M=  e  entfernt.  Der  Punkt  B 
bewegt  sich  mit  der  konstanten 
Gesch^vindigkeit  c  in  seiner  Bahn. 
Welches  istdieWinkelgesch^vindig- 
keit  des  Systemes  um  das  Momen- 
tancentrum,  die  Geschwindigkeit  des 
Momentancentrums  und  diejenige 
eines  beliebigen  S3rstenipunktes, 
wenn  ^  >r  ist? 


Figur  132. 


Wir  verwenden  die  im  ersten  Teile  für  dieses  Problem  (Aufgabe  6) 
erhaltenen  Resultate,  behalten  die  dort  eingeführten  Bezeichnungen  bei, 
setzen  nur  hier  2(1  £  MX=  2^  CMO  =  t/;.  Zur  Zeit  ^  =  0  sei  ti»  =  0, 
falle  die  Gerade  MB  mit  der  Abscissenaxe  zusammen,  sei  das  Momentan- 
centrum in  O.  Zur  Zeit  t  =  i  befindet  sich  der  Systempunkt  mit  der  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  in  JB,  ihm  entspricht  das  Momentancentnun  C. 

In  der  Zeit  t  durchlauft  der  Punkt  B  den  Weg  LB  =  ct  =  ri^, 

so  dass  y^  =  -t  =  (üU  wenn  «  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  MB 

T 

um  M  bedeutet. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 

c         (or 
BC 


ist    n  =  -z=;-^  = 


BC 


Wir  haben  gefimden,  dass  die  Polargleichung  der  Curve  (C)  mit  M 
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als  Pol,  OM  als  Polaraxe,  MC=^q  als  ßadiiisvektor  und  if;  als  Polar- 

...            e  -^  r  cos  w              ,        ^  _,                      e^  -h  r^  -h2er  €08 xb 
Winkel  o  = .  e,  so  dass  BC-=  g-hr  =^ ^. 

r  -h  e  cos  i/»  r -h  e  cos  i/; 

mithin  ergiebt  sich 

_  r^  -i-  er  cos  « t 

ii  =  w-^i ^ ^ — -• 

e^  -{-r^  -{-ZercoSüot 

Weil  (at  =  \p,  so  ist  mit  wachsendem  tp  diese  Winkelgeschwindigkeit 
periodisch  veränderlich. 

Bezeichnet  cZ«  das  Bogenelement  der  Curve  der  Momentancentra,  so 

ist  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  U=     -    Aus  der  vorhin 

""  dt 

angeschriebenen  Polargleichung  dieser  Curve  folgt 

äs  -dq  -h^  dxp  -j(^^^^^^^)4i^  *•)  ^^  {r  +  ecosx}f)A'^'^' 
mitbin  ist 

U=  ^*  = $V((?2— r2)2  sin^x^  -t-  (i?  H-  rcos  xp)^  (r'he^osxp)^ 

dt      {r-^€Cos\pY  dt^  ^  '  ^      ^  ,     ^  ^^ 

,  .,  d%i) 

oder,  weil  ti;  =  co  ^  -t^-  =  co, 

dl 

U=^  , r-B  V(«^  —  T^Y  9in^  Ol  i  4-  (tf  4-  r  CO«  ft)  rt  ^  (r  -f-  ^  CO*  o)  ^)2. 

Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes  D  ist,  wenn  für  die 
beweglichen  Axen  B  JTi ,  BYx  die  Coordinaten  des  Punktes  2>,  jB  £>'=«, 
D'D=^ß,  diejenige  des  Punktes  {C,r)'-BO  =  x\  —OC  =  y  gesetzt 
werden, 

v=-n.CD  =  nyf{a—x)^  +  (ß—y)^. 

Aus  dem  Dreiecke  0  MB  geht  sofort  hervor,  dass 

BÖ'^^^ÖM^  -^IdB^  +  2,0  M.MB,  cos  \v==^e^'\-r^ -hie  rcos  yp. 
Ferner  ist  OG  der  Fahrstrahl  der  Curve  (C),  wenn  O  Pol,  O^  Polaraxe 
und  ^  Polarwinkel,  so  dass 

e^  sin  &  cos  & 


0C  =  €C08& 


-^.,•2  —  e^COS^d" 


Aber  wir  haben  ^=o  —  (V^^""y)»  9in(p=^  —  cosd'^   daraus   folgt 


cos^  =  -,-       "^^'^^^         ■    ,  ./.^^/l--  ,       ;'^^';'^^ ,  mit 

welchen  Werten  wir  erhalten 

0C=-^^^'''^    Ve^-^r^-^2erco^. 
r-\-€Cos\\^ 

Dasselbe  Bösultat  ergiebt  sich  mittelst  der  Eelation  OC=yßc^  —  JBÖ^ 
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Daher  ist  CD^  ^{a  —  x')^ -\-{ß—yy  =  {a  ■¥^fe^~+r^ -^^ercot^V 

+  (ß  +  _^J^I^±_  Ye^  +  r'  +  2.rcos,py-. 
^      r  +  ecoaip  ^  ^' 

Mit  den  Werten  von  il  and  CD  gelangen  wir  nach  einer  kleinen  B«€h- 
niiDg  zu 

F=  ,„       r^  +  ercot^l        i  .e^  +  r^ +  2er  cos  ^t^- 

t^  +  r^+2er<'.08o>t\  *^        V         r  +  ecoamt  J 


r  +  c  cos  to  t 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Geschwindigkeit  des  mit  dem  fest« 
Punkte  O  zusammenfallenden  Systempunktes ,  sein  Abstand  von  -Ji-n. 
Momentaneentrum  ist  die  bereits  bekannte  Strecke  OC^  seine  Coordinatrs 
sind  a=  —BO,  ß^O,  daher  ist 

Yei+r^  +  2ercoswt 
Der  in  der  Zeit  t  7on  dem  Fahrstrahle  0  C  beschriebene  Winkel  i^t 

„  ^  r&iniat  -. 

#  —  arc  l  cos  ^  — ? — —— — -■   ..  . i.  i 

V  Ya^^r^  +  2erco8iat-^  I 

Damit  sind  die  Hauptdaten  ffir  diese  Bewegung  g^eben.  Die  speziellere 
Bearbeitung  dieses  filr  den  Maschinenbau  wichtigen  Bew^tlug3probien)*^ 
mag  dem  Studierenden  anheimgestellt  bleiben;  es  sei  nur  noch  bemertt. 
dass  die  (JeschwindigkeitscurYe  derjenigen  Systempunkte,  welche  successivr 
mit  dem  Funkte  0  zusammenfallen,  sich  eben  so  leicht  konstruieren  U3^1 
wie  diejenige  des  gerad  gefQhrten  Punktes  beim  gewöhnlichen  Curbelgetrieb«. 

9.     Das   Universalgelenk  von   Cardano.       Dieser    Mechsnifmib 

dient  zur  Verbindung  zweier  Wellen  A  und  Ai  (Fig.  133),  deren  Awd- 

richtungen  in  O  unter  einem  beliebigen  spitza 

Winkel  a  sich  schneiden,  er  besteht  aas  einem 

hew^lichen  rechtwinkeligen  Kreuze  BCBiC, 

mit  zapfenfSrmigen  Enden,  welche  dorch  <Ü^ 

bQgelfSrmigen  Enden  BACmi  Bx Ai C\  der 

zu  verbindenden  Wellen  A  und  A^  gestei-tt 

werden.     Die   Winkelgeschwindigkeiten   ^i: 

Wellen  A  und  Ai  seien  w  und  lüi  resp.    Di« 

Punkte  B  und  G  bewegen  sich  in  einer  lur 

Ftguriss.  Aie  AO,  die  Punkte  Si  und  Ci   in  einer 

zur  Axe  Ai  O  senkrechten  Ebene,  beide  KbeneL 

schneiden  sich  in  der  Geraden  BiOCi.     Denken  wir  uns  um  den  Pnokt 

O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  0B=-01ii  eine  Kugel  beschrieben. 
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r 

SO  wird  diese  Eugelfläche  von  den  genannten  Ebenen,  die  ebenfalls  den 
Winkel  a  mit  einander  einschliessen,  in  zwei  grössten  Kreisen  geschnitten. 

Dreht  sich  die  Aie  A  nm  irgend  einen  Winkel  JBOD  =  (p,  dann 
wird  sich  die  Axe  Ai  um  einen  Winkel  BiODi  —(f\^  welcher  von  y 
verschieden  sein  wird,  drehen.     Weil  bei  dieser  Drehung  die  Ereuzlinien 

TT 

immer  gegen  einander  senkrecht  bleiben ,  so  muss  2)1 1>  O  Z>i  =  ^  sein. 
Durch  die  drei  Geraden  O^i,  OZ>i  und  OD  wird  aus  der  Kugelfläche 
das  sphärische  Dreieck  2>i £i i>  herausgeschnitten.    Es  ist  2i.D0Di=-^ 

2i:D0Bx  =  ^  —  <p,  2j:Z>iOi^i  =91,  dem  Winkel  DO  Di  liegt  der 

Winkel  n  —  a  gegenüber.  Zufolge  der  Grundgleichung  cos  a  =  cosb  cos  c 
-h  sin  b  sin  c  cos  A  der  sphärischen  Trigonometrie  besteht  demnach  hier  die 
Relation 

cos  ^  =  cos  (^  —  <p\  cos  (fi  -h  sin  (-^  —  q>\  sin  (fi  cos  (tt  —  a), 

das  ist  0  =  sin  (p  cos  (pi  —  cos  gp  sin  (fi  cos  a, 

woraus  folgt  tgtpiiifftp  =  1: cos a. 

Um  die  Winkelgeschwindigkeiten  (o  und  <ai  in  Rechnung  ziehen  zu  können, 
differentiieren  wir  di^se  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Veränderlichen 
if  und  q>i,  was  giebt 

d(fi  1        d<p  ,         d(pi  1      cos^  (fi 

-  -g —  = o-  »     oaer     — = —  =  — —  •       « 

cos^  (fi       cos  et  cos^  (f  cltp       cos  a    cos^<p 

Es  ist  aber  a)  =  --^,     o.  ==  — ^,     daher     — iL  =  ^,     mithin 

dt  dt  d(p        (0 

wi  1        COS^tpi  1 


w       cos  a    cos^  (f        cos  a  cos^  y  (1  -H  tff^  (fi ) 

und  weil  tg  c/i  = tg  y, 

coi  1  cos  u 


cos  a  cos^  »  (  1  +        o      ) 
^  V         cos^  aj 

cosa  6)1  cosa 


cos^  (f  cos  ^  a  -V-  sin ^<p'  «        1  —  sin^  a  cos  ^  (p 

womit  eine  Beziehung  zwischen  den  Winkelgeschwindigkeiten  der  Wellen 
A  und  Ai  gefunden  ist. 

Mit  y  =  0  ist  yi  =  0,  also  9?  =  yi,  für  y  =  0  ist  auch  (pi  =  -^r 
tg(p  =  (ff(pi  ==  Qo.,    Für  alle  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Werte 
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von  if  ist  9i  >  y  5  die  getriebene  Welle  eilt  also  der  treibenden  Welk 
immer  voraus. 

Setzen  wir  in  der  letzten  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeiten 
einander  gleich,  dann  folgt 

co8^  if  =  — y-g — >    d.  i.    tg  (p  =  \co8  ofi    oder    y  =  arc  {ig  =  \  cotny 

wodurch  der  Winkel  y  gefunden  ist,  dem  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
beider  Wellen  entsprechen.     Setzen  wir  den  Bogen  Bi£  —  tp^   also  den 

Weg  BE^-^-^-xpy  den  Bogen  J\  Gi  =xpi,  also  den  Weg  JBi  Gi  = 

TT 

^  H-  I//1 ,  so  ist  tg  (p  =  —  cotg \p^  tg^pi  =  —  cotg \pi ,  folglich  tff  €fiiigq 

'=tg\p''  tg  \pi .  Hiernach  ist  die  Bewegung  im  zweiten  Quadranten  um- 
gekehrt wie  im  ersten  Quadranten.  Wächst  a  über  n  hinaus,  dann  findet 
eine  abermalige  Umkehrung,  also  eine  Rückkehr  zum  ursprünglichen  An- 

TT 

derungsgesetze  des  Verhältnisses  wi : «  für  «  <  ^  statt,  u.  s.  f. 

TT 

Aus  (1)  folgt,   dass  mit  co.?q>  —  0,  d.  i.  mit  y  =  -,  die  Winkel- 

geschwindigkeit  a>i  ein  Maximum,  mit  cos  ^  =  1,  d.  i.  mit  ^  =  0,  dieselbe 
ein  Minimum  wird,  und  zwar  ist 

maoo  Oh  =    - —  »  min  cöj  =  «  cos  a. 

€08  a 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  m  der  Welle  Ai  ist  bei  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  der  Welle  A  gleich  dem  Quotienten  ans  der 
Maximal-  und  Minimalgeschwindigkeit  der  Welle  Ax^  daher 

cosa  1  1.^2 

o)  cos  a       C08^  a 

Unter  dem  UngleichfÖrmigkeitsgrad  S  emer  Bewegung  versteht  man 
die  Differenz  aus  der  grössten  und  kleinsten  Oeschwindigkeit,  geteilt  durch 
die  konstante  Geschwindigkeit,  so  dass 

^      max  o)  T—  min  (a  1  sin^  a 

Ö= = €08  a  = • 

0)  cos  a  cos  a 

Der  Ungleichförmigkeitsgrad  hängt  demnach  lediglich  von  dem 
Winkel  a  ab,  je  grösser  dieser  Winkel,  um  so  ungleichförmiger  wird  die 
Bewegung,  wie  aus  nachstehender  Tabelle  ersichtlich  ist. 

«  =    10^  200  800  450 

m  =  1  •  031      1-132      1-333        2-0 
1  1  1  1 


S   = 


82-67     8-033     3  •  464     1  •  440 
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Gewöhnlich  pflegt  man  den  üngleichförmigkeitsgrad  einer  Bewegung  durch 
einen  Bruch,  welcher  die  Einheit  zum  Zähler  hat,  darzustellen. 

Grasbof,  Theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  II,  S.  157 — 159. 


Zweites  Kapitel. 

Die  Beschleunigung  im  unveränderlichen  Systeme. 
Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene. 

Sind  r,  Fl  die  Ertlmc.ungshalbmesser  der  Carven  (C)  nnd  (F)  für  ihren  augen- 
blicklichen Berührungspunkt,  ist  U  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums,  Sl  die- 
Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum,  dann  besteht  die- 
Belation 

u ^  r.r^ 

und  es  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  die  benachbarten  Teile  Ton 
(C)  und  (r)  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  fallen. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  D  vom  Momentan* 
centrum  C,  so  sind  die  Componenten  seiner  Beschleunigung 

dt 
wovon  die  erste  senkrecht  zur  Linie  CD,  die  zweite  nach  C  und  die  dritte  senkrecht 
zur  Tangente  der  Cnrve  (C)  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  52  gerichtet  ist. 

Die  Componenten  X,  T  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  D  in  paralleler 
Richtung  zu  der  Tangente  und  der  Normalen  der  Curve  der  Momentancentra  für  den 
Punkt  C  sind,  wenn  die  Tangente  als  Axe  der  x  und  positiv  im  Sinne  der  Geschwin- 
digkeit U,  die  Normale  als  Axe  der  y  und  positiv  im  Sinne  der  Beschleunigung  Sl  TT 
gew&hlt  werden, 

Xzzr  — 522aj-+-^y,  Y=.  —  S»y-^^x^SlU, 

at  at 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normalen  der  Curve  (C)  istr 

liegen  auf  der  Geraden 

welche  durch  das  Momentancentrum  geht  und  mit  der  Abscissenaxe  CX  den  WinkeT 

arc  (tgz=:Si^  j—  j  einschliesst. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Tangente  der  Curve 
(C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

at 
dieselbe  schneidet  von  den  Coordinatenaxen   CX,  CY  die  Stücke  SlU.-r-p;»  -j^^r 
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Siü 

sie  ist  von  dem  Momentancentrum  um  die  Strecke  Ä  =       ^^==^s==  entfernt.  I»> 


A-(") 


eben  genannten  Geraden  stehen  aufeinander  senkrecht. 

Es  giebt  im  allgemeinen  nur  einen  einzigen  Systempunkt,  welcher  momentir 
die  Beschleunigung  Null  besitzt ,  er  heisst  Beschleunigungscentrum  oder  Beschlevx- 
gungspol.    Sind  Xi,  yi  die  Coordinaten  dieses  Punktes  bezüglich  der  genannten  Axec 

so  ist 

dt  Sl^ü 


^1  =  - — ^^o.g '        yi  = 


^,     rdSl\^  ^^"~oi     rdsi\^ 

Das  Beschleunigungscentrum  ftllt  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Geraden  X—  l 
7=0    zusammen.      Ffir   die  Componenten   der  Beschleunigung  9)  eines    beliebi^tf: 

Systempunktes  bestehen  noch  die  Belationen 

in  welchen  die  Geschwindigkeit  des  Momentanceotrums  nicht  vorkommt  und  die  beide- 
letzten  Gleichungen  sich  auf  das  mit  seinem  Ursprünge  nach  dem  Beschlennigung?- 
pole  verlegte  Coordinatensystem  beziehen. 

Bei  der  Bewegung  eines  ebenen  Systemes  zerfällt  die  Beschleunigung  ^  eiir? 
jeden  Systerapunktes  jeden  Augenblick  in  zwei  Componenten ,  von  denen  die  eine  ö" 
Richtung  der  den  Systempunkt  und  das  Beschleunigungscentrum  verbindenden  Gerade' 
besitzt,  die  andere  zu  dieser  Linie  rechtwinkelig  ist,  Ist  p  der  Abstand  eines  beE- 
bigen  Systempunktes  vom  Beschleunigungspole,  sind  q>i,  g>2  diese  Componenten  uivi 
Beschleunigung  9),  so  haben  wir 

und  die  Acceleration  9)  ist  gegen  die  Verbindungslinie  des  Systempunktes   mit  ceL 

Beschleunignngspole  unter  einem  Winkel  arc  (^9=q2'  ~jJ  )  &®neigt. 

Die  Funkte  gleicher  Beschleunigung  /?  liegen   auf  einem  um  das  Beschlei^"- 

gungscentrum  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  ^  =.  beschriebenen  Kreise,   seine  Glfi- 
chung  lautet 


--(if/ 


Die  Componenten  der  Beschleunigung  9>  eines  beliebigen  Systempunktes  in  der  BiiL 
tung  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  und  des  Momentancentrums,  sowie  senkrecl' 
dazu  sind  die  Norma^componente  9»,^  und  die  Tangentialcomponente  9»/,  für  welche  iv 
Belationen  bestehen 

r  r  r  g  (* 

^  y        ^x  dSl       ^  Ti  ^  <^^       €^  TT 

r  r  dt  r  dt 

wobei  6  den  von  r  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossenen  Winkel,  q  den  KrüramuLgs- 
radius  der  Bahn  des  Punktes  D  bezeichnet. 
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Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  fflr  welche  die  Normalbeschleunignng  q>^^ 
verschwindet,  ist  ein  Kreis ;  derselbe  berührt  die  Curve  (C)  im  Momentancentmni.  cnt- 

TT 

hält  den  Beschlennigungspol,  besitzt  den  Durchmesser  —  und  hat  die  Gleichung 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigung  ^^  yerschwindet, 

ist  ebenfalls  ein  Kreis;   dessen  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Tangente  der  Curve  (C) ,  er 

dt 
besitzt  den  Durchmesser  52  U  -=-^»  geht  durch  den  Beschleunigungspol  und   hat  die 

Gleichung 

at 
Diese  zwei  Kreise  wurden  von  Bresse  gefunden.    (Journal  de  T^cole  Polyteehn.  1858.) 

Das  sind  die  hauptsächlichen  Resultate  aus  der  Theorie  der  Beschleunigung 
eines  ebenen,  unveränderlichen  Systemes,  ihre  Entwickelung  findet  der  Leser  in  dem 
Werke  «Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte'  von  Schell. 

I.  Wie  die  Geschwindigkeit,  so  stellen  wir  auch  die  Beschleunigung  nach 
Orösse ,  Bichtung  und  Lage  durch  eine  Strecke  dar  und  verstehen  dann 
unter  dieser  Linie  die  Beschleunigung  selbst.  Im  ersten  Kapitel  wurden 
einige  Eigenschaften  der  Geschwindigkeit  geometrisch  bewiesen,  das  Gleiche 
soll  hier  für  die  Beschleunigung  geschehen. 

a)  Die  Endpunkte  der  Componenten  ^i  und  ip^  <]6r  Beschleunigungen 
der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  in  der  Richtung  der  diese 
Punkte  mit  dem  Beschleunigungscentrum  verbindenden  Geraden  (Pol- 
strahlen) und  senkrecht  zu  diesen  Linien  liegen  auf  geraden  Linien. 

Weil  yi  =i22^^  SQ  liegen  offenbar  die  Endpunkte  der  Beschleuni- 
gungen ifi  auf  einem  zu  der  Systemgeraden  parallelen  Strahle.    Weil  die 

Beschleunigungen  ()P2  =  p  -rj  senkrecht  auf  den  zugehörigen  Polstrahlen 

stehen,  ist  es  klar,  dass  mit  Bücksicht  auf  I^,  Kap.  I,  Th.  III,  ihre  End- 
punkte auf  einem  Strahle  sich  befinden. 

b)  Die  Projektionen  der  Beschleunigungen  ^2  der  einzelnen  Punkte 
einer  Systemgeraden  auf  diese  Gerade  sind  einander  gleich.  Zerlegen  wir 
die  Beschleunigungen  ^^  ^^^  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  in 
ihre  Componenten  parallel  und  senkrecht  zu  dieser  Linie,  dann  liegen  die 
Endpunkte  der  letzteren  Componenten  auf  einem  zum  Träger  der  End- 
punkte der  Beschleunigungen  q^  parallelen  Strahle.  Die  Beweise  ergeben 
sich  mit  Hilfe  von  Ic,  Kap.  I,  Th.  III,  wenn  wir  daselbst  an  die  Stelle 
der  Geschwindigkeiten  die  Accelerationen  qp2  und  an  Stelle  des  Momen- 
tancentrums den  Beschleunigungspol  setzen.  Das  unter  Ib,  I^ap.  I,  Th.  III, 
für  die  Geschwindigkeit  Gesagte,  gilt  auch  vollständig  für  die  Beschleu- 
nigung g)2. 
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c)  Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  <p=i?/^i2*  +  T-j— ^ 


i:: 


einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  liegen  auf  einer  geraden  Linitr 
Die  Winkel,  welche  die  Beschleunigungen  der  Punkte  des  Systemes  mi: 
den  zugehörigen  Polstrahlen  einschliessen ,  sind  einander  gleich,    es  i$u 

wenn  fi  einen  solchen  Winkel  bezeichnet,  tgfi=  —••-3—»  dieBeschleua:- 

Si     dt 

gungen  sind  proportional  den  zu- 
gehörigen PolstrahllängeD.  Ist 
-^AB  (Fig.  134)  die  fragKcheSj. 
stemgerade,  J  der  Beschlecni- 
gungspol,  ÄÄi  die  Aeceleratir 
eines  beliebigen  Punktes  A  w. 
ABy  so  ergiebt  sich  die  B- 
schleunigung  eines  weiteren  be- 
liebigen Punktes  B  von  A  B  wi»^ 
folgt.  Wir  zerlegen  die  Besehlec- 
nigung  AAx  in  ihre  CompoDen- 
Figur  134.  ten  AA^^  AAs  in  der  Bichtui. 

des  Polstrahles  A  J  und  senkrecht  dazu ,  machen  AÄ  =^  A  A^, ,  ziehcL 
durch  ^21  ^' Parallelstrahlen  zu  AB,  diese  schneiden  auf  dem  Polstnhlf 
B  J"  die  Componente  BBz  =  qii  der  Beschleunigung  9  des  Punktes  l 
und  die  Strecke  B  B'  ab.  Machen  wir  nun  BB^J-BJ  und  =  B  IL 
so  ist  JBJBg  =  g)2,  konstruieren  hierauf  das  Parallelogramni  BJB^,  Bi  B: 
und  dessen  Diagonale  B  Bi ,  dann  ist  die  Strecke  B  J?i  äquivalent  de. 
Beschleunigung  des  Punktes  B.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die  Be- 
schleunigung CCi  des  beliebigen  Punktes  C  von  AB  aus  den  Comf-> 
nenten  C  O2 ,  <7  O3 .  Ziehen  wir  jetzt  die  Gerade  Ai  Bi ,  dann  fällt  ml: 
derselben  der  Endpunkt  Ci  der  Acceleration  gp  des  Punktes  O  zusammei 
Um  dieses  zu  beweisen,  verzeichnen  wir  noch  die  Strahlen  AiJT^  BiJ,  CV 
Zufolge  der  Gleichheit  der  Winkel  Ai  AJ,  B^BJ,  CiOJ  (=11)  ui: 
der  Proportion  A  A^  :AJ=BBiiBJ=  CCx :  OJ  ist  A  A^  AJ  - 
ISBi  BJo^AOi  CJ,  so  iviss  4- Ai  JA  =  2i.BiJB=2i,  Ol  JC\  mit- 
hin  ist  25:  ^1  JBi  =  ijl  AJB,  2i  A^JC^  =  2(1  AJC,  4- B^JCt  =2f:  BJC. 
ferner  Ai  J:  AJ  =  Bi  J:  B  J=  Ci  J:  CJ,  folgUch  /SAiBiJc^j\ABJ, 
/\Ai  GiJ<^l\ACJ,/\Bi  CiJc<^/^BCJ.  Weil  aber  4:^1  BiJi€ 
Dreiecken  Ai  Bi  J  und  Ci  Bi  J  gemeinschaftlich  angehört,  so  müssen  fc 
Dreiecksseiten  Ai  Bi  und  Ci  Bi  in  eine  Gerade  hineinfallen,  es  liegt  da- 
her der  Punkt  Oi  auf  der  Geraden  Ai  Bi.  Dbl  A,  B,  C  drei  beliebige 
Punkte  der  Systemgemden  AB  sind,  so  folgt,  dass  die  Endpunkte  dt: 
Beschleunigungen  qp  aller  Punkte  einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahl 
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liegen.  Wir  erkennen  noch,  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  q) 
der  einzelnen  Punkte  von  AB  jederzeit  auf  einem  Strahle  li^en,  wenn 
diese  Beschleunigungen  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  in  derselben 
Richtung  um  ihre  Anfangspunkte  gedreht  werden,  denn  der  gegebene  Be- 
weis gilt  für  jeden  beliebigen  Winkel  fi.  Weil  auch  die  Beziehung  besteht 
AiBi:AiCiiBiCi==AB:ÄC:BC,  so  sehen  wir,  dass  die  Endpunkte 
der  Beschleunigungen  (p  der  einzelnen  Punkte  von  A  B  ihren  Träger  nach 
demselben  Verhältnisse  teilen,  wie  ihre  Anfangspunkte  die  Systemgerade. 
Daher  kann  die  Beschleunigung  eines  dritten  Punktes  der  Geraden  AB, 
wenn  die  Accclerationen  zweier  ihrer  Punkte  gegeben  sind,  genau  in  der- 
selben Weise  konstruiert  werden  wie  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte  von  AB  bekannt  sind. 

d)  Der  Winkel,  welcher  die  Richtungen  der  Beschleunigungen  q\  zweier 
Systempunkte  mit  einander  einschliesst,  ist  gleich  dem  von  den  zugehörigen 
Polstrahlen  gebildeten  Winkel.  Es  seien  «,  ß  (Fig.  184,  3.  852)  die  Winkel, 
welche  die  Accclerationen  AAi,  BBi  der  Punkte  A^B  der  Geraden  AB 
mit  AB  einschliessen,  femer  sei  2i.AJB=^\p,  2i.AiAJ=2iBiBJ=f.i, 
dann  ist,  weil  2^{a-¥  jli)  Aussen winkel  des  Dreiecks  ABJ,a-^fji=ß'hfA'h\p, 
woraus  für  den  gesuchten  Winkel  folgt  (a  —  ß)  =  ip,  w.  z.  b.  w. 

e)  Werden  die  Beschleunigungen  (p  der  einzelnen  Punkte  einer  System- 
geraden, ohne  ihre  Richtungen  zu  ändern,  nach  irgend  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte  verlegt,  dann  liegen  die  Endpunkte  der  so  ver- 
schobenen Accclerationen  ebenfeUs  auf  einem  Strahle.  Ist  (Fig.  134,  S.  352) 
AAi  die  gegebene  Beschleunigung  des  Punktes  -4  der  Geraden  AB  und 
soll  die  Grösse  der  Beschleunigungen  weiterer  Punkte  B,  C.  .  .  .  .  dieser 
Linie  gefunden  werden,  so  machen  wir  auf  J.  J  JA"=  AAi,  legen  durch 
A"  einen  Parallelstrahl   zn  AB  und  ziehen  die  Polstrahlen  der  Punkte 

B,C, ,  alsdann  schneidet  die  Parallele  auf  diesen  Strahlen  die  verlangten 

Strecken  JB"=  JBi ,  JC  =  J^Ci , . . . .  ab.  Nun  ist  aber  2t  Ä'JB^'  =  («  -  ß\ 
2iÄ'JC'={a  —  y\  2tB''J(T'  =  (ß  —  y),  mithin  liegen  auch  die  End- 
punkte der  in  obiger  Weise  verlegten  Beschleunigungen  auf  einer  geraden 
Linie.  Dieser  Satz  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Konstruktion  der  Beschleu- 
nigungen der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden,  wenn  die  Accclerationen 
von  zwei  Punkten  derselben  bekannt  sind,  um  dann  die  Beschleunigung 
eines  beliebigen  Punktes  C  von  AB  zn  finden,  verfahren  wir  genau  so, 
wie  dieses  unter  gleichen  Verhältnissen  für  seine  Geschwindigkeit  zu  ge- 
schehen hat.  Es  seien  AAi,  BBi  (Fig.  185  a,  S.  354)  die  gegebenen  Be- 
schleunigungen der  Punkte  A,  B  der  Systemgeraden  AB,   Machen  wir  BA\ 

I  AAi  und  ziehen  den  Strahl  A\  Bi ,  so  liegen  auf  diesem  offenbar  die  End- 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  23 
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Figur  185  a. 


punkte  der  parallel  zu  sich  selbst  mit  ihren  Anfangspunkten  nach  B  fer- 
schobenen  Beschleunigungen  sämtlicher  Punkte  der  Systemgeraden  AJB.  Der 
Strahl  Bi  Ai '  schneidet  die  Gerade  AB  in  Punkt  N\ ,  es  ist  daher  BN\  die 
Grösse  und  Bichtung  der  Beschleunigung  desjenigen  Punktes  von  AB^  dessen 
Acceleration  mit  AB  zusammenfällt.  Weil  der  Endpunkt  dieser  Beschleuni- 
gung mit  dem  Durchschnittpunkte  M  der  Gnaden  AB  und  Ai  Bi  zusammeo- 
falleu  muss ,  so  ergiebt  sich  mit  MN=  N\  B  in  N  derjenige  Punkt,  desse 
Beschleunigung  in  AB  liegt.  Mit  BP^i  ±AB  erhalten  wir  die  Grösse  der  Ac- 
celeration desjenigen  Punktes,  welcher  rechtwinkelig  zu  AB  beschleunigt  wird. 
Machen  yfir  P\Pi\\AB,  PiP\\I^iB^  dann  ist  P derjenige  Punkt  der  System- 
geraden, dessen  Beschleunigung  senkrecht  zu  ihr  liegt.  Weil  die  Richtungen 
der  Accelerationen  der  Punkte  N  und  P  sich  rechtwinkelig  schneiden ,  ^3 
schliessen  die  zu  den  Punkten  N  und  P  gehörigen  Polstrahlen  NJ  und  PJ 
einen  rechten  Winkel  mit  einander  ein.  Daraus  folgt,  dass  der  über  NP  als 
Diameter  beschriebene  Ereis  den  Beschleunigungspol  J  enthält  und  diföer 
Punkt  sofort  bestimmt  werden  kann,  wenn  N  und  P  und  die  Richtunger 
ihrer  Beschleunigungen  bekannt  sind.  Die  Grösse  und  Bichtung  der  einen: 
gewissen  Punkte  von  A  B  zukommenden  Minimalbeschleunigung  gieht  dit 
von  jB  auf  ^l'i-B  gefällte  Senkrechte  BÄ'i.  mtK\Ki  WAB.KiKWK'iB 
erhalten  wir  in  K  denjenigen  Punkt  der  Systemgeraden,  welcher  die  kleinste 

Beschleunigung 


ÄT^i  besitzt.  Der- 
jenige Punkt  d@ 
Geraden^üB^de^efi 
Beschleunigung  eis 
Maximum  ist,  liegt 
unendlich  fem,  dk 
Beschleunigung 
selbst  ist  unendlieJ: 
gross  und  parallel 


Figur  135  b. 
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Figur  135  c. 


zum  Polstrahle  PJ,  denn  die  Grösse 
und  Richtung  dieser  Beschleunigung 
giebt  offenbar  die  durch  B  zu  N\  Bi 
gezogene  Parallele,  welche  den  Strahl 
Bi  N\  im  Unendlichen  schneidet.  Die 
Beschleunigung  MMi  des  Durchschnitts- 
punktes Jf  der  Geraden  AB  uniAiBi 
fiillt  mit  Ai  Bi  zusammen.  Die  Fi- 
guren 185a,  185b,  185c  zeigen  einige 
Lagen,  welche  bezüglich  der  Punkte 
A,  B,  N,  P,  J  vorkommen. 


f)  Werden  die  Beschleunigungen  y  der  einzelnen  Punkte  einer 
Systemgeraden  in  ihre  Componenten  nach  den  Richtungen  senkrecht  imd 
parallel  zu  dieser  Geraden  zerlegt,  so  befinden  sich  die  Endpunkte  der 
«rsteren  auf  einem  Strahle,  die  Endpunkte  der  letzteren,  durch  einen  Winkel 
von  90^  in  gleicher  Richtung  um  ihre  Anfangspunkte  gedrehten  Compo- 
nenten ebenfalls  auf  einem  Strahle.    Um  dieses  zu  beweisen,  gehen  wir 

von  den  Componen- 
ten ifi  und  ^2  d^^ 
Beschleunigung  g. 
aus.  Die  Compo- 
nenten AA\  AÄ\ 
BB,  BB'\  CC\ 
CC\ ....  der  Be- 
schleunigungen   tf 

^AAuBBuCCu 

(Fig.  186)  in  den 

Ricbtungenderent- 
sprechenden  Pol- 
strahlen u.  normal 
dazu  zerlegen  wir 
in    ihre   Seitenbe- 

schleunigungen  in  den  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zu  AB.  Die 
senkrechten  Beschleunigungscomponenten  sind  A  91',  -4. 9l'i ,  B  S3',  JB  S'i , 
C6',  Cß'i, . . .;  die  parallelen  Componenten  sind  ^91",  AW^  B^'\  J593"i, 
CQ!\  C6"i,...;  die  Componenten  der  Beschleunigungen  y  in  denselben 
Richtungen  sind  ^^'i,  J5^'i,  CG\,..\  AÄ'u  Bff\,  CC"i,..,  so  dass 
die  Beziehungen  bestehen 

AA\=A^'—A^^,  BB'^^B^'-^B^'u  CCi=  CS'— C6'i,. ... 
AÄ\=A%''-hA%'\,    BB:\  =Bg3"4- J5S3"i,     (7Ci"=(76"-i-  Crj 


Figur  186. 
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Die  Endpunkte  der  Coraponenten  A^\  B^\  C(i\ welche   einander 

gleich  sind,  liegen  auf  dem  Strahle  A'  B\  die  Endpunkte  der  ConsponeDten 
A%^\  l?35'i,  C6'i,....  auf  dem  Strahle  ä'i  95i'.  Machen  wir  daher  das 
Trapez  3l'®'.B'i^'i  kongruent  dem  Trapeze  AB^\  a'i,  so  müssen  die 
Endpunkte  der  zu  AB  senkrechten  Componenten  der  Beschlennigungen  qp  auf 
der  Geraden  Äi  B'i  sich  befinden.  Dieser  Strahl  schneidet  die  Systemgerade 
in  dem  Funkte  N,  welcher  mithin  keine  senkrechte  Beschleunigungscomponent^ 
besitzt,  und  ist  parallel  zum  Träger  der  Endpunkte  der  Beschleunigung*- 
componente  ^2-  Die  Seitenbeschleunigungen  ^3l"i,  JB99"i,  C6"i,...  der 
Componenten  AA'\  BB'\  CC'\...  sind  einander  gleich.  Mit  AJ=pi. 
BJ=p2,  CJ=ps^. . .,  der  zu  AB  senkrechten  Poldistanz  =  h  erhalten  wt 

A%'\=^B^'\=C^'\  =  ,...=  Ch,AT=CVpi^--h^BW=CV^2^^f<'^ 
C6"  =  ^y^pgZ  _  A2, . . .  Machen  wir  auf  den  Senkrechten  zu  AS  durch 
.1,jB,0,...  jetzt  AA2=:AT-hATi,  BB2=  B^"-h BSS'\,  Ca  = 
C6"-+- C6"i,....  und  ziehen  den  Strahl  ^2^21  so  Hegen  auf  ihm  die 
Endpunkte  A2,  B2,  C2,...  der  um  90^  gedrehten  Componenten  AÄ\, 
BB"u  CC'i,....  Zeichnen  wir  nämlich  die  Linien  A^m  und  Ca» 
parallel  zu  A jB,  setzen  ^$ ^2 ^2  w  =  €,  Zi^B^C^n^  f  1 ,  so  folgt 

^BB^-AA^  _C{h-^V^?^^^^)-C{h'hV^J^}i^)  _ 

ebenso  tg  €1  =  f , 

mithin  idttg€  =  tgei^  d.  i.  e  =  «i,  es  liegen  daher  die  Punkte  A^^  Bo,  (.'- 
auf  einer  geraden  Linie.  Weil  nun  A,  B,  C  drei  beliebige  Punkte  de: 
Systemgeraden  AB  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Endpunkte  der  in  der- 
selben Richtung  durch  einen  Winkel  von  90^  um  ihre  Ä^nfangspunkte  ge- 
drehten zu  ^  i?  parallelen  Beschleunigungscomponenten  der  einzelnen  Punkte 
einer  Systemgeraden  auf  einem  Strahle  liegen.  Der  Strahl  A2  B^  schneidt: 
die  AB  in  dem  Punkte  P,  welcher  mithin  keine  Beschleunigung  in  d«- 
Kichtung  von  AB  besitzt.  Damit  ist  ein  weiteres  Verfahren  ziu-  BestiiE- 
mung  der  ausgezeichneten  Punkte  N  und  P  gegeben. 

g)    Die  Lage  des  Beschleunigungscentrums  ist  durch  die  gegebenes 

Beschleunigungen  zweier  Systempunkte  h-e- 
stimmt.  Sind  .IjB  (Fig.  137)  die  Syst^^ch 
punkte,  AAi^  BBi  ihre BeschleunigungeL 
ist  J  der  Beschleunigungspol,  verbinden  wir 
die  Punkte  yl,  2?  unter  sich  und  mit  J. 
sowie  die  Punkte  A^^Bi  unter  sich  and 
mit  J  durch  gerade  Linien,  bilden  fenier 
mit  den  Strecken  AAi^  BBi  und  dem  von 
r^K^'  137.  ihren  Richtungen  eingeschlossenen  Winkel 
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das  Dreieck  A  Äi  JB'i ,  wobei  A  ffi  L  BBi^  so  besteht  die  Relation 
A^i  ABl  '^  ^AJB^  A-4i  JBi .  Dadurch  lässt  sich  der  Pol  J  finden, 
yrenn  die  Beschleunigungen  AAi  und  BBi  gegeben  sind.  Wir  verzeichnen 
mit  den  Beschleunigungen  AAi,  BBi  und  dem  von  ihren  Richtungen 
eingeschlossenen  Winkel  das  Dreieck  AAiSx.  Hierauf  ziehen  wir  die 
Linie  A  B^  machen  auf  ihr  ^  Z>  =  Ai  B\ ,  schlagen  sodann  von  A  und  D 
aus  als  Mittelpunkten  mit  AAi  und  BSi  Kreisbögen,  welche  sich  in 
E  schneiden,  ziehen  den  Strahl  A  E^  die  Gerade  D  E  und  zu  D  E  durch 
B  einen  Parallelstrahl,  beide  Strahlen  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Be- 
schleiuiigungspole  J,  Ferner  können  wir,  nachdem  das  Dreieck  AAiB>i 
verzeichnet,  die  Linie  Ai  Bi  gezogen  worden  ist,  auf  letzterer  ^iZ)i=-4i^i 
machen,  von  Ai  und  Di  aus  als  Mittelpunkte  mit  den  Badien  AAi  und 
AB\  Kreisbögen  beschreiben,  welche  sich  in  Ei  schneiden,  sodann  den 
Strahl  AiEi,  die  Gerade  DiEi,  zu  letzterer  durch  ^i  einen  Parallelstrahl 
ziehen,  beide  Strahlen  gehen  durch  den  Beschleunigungspol  J. 

h)    Der  Kreis,  welcher  durch  zwei  Systempunkte  A,B  (Fig.  138) 


Fiiiur  188. 

und  den  Durchschnittspunkt  £  der  Richtungen  ihrer  Beschleunigungen  AAi^ 
B  Bi  geht,  enthält  stets  das  Beschleunigungscentrum  J,  Weil  die  Rich- 
tungen der  Beschleunigungen  der  Systempunkte  A^B  und  die  zu  diesen 
Punkten  gehörigen  Polstrahlen  gleiche  Winkel  einschliessen,  der  genannte 
Kreis  der  geometrische  Ort  des  dritten  Eckpunktes  des  veränderlichen 
Dreieckes  ABE  über  A  B  mit  dem  konstanten  Winkel  (a  —  /?)  =  i//  bei  E 
ist,  so  muss  dieser  Kreis  offenbar  durch  das  Beschleunigungscentrum  gehen. 
Mit  diesem  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Beschleunigungscentrum  J 
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ZU  finden,  wenn  für  drei  Systempunkte  Ä^  B^  0,  welche  ganz  beliebig  liegen 
können,  die  Richtungen  der  Beschleunigungen  bekannt  sind.  Schneideü 
sich  die  Biehtungen  der  Accelerationen  AAi,  BBi  in  JS,  diejenigen  der 
Beschleunigungen  AÄ^^  CC\  in  J?i ,  diejenigen  der  Beschleanigongen 
BBi^  CCi  in  £*2i  legen  wir  durch  die  Punkte -4, 5,  B,  sowie  durch  d^ 
Punkte  A^O^Ei  und  durch  die  Punkte  B^C^E^,  je  einen  Kreis,  r*^ 
schneiden  sich  diese  drei  Kreise  im  Beschleunigungscentrum  und  es  genüg« 
offenbar  zwei  derselben  zu  seiner  Bestimmung.  Die  durch  den  Punkt  P 
einer  Systemgeraden  J.  ^  <Fig;  188,  S.  367),  dessen  Beschlennigang  PP^ 

senkrecht  tnAB  ist  und  die  einzelnen  Punkte  A^B.C^ dieser  Geradea 

gehenden  Beschleunigungskreise,  wenn  wir  den  oben  genannten  Kreis  jem 
kurz  Beschleunigungskreis  heissen,  besitzen  in  der  Geraden  J^J  eine  ge- 
meinschaftliche Sehne.  Daher  liegen  die  Mittelpunkte  aller  solcher  Krase 
auf  derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  H  der  Strecke  PA 
geht  und  parallel  zu  dem  Polstrahle  NJ  ist.  Die  durch  den  Punkt  y 
einer  Systemgeraden  AB^  dessen  Acceleration  NNi  parallel  zu  AB  ist. 

und  die  einzelnen  Punkte  A^B,C, gehenden  Polkreise  besitzen  in  der 

Linie  NJ  eine  gemeinschaftliche  Sehne.  Daher  liegen  die  Centren  aller 
solcher  Kreise  auf  der  durch  den  Mittelpunkt  ££  der  Strecke  /^  N  gehen- 
den und  zu  dem  Polstrahle  NJ  senkrechten  Geraden  SL. 

i)  Aus  den  unter  den  vorstehenden  Numern  enthaltenen  Ergenschafleä 
der  Beschleunigungen  der  einzelnen  Punkte  einer  Systemgeraden  lassen  äieb 
verschiedene  Konstruktionen  zur  AufSndung  der  Lage  des  Beschleunigungs- 
poles  ableiten,  wenn  die  Beschleunigungen  zweier  Systempunkte  bekaiut 
sind,  von  denen  die  eine  oder  die  andere  für  den  betrachteten  Spezialfall 
am  zweckmässigsten  ist.  Zwei  Methoden  sind  unter  g)  gegeben,  eine  dritte 
befindet  sich  unter  h).  Ein  weiteres,  sehr  bequemes  Verfahren  lehrt  e|. 
Sind  AAi,  BBi  (Fig.  135  a,  S.  354)  die  Beschleunigungen  der  Systent- 
punkte  A,B^  so  ziehen  wir  die  Strahlen  AB,  AiBi,  machen  BAi'  .:_  AAi, 
ziehen  den  Strahl  BiAi\  welcher  AB  ia  N\  schneidet,  machen  toc 
Durchschnittspunkte  M  der  Geraden  A  B  und  Ai  Bi  aus  auf  A  B  MS 
=  N\B,  sodann  BP\±AB,  P\P\\AB,  PiP\\P\B,  alsdann  siad 
iV  und  P  diejenigen  Punkte  von  AB,  welche  zu  einander  rechtwinkelige 
Polstrahlen  besitzen.  Nun  legen  wir  durch  N  einen  Normalstrahl,  durdi 
P  einen  Parallelstrahl  zu  BiN\,  diese  Strahlen  schneiden  sich  in  des 
verlangten  Beschleunigungscentrum  J.  Diese  Methode  giebt  dann  ein  gr 
uaues  Besultat,  wenn  die  Bicbtüngen  der  Accelerationen  AAi  und  BBi 
sich  unter  keinem  zu  spitzen  Winkel  schneiden.  Ist  das  letztere  nicht  der 
Fall,  dann  bestimmen  wir  die  Punkte  N  und  P  nach  /). 

k)  Sind  die  Beschleunigungen  AAi,  BBi,  GCi  dreier  nicht  in  eine: 
geraden  Linie  liegender  Systempunkte  A,B,C  (Fig.  139,  S.  359)  gegetea. 
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verbiDden  wir  die  Systempunkte  unter  sich,  die 
Endpunkte  der  Beschleunigungen  unter  sich  durch 
gerade  Linien,  dann  sind  die  Dreiecke  ABC 
und  Ai  Bi  Ci  einander  ähnlich.  Ziehen  wir  von 
den  Punkten  A^  B,  C,  ^i ,  -Bi ,  Ci  nach  dem  Be- 
schleunigungspole J  gerade  Lim'en,  dann  ist  aus  be- 
kannten Gründen  A-4i  ^  JTc^  A  5i  BJc^  A  C\  CJ^ 
{o\g]ic\i 2(,AJAi^2(,BJBi=2i.CJCi;  mithin 
rignr  189.  ist  2j: AiJBi  =2j: AJB,  2i.AxJCi=^2iAJC, 

2tBiJCi=2i.BJa  nniYreüAiJ:AJ^BiJ:BJ^CiJ:CJ.  so  ist 
/SAtBiJc<^^ABJ,  /sAiCiJo9/sACJy  A-BiCiJ^cw  ^BCJ,  Daher 
bestehen  die  Proportionen -4i  Ui : -4  5  = -4i  J:  J.  J  =  ^i  J:  JB  J",  AiCiiAC 
=^AiJiAJ=CiJ\CJ,  BiC\:BC=^BiJ:BJ=CiJ:CJ;  woraus  sich 
ergiebt : 

Ai  Bi  lAi  CiiBi  Ci=AB:A  (J:B  C,  oder  /\AiBiCi<>^  AAB C. 

1)  Aus  dem  vorhergehenden  Satze  resultiert  sofort,  dass  beliebig  viele 
Systempunkte  und  die  Endpunkte  ihrer  Beschleunigungen  die  Eckpunkte 
ähnlicher  Polygonzüge  bilden.  Ist  der  Polygonzug -4 :BCi>JSJ.. .  regulär, 
dann  ist  es  auch  der  Polygonzug  Ai B^  €i  Z>i Ei..,  Liegen  die  Eckpunkte 
eines  solchen  Zuges  ABC  DE...  unendlich  nahe,  so  ist  er  ein  Kreis- 
bogen, folglich  befinden  sich  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  ein- 
zelnen Punkte  einer  Kreislinie  ebenfalls  auf  einem  Kreise.  Hieraus  lässt 
sich  sofort  schliessen,  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  ein- 
zelnen Punkte  irgend  einer  Gnrve  des  Systemes  auf  einem  dieser  Curve 
ähnlichen  Linienzuge  liegen. 

m)  Sind  die  Beschleunigungen  beliebig  vieler  Systempunkte  A^B,t\D.... 
gegeben,  werden  diese  Punkte  der  Reihe  nach  durch  gerade  Linien,  ebenso 
die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  Ai BiCiDi...  durch  gerade  Linien 
verbunden,  werden  die  Beschleunigungen  AAi^  B Bi^CCi,..,  ohne  Ände- 
rung ihrer  Sichtungen  so  verschoben,  dass  ihre  Anfangspunkte  A^B.C,.. 
mit  irgend  einem  Punkte  zusammenfallen,  und  die  Endpunkte  A^^B^^C^,.. 
dieser  Strecken  der  Beihe  nach  durch  gerade  Linien  verbunden,  dann  sind  die 
Polygonzüge  J.^ C2>jB. . .,  Ai  BiC\DiEi.. .,  A^  Bz  C^  D^E^ . . .  einander 
ähnlich,  d.  h.  die  Punkte  A,  B,  C,  Z>,  E..,^  ^i,  Bu  Ci,  Z>i,  Ei,.,  und 
Az,  i?2,  C2,  i>2,  £2  9  •  •  bilden  einander  ähnliche  Punktsysteme.  Befinden  sich 
die  Punkte  A^  B^  C\  D^E^...  auf  irgend  einer  gegebenen  Gurve,  dann  liegen 
die  Punkte  ^1,  i/i,  Ci,/)i,  £i,..,  sowie  die  Punkte  A^^  B2,  C2,  D^,  E«^.. 
auf  dieser  Gurve  ähnlichen  Giirven.  Dasselbe  ist  mit  den  Geschwindigkeiten 
der  Fall.    Der  Beweis  bleibt  zur  Übung  dem  Studierenden  überlassen. 

II.    Bestimmung  des  Verhältnisses  —durch  Konstruktion,  wenn  die 
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Krümmungshalbmeäser  r  und  Fi  der  Corven  (C)  und  (F)  für  ihren  augen- 
blicklichen Berührunsgpunkt  gegeben  sind. 

a)    Die  Gurven  (O)  und  (r)  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  TOT  {Vig,  140).     AT  sei  der  Krümmungs- 

mittelpunkt  derCurve((7),  ^i  derjenige  der  Gurre  (A 

so   dass  KC=z  r,  Ki  C=  Fi.     um  ^=  ^\ 

zu  erhalten,  verzeichnen  wir  mit  den  Halbmessern  iCC. 
Kl  C  und  den  Mittelpunkten  K^  Ki  die  Krümmungs- 
kreise  der  Gurven  (ü),  (r),  sowie  über  KKi  ak 
Diameter  einen  Kreis,  welcher  die  Erfimmung?- 
kreise  in  den  Punkten  S  und  Si  schneidet.  Hieraii 
Figur  140.  machen  wir  SB  oder  SiBi  senkrecht  zu  ATÄV 

dann  ist  --  =  BC  =  Bi  C.     Zufolge  der  Konstruktion  ist  nämlich 

WM 


KiB  = 


KBi  = 


r,2 


=  r,  — 


=  r  - 


=  r,  - 


u  u 


^4  =  r- 


12 
U 


u 


=ri—KxB=BC\ 


n 


=r—KJ3i=BiC 


ri  r-hTi 

b)  Die  Gurven  (C)  und  (r)  liegen  mit  ihren 
benachbarten  Teilen  auf  derselben  Seite  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  TCT  (Fig.  141).  K  sei 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  Gurve  (C),  K, 
derjenige  der  Gurve (F),  so  dass  KC—F,  Ki  C=ri, 
U        FFi 


Um  -  = 


zu  erhalten,  vei*zeichnen  wir  mit 


Ä       Fl  —  F 

den  Radien   KC,    Ki  C  und  den  Mittelpmikten 
K,  Kl    die  Krümmungskreise  von  (C)  mid  (D. 
sowie  über  KKi   als  Durchmesser  einen   drittes 
Kreis,  welcher  den  Krümmungskreis  der  Gurve  (C)  in  S  schneidet.    Hit 

5 jB J- KKi  ergiebt  sich  jetzt  —  =  BC,  denn  wir  haben 


Figur  141. 


KB  = 


KS 


r^ 


rri 


j.-r=^-r.^=KB^r=BC. 


KKi       Fl  ~  F      Fl- 
ui. Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  q  der  Bahn  eines  be- 
liebigen Systempunktes,  wenn  die  Krümmungsmittelpunkte  der   CorveD 
((7)  und  (F)  für  ihren  Berührungspunkt  groben  sind. 

a)  Die  Gurven  (0)  und  (F)  liegen  mit  ihren  benachbarten  Teiles 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  TCT  (Fig.  I4i\ 
Seite  360).  Sind  K,  K^  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Gunren  (Ö 
und  (f),  ist  D  der  fragliche  Systempuukt,   so  bestimmen  wir  zonächst 
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wie  unter  IIa,  -^=:  CB.    Der  Krümmungshalbmesser  ^  der  Bahn  (Z>)  fällt 

mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  C  und  D  zusammen,  denn  diese 
Linie  ist  die  Richtung  der  Normalen  von  (D)  in  />.  Nun  machen  wir 
den  Strahl  B H±.CD,  schneiden  von  D  aus  mit  CD  =  r  in  diesen 
Strahl  ein,  was  im  Punkte  F  geschieht,  ziehen  D  F  und  zu  dieser  Linie 

FR  senkrecht,   alsdann  ist  RD  =  g.       Weil   nämlich   CH  =  -r8in€. 

MB 

j-r  YJ  2  2 

also  ±I}H=—sin€—r,  und  auch --«/?j  c  =  r  H — » so  folgt— =±/>Ä 

Nun  ist   DR.I}H=DF^,  oder  D R=  ^,  mithin  DR  =  ±q. 

b)  Die  Curveu  (C)  und  (r)  liegen  mit  ihren  benachbarten  Teilen 
auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  TOT  (Fig.  141, 
Seite  300).  Sind  K^  K^  die  Erümmungsmittelpunkte  der  Curven  (C), 
(r),  ist  2>  der  fragliche  Systempunkt,  so  bestimmen  wir  zunächst,  wie 

unter  IIb, --=CJ8.    Der  Krümmungsradius  {^  der  Bahn  (Z))  ftllt  mit 

mm 

dem  Strahle  CD  zusammen,  auf  diesen  projizieren  wir  CB,  dadurch  wird 

U                                       U                        r^ 
C H=  C Beine,  DJä=  --  aine  -f-r,  mithin,  weil  —  sin  e  =  r  -\ » 

ii  li  Q 

DH=2r  -\-—^  (>=±  r.  T^ — ci—     Machen  wir  jetzt  DE=  ±  {DH 

g  JJ  H  —  ö  r 

—  2 .  CD),  EF±.  CD,  schneiden  von  D  aus  mit  CD  =  r  in  EF  ein, 

wodurch  sich  der  Punkt  F  2iuf  EF  ergiebt,   und  ziehen  FRl^DF,  so 

ist  7>Ä=  ±^. 

I.  Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  so,  dass  zwei  seiner  Punkte  A,  B,  welche  den  unveränder- 
lichen, wechselseitigen  Abstand  AB  =^  a  besitzen,  auf  zwei  festen, 
sich  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden  O  X,  OY  hingleiten. 

a)  Das  Momentancentrum  schreitet  mit  kontanter  Geschwindigkeit  c 
fort,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Systemgerade  AB  dreht  sich  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co.  Die  Bewegung  des  Systemes  soll 
bezüglich  der  Beschleunigung  untersucht  werden. 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  zu  der 

Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  dasselbe  ist 

a 
a. 


a. 

2 

a 

^—  — 

-  a 

2 

362  ^i®  Beschleuoigung  im  unveränderlichen  Systeme.         III.  Tb.  EapiII 

mithin  U=  c^=  ata,         Q= =  — «. 

a 

Ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  Systempunktes  D  vom  Geschwindig- 
keitspole, so  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  9  dieses  Punkte 
mit  Beibehalt  der  früheren  Bezeichnungen 

r^=0,  Ä2r  =  {~)  r  =  w^y  ~  -ha^'\-ß^—a(acos2a>t'hßsin2f^i 
dt  ^a^  '^4  r  \  *-  . 

.Q?7=  — -  =  — WC, 
a 

so  dass  hier  keine  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Bak 
(Z>)  vorhanden  ist. 

Die  Componenten  der  Acceleration  gp  des  Punktes  D  in  den  Bich- 
timgen  parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  (C)  sind,  wenn  '* 
Coordinatenursprung,  die  Tangenten-  und  Normalenrichtung  Coordinatoi- 
axen  und  positiv  in  dem  obengenannten  Sinne  (Fig.  142,  S.  366), 

dt 


-Y  =  —  Si^o)  -h  ^^^y  =  —  (  —  )  x  =  —  0)^  0?, 


Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der  Gurre 

dSi  r  c  ^^ 

{€)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  — fl^a? -f--i— 2/  =  0,    —  ( — )  .j?  =  0, 

dt  Kay 

d.  i.  0?  =  0,  welche  demnach  mit  der  Ordinatenaxe  C  T  zusammenfallt 
Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tangente  d^ 

Curve  (C)  ist,  befinden  sich  auf  der  Geraden  -—  J2^y  —  -r— a?  -h  i2  r=0, 

(C  N  C 

—  )  y  — ^  ^  =  0,  d.  i.  y=  —  a,  welche  demnach  parallel   zur  Ai* 

CX  und  durch  den  Mittelpunkt  O  der  elliptischen  Bahn  (Z>)  läuft.    Ife 
Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  sind 

du 

und  der  Abstand  des  Beschleunigungspoles  vom  Momentancentrum  ist 

QU  U 

a  =  —  ^=  =  —  z=  —  a. 


/-'  -  c-i) 


III.  Tb.  Kap.  II,  Hypocycloidenbewegung.  3Q^ 

Das  Beschleunigungscentnim  fällt  mithin  hier  stets  mit  dem  Punkte  O 
zusammen. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  welche  gleiche  Beschleunigung  ß 

besitzen,  ist  ein  mit  dem  Halbmesser  ^--=-^  um  das  Beschleunigungs- 

centrum  O  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis. 

Mit  p  als  Poldistanz  sind  die  Beschleunigung  go  und  deren   Com- 
ponenten  qpi,  q^^  ^'^  Punktes  2> 

qPl  =  Ä2p=pft,2,  (JP2  =p_-=:0. 

Die  Bichtung  der  Acceleration  (p  fällt  mithin  mit  der  Poldistanz  des 
Systempunktes  zusammen.  Nach  dem  ersten  Teile  ist  die  Gleichung  der 
Bahn  (2>)  für  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  O  als  Ursprung  ^^  = 
^i^JC^-^2aßXY+i^^Y^,  woraus ,  zu  Polarcoordinaten  übergehend, 
mit  O  als  Pol,  &  als  Polarwinkel,  p  als  Badiusvektor  folgt 

£ 

womit  die  Länge  der  Poldistanz  leicht  berechnet  werden  kann,  wenn  der 
Winkel  d-  gegeben  ist. 

Die  Normal-  und  Tangentialcomponente  der  Beschleunigung  qp  des 
Systempunktes  D  sind 

qr»  =  —  Jß^r  -h  ß  üsine  = f h  csine^  =  —  cof h  esiney 

g)<  =  r  -r Ä  Ucos  €==  —  cos  e  =  coc  cos  e. 

dt  a 

r^       U  r^ 

Weil  r  -\ =  --  ^/n  e  =  —  asine,  ergiebt  sich  noch  p  =  ± 


^       Si  »e  K  r  -i-  a  sin  e 

für  den  Krümmungsradius  der  Bahn  (JD)  in  D,  welcher  nach  III  leicht 
konstruiert  werden  kann. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systemes,  deren  Normalbeschleunigung 
(Pn~0  ist,  hat  die  Gleichimg 

n^ix^-hy^)-  nUy  =  0,        d.i.         a?« -t-y«  -  ay  =  0. 

Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  gleich  75  =  <^,  die  Coordinaten  seines 

mm 

Mittelpunktes  sind  a?o  =  O1  yo  =  —  0  «• 

2 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigung 

4)P/  =  0  ist,  besitzt  die  Gleichung 
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r~z :Ä^--  =  0,         oder        ic  =  0, 

dt  r 

^er  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  ^^3-^=0^1  seine  Mittelpunktscoor- 

dinaten  sind  .»0=0©,  3/0  =  0 ,  fällt  also  mit  der  Ordinatenaxe  OCY 
zusammen. 

Befindet  sieb  der  fragliche  Systempunkt  in  Oi ,  dem  Mittelpunkte 

der  Strecke  A  B,  dann  ist  p  =  — ,  «  =  0 ,   so  dass  für  denselben   q  — 

2 

flt    /*  (/  X  1  C  1  1 

-^(  — )   =-5- —  =  -^aa)^     gPn  =  —  — aw^    <jp<  =  0,  wie  dem  sein  muss» 

denn  dieser  Punkt  bewegt  sich  auf  einem  Kreise  vom  Halbmesser  -^a. 

Für  den  Punkt  A  der  Geraden  ABy  welcher  sich  auf  der   festes 
Geraden  O  A  bewegt,  ist  y  =  acos xp  =  a  coswt,  e  ^=  xp  =  <o  t,  daher  ist 

«eine  Beschleunigung  (f>A  —  '-co8(ot  =  a)^aco8a)t,  und  die  Ck>mponent€a 

a 

dieser  Beschleunigung  parallel  und  senkrecht  zu  OA  sind  <p^  =—  a>^  a  coswU 

9.,,  =  0.     Für  den  Punkt  B  der  Geraden  A  B,  welcher  sich  auf  der  f^en 

Oeraden  OB  bewegt,  ist  p  =  asinxp^  e  =  i//,  so  dass  q^B  =  «^ a^inwt 

und  die  Componenten  dieser  Beschleunigung  parallel  und  senkrecht  zur 

Bahn  (B)  sind  gp^  =  —  «2  ^  ^/„  ^^^^  ^^^  —  0     ^jt  t^  =  0,  d.  i.  mit  f  =  0. 

ist  q)A  =  — »   gp^  =  0,  mit  t/;  =  — ,   qp^  =  0,  gpB  = — »  mit  xf}=  n ^    «T^  = 

^2                      .3                                     c*       .  c* 
,  (P2,  =  0,  mit  1/;  =  —  TT,  (T)^  =  0,  gPB  = »  mit  ?/;  =  2  tt,  g:ji  =  — 

<]p^  =  0 ,  womit  zugleich  die  Maxima  und  Minima  der  Beschleunigongeji 
der  Systempunkte  A,  2^  während  eines  Umlaufes  des  Momentancentnuns 
bestimmt  sind  Diese  Beschleunigungen  ändern  sich,  wie  die  Accelerati(» 
<p  eines  beliebigen  Systempunktes,  periodisch,  sie  sind  am  grössten,  wena 
die  Punkte  A,  B  ihre  Maximalabstände  vom  Punkte  O  besitzen,  am  klein- 
sten, wenn  sie  mit  diesem  Punkte  zusammenfallen.  Bezeichnet  x  den  Ab- 
stand des 'Punktest  von  O  zur  Zeit  ^,  so  ist  a;  =  a  coswt,  mithin  auch 

<p^  =  — Y  =  —aoj^coawt^  —  0)* o?.      Betrachten   wir  nun  a?   als  Ab- 

scisse,  q>A  als  Ordinate,  so  stellt  die  Gleichung  <pi  =  —  (o^w  die  ße- 
schleunigungscurve  des  Punktes  A  dar,  welche  demnach  eine  gerade,  durch 
O  gehende  und  zur  Abscissenaxe  unter  dem  Winkel  arc  {tg  =  o)*)  geneigte 
Linie  ist.  In  gleicher  Weise  ist  die  Beschleunigungscurve  des  Punktes  B 
mit  OBY  als  Ordinatenaxe  qpi,  =  —  w^y 

Befindet  sich   der  Systempunkt'  auf  dem  Kreise  (F) ,   so   beschreibt 
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er  eine  durch  den  Punkt  O  gehende  Gerade  und  ist  r  =  asm{xlj  —  ä)y. 
wenn  d  die  Neigung  dieser  Geraden  gegen  die  Axe  OAJT  bezeichnet. 
Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Beschleunigungspole  O  zur  Zeit  t  ist  daher 
p  =  acosiip  —  8)  =  a{€os(ot  —  cJ),  und  es  ist  c  =  (i/;  —  <J).  Mithin  er- 
halten wir  als  Beschleunigung  dieses  Systempunktes  qpp  =  o)'  a  cos  {oot  —  <¥). 
ihre  Normal-  und  Tangentialcomponente  sind  q}n=^0^  (ft=^  to^a  cos  {cot  ^  8) 
=  gpp  Die  Bewegung  dieses  Punktes  ist  eine  oszillierende,  die  Länge 
seiner  Bahn  gleich  2a,  die  Zeit  einer  vollen  Schwingung  gleich  der  Zeit 

2  TT 

eines  vollen  Umlaufes  des  Momentancentrums  =       •    Für  die  Endpunkte 

der  Bahn  ist  r  =  0,  (i/;  —  rf)  =  0,  n,  2  tt,  . . . ,  so  dass  daselbst  Vp  =  0^ 

(fP==^  (o^a.    Befindet  sich  der  Systempunkt  in  der  Mitte  O  seiner  Bahn^ 

13       5 
dann  ist  r  =  a,  (ip  —  ^)  =  -ä^y  '^^^  ö^?-«-  mithin  Vp=±.c,  (f>j-=Oj. 

womit  zugleich  die  ausgezeichneten  Werte  von  Vp  und  q)p  gegeben  sind. 

Mit  (J  =  0  und  ^  =  ö  erhalten  wir  die  Systempunkte  A  und  B ,    also 

ist  für  den  Punkt  Ä  Va  =  —  (oasinoit,  q[>4  =  —  a>^a  cos  « / ,  und  für 
den  Punkt  B     Vb  =■  (oacoscot,  cps  =^  —  (o^a  sin  tot 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  q)  einzelner  System* 
punkte  und  ihrer  Componenten. 

Für  die  augenblickliche  Lage  des  Systemes  seien  A,  B  (Fig.  142^ 
Seite  366)  die  Punkte  der  Systemgeraden  A  B,  welche  auf  den  festen  Ge-- 
raden  OAJC,  0 B  F  geradlinig  geführt  werden,  C  sei  das  Momentan- 
centrum, J>  ein  beliebierer  Systempunkt,  welcher  die  elliptische  Bahn  (Z>> 
beschreibt,  wenn  das  Momentancentrum  C  fortrückt.  Die  Tangente  und 
die  Normale  in  C  an  die  Curven  (C)  und  (r)  geben  die  Richtungen  der 
oben  benutzten  Coordinatenaxen  C-Z,  OCY,  so  dass  mit  CD^r^ 
2S.  DCX=  e  ist.  Als  Grösse  der  Geschwindigkeit  U  des  Momentan- 
centrums wählen  wir  die  Strecke  ah=^c,  als  Masseinheit  die  Strecke  aihi=K 
(Fig.  142a,  Seite  366).  Die  Strecke  CCi^^ah  mi  CX  giebt  die  Ge- 
schwindigkeit  von  C,  Die  graphischen  Rechnungsoperationen  führen  wir 
mittelst  des  rechtwinkeligen  Axenkreuzes  OiXi,  Oi  Yi  (Fig.  142  a,  S.  866) 
durch,  und  beschreiben  mit  OiZ/  =  OiZq  =ai6i  =X  als  Radius  um  den 
Mittelpunkt  Oi  den  Basiskreis  (A),  indem  wir  uns  teilweise  an  die  Methode 
von  Eggers  (Eggers,  Grundzüge  einer  graphischen  Arithmetik)  halten. 
Für  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 

besteht  die  Relation  i2  =  —  —  =  —  w.     Mit  Oi  /l'  =  O  O  =  a,  ^'  ^  = 

a 

ab  =  c,  dem  Strahle  A' Li  und  B'C'±OiXi  finden  wir  n  =  B'C'=(o^ 

welche  Grösse  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systemes  konstant  ist. 
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Figur  142  a. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  D  ist  r=Är.  Mit  OiJ'  =  irr', 
LN'  =  CD  =  r,  dem  Strahle  LJ'  und  iV'P'xOi^i  ist  V=KP. 
Machen  wir  DFJ-DC  u.  =N'P',  so  ist  durch  DVäie  Geschwindigkeit  de 
Punktes  D  vollständig  gegeben.  Die  Beschleunigung  (p  des  Systempmife 
D  können  wir  auf  zweifache  Weise  erhalten.    Die  zur  Ordinatenaxe  ')' 

parallele  Beschleunigungscomponete  ist  SiU= =  — w.a,  eine  fü: 

a 

:alle  Systempunkte  gleiche  und  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systeno 

konstante  Grösse.    Mit  Z.D'=?7=a6,  D'JETj-OiJTi  wird  ±_nu=l)t 

Die    in    die   Gerade   BC  hineinfallende   Beschleunigungscomponente  ist 
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J2V=ö>V.  Mit  J'K'±.LJ'  wird  Oi  jK:'=a)^  wodurch  mit  O^M'^O^K' 
und  dem  Strahle  L  M'  sich  ergiebt  N'  Q'  =^  Q^r.  Machen  wir  jetzt  DAi 
parallel  C  Y  und  gleich  jff  If,  2i\i{  D  C  DBi  =z  JV'  Q\  so  sind  die  Com- 
ponenten  von  qp  in  der  Sichtung  der  Ordinatenaie  und  in  der  Richtung 
D  O  gefunden.  Konstruieren  wir  nun  mit  den  Seiten  D  Ai  und  D  Bi 
das  Parallelogramm  DAFB^  und  dessen  Diagonale  DF,  so  istDJP=^(p 
die  Beschleunigung  des  Systempunktes  D,  welche  mit  dem  Polstrahle  BO 
xusammenföUt.  Weil  aber  auch  (p  =  Sk^p=^(o^ .BO^  so  ergiebt  sich 
diese  Acceleration  einfach  dadurch,  dass  wir  LH  =^BOy  Ä' Ä'  J_ Oi  Xi 
(Fig.  142a)  machen,  wodurch  B'Ä'  =  (j)  wird.  Mit  BF^S!  g  ist  so- 
dann die  Beschleunigung  von  B  vollständig  gegeben.  Zerlegen  wir  die 
Acceleration  tp  :=^  BF  m  ihre  Gomponenten  in  paralleler  und  senkrechter 
Bichtung  zu  D  C,  so  finden  wir  gp^  =  2)  ö,  ipt=^  BH,  um  nun  die  Be- 
schleunigung des  Systempunktes  Bi  zu  erhalten,  welcher  auf  der  Bahn 
(B)  angenommen  wurde,  haben  wir  nur  den  Polstrahl  O  Bi  zu  ziehen  und 
auf  demselben  mittelst  einer  Parallelen  zu  BBi  durch  F  die  Strecke  Bi  Fi 
abzuschneiden,  welche  die  verlangte  Grösse  giebt,  denn  es  besteht  mit 
Dl  Fl  =  (jPi  und  Bi  O  =  pi  die  Relation  <pi  :  gp  =  pi  :  p.  In  gleicher 
Weise  finden  wir  die  Acceleration  B^  F^  des  Punktes  B2  auf  (B) ,  wobei 
wir  von  B  F  oder  Di  Fi  ausgehen  können,  die  dadurch  entstehenden  Dreiecke 
D  Dl  D2  und  FFi  F^  sind  einander  ähnlich,  was  unter  (I)  allgemein 
dargethan  wurde.  Die  Figur  142  (S.  366)  zeigt  auch  die  Geschwindig- 
keiten Dl  Fl,  D2  F2  der  Punkte  Di,D2,  welche  folgen  aus  F=  a>r  und  die 
Bahn  (D)  nicht  berühren ,  denn  sie  stehen  senkrecht  auf  den  Linien  C  Di , 
^-D2.    Die  Dreiecke  l9Di  D2  und  FFi  F2  sind  einander  ähnlich. 

Weil  die  Beschleunigung  9)  des  Systempunktes  D  hier  nach  dem  Be- 
schleunigungspole gerichtet  ist  und  dieser  stets  mit  dem  Punkte  O  zusammen- 
fällt, so  ist  zugleich  die  Beschleunigung  tf  der  Punkte  Di ,  D2  diejenige 
des  Punktes  D,  wenn  er  bei  seiner  Bewegung  diese  Punkte  deckt.  Ver- 
zeichnen wir  daher  die  Beschleunigung  y  einer  Reihe  von  Punkten  auf  (D) 
mittelst  der  Beschleunigung  D  F  und  verbinden  die  Punkte  F  durch  einen 
stetigen  Linienzug,  so  wird  durch  die  zwischen  diesem  Linienzuge  und  (D) 
liegende  Fläche  die  Änderung  der  Beschleunigung  des  Punktes  D  während 
seiner  Bewegung  deutlich  charakterisiert.  Das  zwischen  der  Bahn  (D)  und 
dieser  Curve  liegende  Vektorenstück  giebt  y^  nach  Grösse,  Richtung  und 
Lage.  Die  Polargleichung  der  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  y  der 
Systempunkte  auf  (D),  oder  den  Endpunkt  der  Acceleration  y  des  sich 
bewegenden  Systempunktes  D  enthaltenden  Curve,  welche  ebenfalls  eine 
Ellipse  ist,  lautet 


V  = 


a2  Ydi^coa^d'  —  aßsin 2^-h  S^^sin'^ ^ 
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Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  augenblickliche  Beschleunigung  paralltl 
zur  Axe  CX^  ist  eine  durch  das  Centrum  O  gehende,  zm  OJC  parallel? 
Linie,  sie  schneidet  die  Bahn  D  in  den  Punkten  D\D'\  Die  System- 
punkte,  deren  augenblickliche  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normalen  C  Y 
der  Curve  (C)  ist,  liegen  auf  dem  Strahle  CO,  welcher  die  Bahn  (Z>)  m 
den  Punkten  D"\  Z>""  schneidet.  Mit  dem  Kreise  (JT)  fallen  stets  <fe 
Systempunkte  zusammen,  welche  die  Normalbeschleunigung  ^«==0  besitz«^. 
Für  alle  Systempunkte,  welche  mit  dem  Strahle  OC  zusammenfallen,  i^ 
die  Tangentialbeschleunigung  ^^=0.  Die  Punkte  A  und  B  besitzen  daher 
keine  Normalbeschleunigung,  aber  eine  Tangentialbeschleunigung.  Ffir  deti 
Punkt  öl  auf  (r)  erhalten  wir  mit  ^g=ß^.OGi  die  Strecke  öiG/  ab 
resultierende  Beschleunigung,  welcher  Punkt  keine  Normalbesehlenniguci 
besitzen  kann,  da  COi  senkrecht  auf  OGi  steht.  Machen  wir  AqA',^ 
OA,  Boffo-LOB,  AoA'o=^BoB'o=(io^a=OiM\aund  ziehen  die  Strah- 
len OÄq^  OB'ü'  so  stellen  dieselben  die  Beschleunigungscurven  der  Punktr 
-4  und  jB  dar,  es  sind  mit  AA\jlOA,  BB'iJ.OB  die  Strecken  AÄ,, 
BB\  die  augenblicklichen  Beschleunigungen  von  A^  B^  welche  für  «ü^ 
äussersten  Lagen  von  A,  B  zu  -4o  ^'o  =  -Bo  ^o  =  ö>^a  werden. 

Denken  wir  uns  die  Normalen  der  Bahn  (/>)  für  alle  ihre  Punkte  gezogen,  ies 
Punkt  D  in  Bewegung,  auf  diesen  Linien  von  D  aus  die  entsprechende  Beschleonigo^ 
(f%(fun(pt  und  die  entsprechende  Geschwindigkeit  V  abgetragen,  die  Endpunkte  ^ 
Grossen  qp,  <p.,  gp/,  V  je  durch  einen  stetigen  Linienzug  verbunden,  so  erhalten  wir  czt 
Gurren  (()p),(qp.),((pt)>(F).  Ziehen  wir  jetzt  durch  einen  beliebigen  Punkt  ▼od  ifi 
eine  Normale  zur  Bahn,  so  repräsentieren  die  Abschnitte  dieser  Normalen  zwisehen  (I'. 
einerseits  und  (qp),  (gp»),  (gpf),  ( F)  andererseits  die  Grossen  qp,  qp.,  qpi,  rfCbr  diese  Lage  von /' 
Eine  zweite  Darstellung  dieser  Grossen  ergiebt  sich  dadurch,  dass  wir  sie  von  (D)  a:^ 
auf  den  entsprechenden  Fahrstrahlen  D  0  abtragen  und  die  Curven  (qp'),  ((p'>),  (9*0«  (^ 
Terzeichnen ,  welche  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  von  qp,  (p»,  qp/,  V  unter  siu: 
sind.  Die  Abschnitte  des  der  augenblickUchen  Lage  von  D  zukommenden  Poktrabk^ 
I>  0  zwischen  {D)  einerseits,  ((^'),  (qp'«),  (qp't),  ( V)  andererseits  geben  die  entsprecheodc 
Grossen  Yon  qp,  qp.,  qpr,  V.  Die  erste  Darstellungsweise  giebt  q}«,  die  zweite  g;  nach  Gröan^. 
Richtung  und  Lage.  Die  Figur  142  (S.  366)  zeigt  noch  die  Geschwindigkeit  V  d^ 
Punktes  D  f&r  einige  seiner  Lagen  während  eines  Umlaufes  in  seiner  Bahn  {D). 

b)  Die  Bewegung  des  gegebenen  Systemes  ist  so  beschaffen,  dI2!^ 
ein  Systempunkt  £>  auf  einer  durch  den  Punkt  O  gehenden  festen  gerade: 
Linie  mit  konstanter  Geschwindigkeit  ±  c  fortschreitet.  Die  Beschleuii- 
gung  einzelner  System  punkte  soll  untersucht  werden,  wenn  die  Bahn  {D. 
unter  einem  Winkel  d  gegen  die  Führungsgerade  OA  geneigt  ist. 

Weil  hier  -  =  —  a,  der  Abstand  des  Punktes  D  vom  MomenUD- 

centrnm  r  =  asin{xp  —  6)  (Fig.  143,  S.  374),  so  ergiebt  sich,  c  negaÖT 
nehmend, 
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XJ  = cosec  {xp  —  rf),     U  =  c  cosec  {tp  —  S). 

Diese  Geschwindigkeiten  sind  Funktionen  des  Winkels  i^,  sie  ändern  sich 
während  der  Bewegung  des  Systemes  periodisch  und  absolut  genommen  in 
gleicher  Weise.  Beide  Geschwindigkeiten  erlangen  mit  cosec  (ip  —  S)  =  ±qc 
ihre  absolut  grössten  Werte  TQo,  dieses  geschieht,  wenn  (t/;  — <J)  =  0, 
7t^  2  TT,  3  TT, . . ,  wenn  also  der  Punkt  D  in  den  Endpunkten  seiner  Bahn 
ankommt.      Mit  cosec  (tj;  —  J)  =  ±  l    erlangen    dieselben  ihre   absolut 

kleinsten  Werte,  nämlich  ip  -  und  ±  <?,  welches  geschieht  mit  {\p  —  S) 

a 

=  -f  ^  TT,  7^  71, .. ,  also   wenn  der  Punkt  D   die  Mitte  O  seiner  Bahn 

passiert.  Im  ersten  Falle  tritt  das  Momentancentrum  in  einen  der  End- 
punkte der  Bahn  (Z>),  im  zweiten  liegt  es  auf  der  durch  O  gehenden 
Normalen  zu  (Z>),  abwechselnd  links  und  rechts  von  (Z>)  in  einem  Abstände 
a  von  O.  Wie  der  Winkel  \p  als  Funktion  der  Zeit  dargestellt  werden 
kann,  wurde  im  ersten  Kapitel  dieses  Teiles  gezeigt. 

Die  die  Beschleunigung  y  des  Punktes  D  erzeugenden  Beschleuni- 
gungen sind 

c  c^ 

Si  U  = cosec {\p  —  i).ccosec (i|;  —  i)= cosec'^ (t/;  —  i!), 

d  a 

Ä^  r  =  -g  cosec^  (tf;  —  S)a  sin  (ip  —  J)  =  —  cosec  {^  —  8\ 


Es  ist 


r  —=^a  sin  (yp'-S)  ^^\^—- cosec  (\p  —  S)^* 


dSi       c        .         ,.  o/         »v^^V 

=  —  cos  (%ff  —  0)  cosec^  {^>  —  o) 


dt       a  VT        /  ^^ 

Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  auch  t/;  =  0,  bezeichnen  mit  s  den 

in  der  Zeit  t  vom  Momentancentrum  zurückgelegten  Weg,  dann  ist  s~a  t/;, 

folglich  ^  =  « -—  =  U=ccos€c{xp — rf),  wodurch  —  -  =  -  cosec  (ip  —  6),  mit- 

Of  t  (tt  (tt         (i 

hin  erhalten  wir 

dQ      c^  c^ 

— -  =  "2 ^^^  (V  ~"  ^)  <^osec^ {\p  —  ^)  =  ~2  <^<>^ff  {^  —  ^)  cosec^  (xp  —  d) 

Cl  V  CL  d 

und  die  zur  Bahnnormalen  senkrechte  Beschleunigungscomponente  ist 

dSi  c^  c^ 

r-j—  =  asin{\p-  d)—^cos{\l)  —  d)cosec^{\p — d)  =  —cos{xp  — 3)cosec^{tp — S) 

HL  CL  OL 

c^  cotg  {\\i  —  S) 

•  ^^^  '  —  . 

a  sin  (\p  —  S) 
Diese  Beschleunigungscomponenten  sind  sämtlich  Funktionen  des  Winkels  t/;, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Meohanüu  L  24 
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sie  ändern  sich  während  der  Oszillation  des  Punktes  (Z>)  in  seiner  Bahn 
periodisch.    Ein  Vergleich  der  beiden  ersten  zeigt,  dass  mit  (^  —  fj  =  i\ 

Q         e 

7r,27r,,.,  und  mit  {\p  —  <J)  =  ö'  ö^i  ö^i-m ihre  Werte  absolut genommt: 

einander  gleich,  nämlich  ip  oo  und  ip  —   sind.      Die  Werte  der  driteu 

a 

Componenten  sind  für  diese  ausgezeichneten  Lagen  ao  und  0. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zu  der  Normale 

der  Curve  (C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  — Si^x-h  ^   y  =  0,  das  b: 

(v  t 

y  —  —tg^xp  —  S)a!;  diese  Linie  steht  mithin  auf  der  Bahn  (2>)  senkrectt 
und  fällt  mit  der  Geraden  CD  zusammen. 

Die  Systempunkte,  deren  Acceleration  parallel  zu  der  Tangente  der 

Curve  (C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  —  ~J7^^  i2*y  4-  ß  (7=  0,  d.  L 

y  =  cotg  (ip  —  rf)  a;  —  a,  sie  schneidet  auf  den  Coordinatenaxen  die  Stück 
atffixf)  —  d)  und   —  a  ab  und  fällt  mit  der  Bahn  (Z>)  zusammen.   Di 

fi  U 

Entfernung  des  Momentancentrums  von  dieser  Geraden  ist  = 


r-'-Q 


=  a  sin  {\jf  —  6\  welches  zugleich  der  wechselseitige  Abstand  des  Geschwi^ 
digkeits-  und  des  Beschleunigungspoles  ist. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  sind 


QU 


dt 


n^ü  .2/.     xi 


ü^ 


fdn\ 


womit  Y^i  ^  -t-  2/1  ^  =  a  sin  (tp  —  S)  ist. 

Das  Beschleunigungscentrum  fällt  mithin  stets  mit  dem  Systempunkt? /-' 
zusammen.  Dieses  folgt  auch  ohne  Rechnung  daraus,  dass  die  resultiereD) 
Beschleunigung  tp  des  Punktes  D  gleich  Null  ist,  weil  er  sich  mit  l> 
stanter  Geschwindigkeit  bewegt. 

Für  die  resultierende  Acceleration  (p  eines  beliebigen  Systempunktes  /' 
im  Abstände  p  vom  Beschleunigungscentrum  £>  und  ihre  CompoDent: 
(f\%(f2  ergiebt  sich 

^  =  p ySi^ H-  (^J^^^   =  p Q)  cosec^ (ip  —  Sh 
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(fi  =  Si^p  =  p(  —j  cosec^ (\p  —  i), 

=  p -j-  =  p  (--\  cotg {^f  —  S)  cosec^  {%ff  —  3). 
d  t  Kay 

Die  Componenten  ü  U  und  fiV  schliessen  einen  Winkel^  -♦-  (ip  —  rf)   mit 

einander  ein,  es  ist 

-=  ±  —  cotg  (ip  —  S)  cosec  (\\>  —  S). 

Ol 

Für  den  Winkel  v,  welchen  diese  Resultate  mit  der  Gomponente  i2  U  ein- 
schliesst,  besteht  die  Relation 

tgv  = ,  woraus  folgt  tgv=  tg{\ff  —  J), 

n  Z74-  n^rcos(^  -b\p  —  S\ 

d.  i.  v  =  (\p  —  S). 

Die  Resultante  aus  i2  U  und  i2V  fällt  also  mit  der  Bahn  (Z>)  zusammen, 

sie  ist  gleich  —r-j—^  so  dass  sich  diese  Accelerationen  gegenseitig  zer- 

j  o 

stören  und  y  =  Res  (Ä  ZJ,  i2*  r)  -h  r  -j-  =  0,  erscheint. 
Peraer  ist 

(d  Si\       n/ tC^  C^  \ 

Ä^r,  r-j-J  ~r    \~2 ^^^^^^ (V' "~  *)  +  ~ 2 ^^^^^ ^^ — *)  ^^^^^^  i^ ~ ^)| 

=  ±  —  cosee^  (\p  —  S), 
a 

Für  den  Winkel  vi ,  welchen  diese  Resultante  mit  der  Bahn  D  einschliesst, 
besteht  die  Relation 

ig  Vi  =  —    "1  woraus  folgt  ig  vi  ^tg(\p  —  rf),  d.  i.  vi={ip  —  S). 

r  -  - 
dt 

Diese  Resultante  ist  mithin  von  gleicher  Grösse  wie  die  Gomponente  Q  U, 
aber  von  entgegengesetzter  Richtung,  so  dass  y  —  Res  (Ä-  r^r-    »  /i  U)  =  0, 

wie  dem  sein  muss. 

Die  Beschleunigungen  der  gerade  geführten  Punkte  A  und  B  der 
Systemgeraden  AB  lassen- sich   auf  mehrfache  Weise  ableiten,  am  be- 
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quenisten  ist  es,  von  den  Geschwindigkeiten  dieser  Funkte  auszugehen. 
Die  Abstände  der  Punkte  A  und  B  vom  Geschwindigkeitspole  sind  a  ein  i^ 
und  aco9^>^  mithin  die  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte 

VA^==^Si»<i  sin  xp  z=  Zf:  c  sin  xp  cosec  (ip  —  rf), 

Vb=  Q,a cos \p cosec {\p  —  S)  =^  ±.  c cos \p cosec {\p  —  S), 

Daraus  folgt  durch  Differentiation  nach  t 

ifA  =  -y^  =  Hh  c cosec {\p  —  S)\cos%fß  —  sinxpcotff{\p —  S)  \  — — 

und  weil  — -^  =  —  cosec  (tV —  3) 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

so  dass  weder  die  Geschwindigkeiten  noch  die  Beschleunigungen  der  Ponktt 
A  und  Ji  von  dem  veränderlichen  Winkel  xp  unabhängig  sind.  Die  nach- 
stehende Tabelle  charakterisiert  die  Bewegung  der  Punkte  A  und  B^  sU 
enthält  für  die  ausgezeichneten  Werte  von  \f)  und  {tp  —  S)  diejenigen  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der  Punkte  A  und  J?. 

^  =  0  ^  n  -g«  2ä 

Va=0  —cseeb  0  csecd  0 

fß  (ß  (j2  c2  (j2 

g>A  = cosec^b      H — sinöseeßb  ~*-.—  C08e(ßd sindsetßb oosee^S 

a  a  ' 

VB=cc08ec6  0 

c2  „         c2      „ 

gfB  =  —  cos  6  coseiß  6 se(ßö 

a  a 

ft.-5)==0  i 

Va        = — QO  — cco«6 

WA         =  -+-  00  H —  smb 

a 

Vb         =+qo  —  csinB 

(•2 

g>n  = -f-ao  CO«  6 

—  a 

Mit  <f  ==  0  fallt  die  Bahn  (D)  mit  der  Geraden  OAJT,  der  Systempunkt  // 

mit  dem  Punkte  A  der  Geraden  A  li  zusammen,  in  welchem  Falle  Va  =  ^c. 

c  r_  d\D       c 

Vb==-  ±.  c  cotg  yp^  Si= cosec  \p,  U=  c  cosec  %    ,-   =  —  cosec  tp^ 

a  ^         dt       a 


'  a 

a 

a 

—  ccasecb 

0 

ccosec5 

c« 

cos 

a 

bsetßb 

c2     „ 
-  scc2  b 
a 

—  easbcaset^h 
a 

i 

i 

i 

n 

8 
2* 

2n 

-l-QO 

ccosb 

—      OD 

±» 

smb 

a 

Hh     QO 

—  QO 

csinb 

4-      QO 

Ijlac 

—  COSd 

a 

±     «. 

ULTh. 

Kap.  IL 

(pB  — 

4-  —  cosec 
a 

^xp, 

"O 

2 

cotff  \p  cosec^  \ 

^  = 

0 

Vb= 

QO 

9B  = 

Too 

Ä  = 

—  00 

üz= 

QO 
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<?N^  o  /-c 


n 
2 

Ä 

2* 

0 

—  00 

0 

a 

Too 

c 

—  00 

c 

a 

a 

c 

00 

—  c 

2it 

00 
H^QO 

—  00 

oc 

Mit  rf  ^  ^  fällt  die  Bahn  (V)  mit  der  Geraden  OBY,  der  Systempunkt  D 
mit  dem  Punkte  jB  der  Geraden  AB  zusammen,  in  welchem  Falle  Vu  =  ±c, 

Va  =  "^  C  tff  Xp    U.    8.    f. 

Daraus  geht  hervor,  dass  wenn  einer  der  Punkte  Ä  oder  B  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  fortschreitet,  die  Bewegung  des  anderen  eine 
periodisch  veränderliche  ist. 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Normalbeschleunigung 
^M  =  0  ist,  ist  der  Kreis  (r),  seine  Mittelpunktscoordinaten  sind  xq  =■  0, 
1 

yo  =  —  2  ^' 

Der  Ort  sämtlicher  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  ^^ 
verschwindet,  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  Si  ^^^  =  c-tgi^—S)^  seine 
Mittelpunktscoordinaten  sind  xq=  -^a tg {yp  —  6\  y^  =0. 

Befindet  sich  der  Punkt  2)  in  der  Mitte  O  seiner  Bahn,   dann  ist 

c  c^  d>  S^ 

U=^  (?,  Ä  = »  ß2  r  =—  =  —  Ä  Z7,  r     '=0.    Legen  wir  durch  O  zur 

a  a  dt 

Bahn  (D)  eine  Senkrechte,  dann  sind  die  Schnittpunkte  Jf,  N  dieser  Linie 

und  der  Curve  {€)  die  Lagen  des  Momentancentrums,  wenn  der  Punkt  D 

seine  Bahnmitte  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  passiert.    Lst  P  eine 

beliebige  Lage  des  Momentancentrums,  Q  der  ihr  entsprecheode  Ort  von  2>, 

OQ  =  s,  Bogen  MP  =  er ,  2^3I0P—  0^,  so  bestehen  die  Kelationen 

s  =  a am  x^,  a=  a&,  woraus  folgt  ais  =  x^isinO^.   Dieses  Verhältnis  weicht 

um  so  weniger  von  der  Einheit  ab,  je  kleiner  wir  den  Winkel  x^  nehmen. 

Beispielsweise  erhalten  wir  mit  ^  =  24^  sin  ^  =  0'A067,  ^  =  0-41888, 

daher  s  =  0-4067  a,  0-=  0-41888  a,  -  =  1.029.  Befindet  sich  das  Momen- 

8 

tancentrum  in  P,  dann  ist  XJ  =  — (?:acö*^=  —  1,094-,  ^7— 1,094 <?. 

a 
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Daraus  lässt  sich  erkennen,  wie  wenig  die  Geschwindigkeit  des  MomentäD- 
centrums  in  der  Nähe  der  Punkte  M  und  N  von  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  T>  abweicht.  Lassen  wir  mithin  umgekehrt  den  Kreis  (r)  auf 
dem  kleinen  Bogen  PMPi^  wo  PiM=PM  ist,  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit rollen,  so  wird  der  Punkt  D  seine  geradlinige  Bahn  mit  fa&: 
konstanter  Geschwindigkeit  beschreiben.  Ist  od  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Systemes  um  C,  dann  ergiebt  sich  mit  ^  =  24^  für  den  Punkt  D  in  (^ 
F=  0*9135  ao).  Der  Umstand,  dass  sich  die  Bahnellipse  in  zweiGeradt: 
spaltet,  wenn  der  Systempunkt  auf  dem  Kreise  (r)  liegt,  wurde  zm-  Kon- 
struktion einer  Geradfuhrung  benützt,  der  Punkt  D  erscheint  dann  als  der 
gerade  zu  führende  Punkt. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  (p  und  ihrer  Compo- 
nenten  für  einzelne  Systempunkte. 

Dem  graphischen  Verfahren  legen  wir  die  Strecke  a  6  =  c  =  der  kon- 
stanten Geschwindigkeit  des  Punktes  D  und  die  Masseinheit  ai  ^i  =  x  m 
Grunde  (Fig.  143,  143  a). 


Figur  li3 
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Die  augenblickliche  Lage  des  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich 
bewegenden  Punktes  sei  D,  so  dass  die  Gerade  D  O  seine  Bahn,  ihr  ent- 
spricht der  Punkt  G  als  Geschwindigkeitspol.  Die  Tangente  und  die  Nor- 
male im  Punkte  Cder  Curve  (C)  sind  die  Geraden  CX,  00 Y  (Fig.  143, 
S.  374).  Für  das  graphische  Rechnen  verwenden  wir  das  rechtwinkelige 
Axenkreuz  Oi  A'i,Oi  Fi   mit  dem  um  Oi  als  Mittelpunkt  beschriebenen 

Einheitskreise  vom  Radius 

Ol  Jv  =  «1  Ji  =  i, 
(Fig.  143  a).    Zunächst  ist 


n  =  ±-=-± 

r 


Mit 


CD' 
OiÄ'=ab  =  c,Oiir=CD 
=  r,  LCWITÄ  wird  n 
=  OiO'.  Ferner  ist  U= 
—n.a.  MitOiiy=OC=a, 
LE'  =  0i  C'  =  n,  dem 
Strahle  LD'  und  E' F' 
J-OiJTi  wird  U=^E'F\ 
Dasselbe  Resultat  ergiebt 
sich  mit  der  Formel  Z7=: 
cco8€c{\pS).  Verzeichnen 
wir  den  Einheitskreis  {i)  um 
^'       ^f  O  als  Mittelpunkt,  machen 

F*«"i"»-  OeJ.OD,  efWOBy  dann 

ist  ef  =  cosec  {^  —  S).  Nun  ergiebt  sich  mit  dem  Strahle  LA\  L&=  efy 
O'  ITA.  OiJCi ,  £7=0^'  //'=  E'  F\  Jetzt  konstruieren  wir  die  Componenten 
der  resultierenden  Beschleunigung  g>  des  Punktes  D.  Die  zur  Ordiuaten- 
axe  C  Y  parallele  Beschleunigung  12  U  ist  das  Produkt  aus  den  Strecken 
OiC  und  EF".  Mit  dem  Strahle  LC\  LJ'=E'F',  J'K'JLOiXx  wird 
^U=J'K\  Die  in  die  Gerade  CD  hineinfallende  Beschleunigungscom- 
ponente  ist  ü^r.  Mit  (J'M'A^LC  wird  0M'=  i2^  mit  dem  Strahle  LN\ 
wobei  OiiV'=OiJlf',  LP'^CD^r,  P'Q'a.LP'  wird  Q^r  =  P'Q;. 
Die  in  die  Ordinatenaxe   CY  hineinfallende  Beschleunigungscomponente 

r  -  ^  ergiebt  sich  wie  folgt.    Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  der 
dt 

Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleunigung  9)^=0,  ist  gleich  Ä  ^.  jv.- 

(t  Sc 

Dieser  Kreis  geht  durch  die  Punkte  C  und  D,  sein  Mittelpunkt  liegt  auf 
der  Abscissenaxe  CX^  welche  die  Bahn  (D)  in  E  schneidet.     Weil  hier 

2^  C2>  £  =  ^,  ist  offenbar  die  Strecke  CE=nU.~  und  der  über  CE 

u  d  Si 
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als  Diameter  beschriebene  Kreis  giebt  den  Ort  aller  Systempunkte  mit  de: 
Beschleunigung  (pt=0.    Nun  ist  — —  =  7.  £,•    Machen  wir  daher  OiK  = 

dt        \j  jüj 

J'K'=SkU,  OxS  =  aE,  den  Strahl  LT'  parallel  zum  Strahle  & K. 
80  wird  OiT'=^-  Jetzt  ergiebt  sich  mit  iP'=Ci>=r,  P'J/'j.OiJT,, 

r-^  =P^  IT.    Damit  sind  die  Grössen  der  BeschleunigungscomiK)nenteL 

QU,  Si^r,  r-T-  für  den  Punkt  D  gefunden.     Ziehen  wir  nun   durch  /> 

ci  t 

do 

eine  Parallele  Di^  zur  Ordinatenaxe,  beachten,  dass  Ä  ü  negativ,  r  -" 

positiv,  Ä^r  nach  C  hin  gerichtet  ist,  machen  DF=J'K'  =  SiU^  DG 

=  P'Q'  =  n^r,  D H=  P'  U'  =  r  ^,  so  erhalten  wir  die  auf  den  Punkt  Ii 

dt 

wirkenden  Beschleunigungen  nach  Grösse,  Richtung  und  Lage.   Die  Resultante 

aus  diesen  drei  Beschleunigungen  ist  (p  =  Rcsfsi  ü,Q^r,r        j=0,  wi. 

dem  sein  muss.  Die  Resultante  aus  D  F  und  D  G  ist  die  mit  (I>)  2l> 
sammenfaUende  Strecke  D  J,  welche  gleich  D  H,  aber  von  entgegenge^tzter 
Richtung ,  so  dass  nach  der  Streckenrechnung  DF-\-DG-\-DH='l 
Die  Resultante  aus  B  O  und  B  H,  nämlich  B  K,  ist  gleich  und  entgegeo- 
gesetzt  der  Strecke  B F,  woraus  wieder  folgt  BF'+-BG'hDH  =  0,  wx« 
sich  auch  mittelst  des  Summationspolygons' ergiebt. 

Darstellung  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  eines  be- 
liebigen Systempunktes  Bi. 

MitAC=riist  F=/in.  Machen  wir  L^"=  AC'»  A"B"JlOiXi. 
welche  Linie  den  Strahl  LO'  in  JB"  schneidet,  so  wird  V=^A"JS'\  Kul 
ziehen  wir  2>i  FJL  J>i  O  und  =^  Ä'  B'\  wodurch  sich  in  I>\V  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  D\  nach  Grösse,  Richtung  und  Lage  ergielc 

Die  auf  den  Punkt  Z>i  wirkenden  Accelerationeu  sind  ü  U,  Ä*  ri ,  ri  - 

at 

Mit  BlFl^\  DF  erhalten  wir  Ä  CT".  Die  Acceleration  äVi  fallt  mit  de: 
Linie  DiC  zusanmien,  ihre  Grösse  giebt  die  Strecke  Ä'C'\  wobei  C"  auf 
dem  Strahle  LN'  liegt,  so  dass  mit  Z>i(ri=J."  6'"  diese  Beschleunigüs: 
in  ihrer  wahren  Lage  erscheint.     Endlich  schneidet  der  Strahl  L  T  ri 

der  Ordinaterilinie  durch  Ä'  (Z.^"=ri)  die  Strecke  Ä'D"=Ty^  ^"^  ab. 

Machen  wir  daher  auf  der  Normalen  i>ifii  zu  B^G     iyiHi=^Ä' D\ 

beachtend  den  positiven  Sinn  von  r  -r—,  dann  erhalten  wir  in  Dx  Hi  die  zt 

0)  t 
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/>,  C  senfa-echte  Acceleration.  Die  Resultante  aus  den  drei  Strecken  7>i  Fi , 
2>i  Gl ,  Dl  Hl  ist  die  Linie  DiKi=ip  =  der  resultierenden  Beschleuui- 
nigung  des  Punktes  Di.    Es  ist  aber  auch  (p  die  Resultante  aus  ü^pi 

und  pi   n*  wenn  Z>iD  =  pi  gesetzt  wird,  die  erste  Componente  fällt  mit 

Dl  D  zusammen ,  die  zweite  steht  senkrecht  auf  Bi  D  und  hat  ein  der 
Winkelgeschwindigkeit  ß  entgegengesetztes  Drehungsbestreben.    Mit  LE" 

=AA  If'G"^.OiXi  wird  E^r'^Ü^pu  J5r'G"=pi^,   der  Grösse 

CL  Z 

nach.  Machen  wir  daher  A  «i  =  ^"  -P"»  ^i  Ji-LDiD  und  =  JE"  ö", 
dann  sind  die  Gomponenten  g>i  und  (p2  gefunden  und  die  Resultante  aus 
ihnen  giebt  wieder  die  Strecke  DiHi=  (p. 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  -4  ist  F^  =  Ä .  ^  (7  =  -4  ^2 1  seine 
Beschleunigung  ist  (pA  =  ÄAs.  Für  den  Systempunkt  B  ergiebt  sich 
VB  =  n.BC=BBz,  g>B=BBs. 

Die  Beschleunigung  aller  auf  der  'Geraden  B  O  liegenden  System- 
punkte ist  parallel  zur  Tangente  CJi  an  (Cf).  Die  Beschleunigung  aller 
auf  dem  Strahle  OB  liegenden  Systempunkte  ist  parallel  zur  Normalen 
O  Y  der  (C).  Mit  dem  Kreise  (r)  fällt  der  Ort  aller  Systempunkte  zu- 
sammen, welche  die  Normalbeschleunigung  y»  =  0  besitzen.  Der  Ort  aller 
Systempunkte,  welcher  Tangentialbeschleunigung  (pt  verschwindet,  wurde 
bereits  venseichnet. 

Es  unterliegt  nun  keiner  Schwierigkeit,  die  Grössen  Sl,  U^  i2  U,  fl^ r^ 

j  o 

r  - j-  für  irgend  eine  andere  Lage  des  Systempunktes  B  graphisch  zu  be- 

stimmen,  insofern  die  Zeichnungsfläche  dazu  ausreicht.  Diese  Grössen  sind 
für  eine  Reihe  von  Lagen  des  Punktes  B  berechnet  worden.  Hierauf 
wurden  durch  alle  diese  Punkte  B  zur  Bahn  Aq  Bq  Normale  gezogen, 
auf  denselben  je  die  entsprechenden  Grössen  ^,  CT, ^ZJ...,  von  (I>)  aus 
mit  Rücksicht  auf  ihr  Zeichen  abgetragen,  die  positiven  nach  oben,  die 
negativen  nach  unten,  die  Endpunkte  aller  52,  U,  flu,.,,  je  durch  einen 
stetigen  Linienzug  verbunden,  wodurch  die  Curven  (52),  (ZJ),  {ft  ü),  (Sl^r)^ 

(r-  -  j  für  die  Bewegung  des  Punktes  B  von  ^0  Dach  Bq  entstanden, 

welche  die  Änderung  der  Geschwindigkeiten  il,  U  und  der  Beschleunigungen 

j  o 

52  Z7,  52 2  r,  r -=— vollständig  veranschaulichen,  Geschwindigkeits-  resp.  Be- 
et t 

schleunigungscurven  genannt  werden.    Lassen  wir  den  Systempunkt  B  von 

Ad  nach  Bq  sich  bewegen,  so  sehen  wir  sämtliche  Grössen,  welche  alle 

beim  Beginn  der  Bewegung  unendlich  gross  sind,  um  so  kleiner  werden, 

je  näher  der  Punkt  B  der  Bahnmitte  O  kommt.    Für  die  Bahnmitte  wird 
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Sl  = 1  U=  c,  il  ü= »  Sl^r  =  — I  r  ,—  =  0.     Bewegt  sich  von 

a  a  a        dt 

hier  aus  D  weiter  nach  Bq  hin,  dann  wachsen  alle  diese  Grössen  (absolut 
genommen)  wieder  und  werden  unendlich  gross,  wenn  der  Punkt  B  im 

Endpuni:te  Bq  seiner  Bahn  ankommt ,   was  nach  der  Zeit  —  jt  geschieht 

c 

Die  Curven  sind  in  Beziehung  auf  die  Gerade  MN^  welche   in  O  ue 

Bahn  (B)  rechtwinkelig  schneidet,  symmetrisch.     Die  durch  A^   und  B 

zu  Aq  Bq  senkrecht  gezogenen  Strahlen  sind  Asymptoten  für  alle  Currei 

Bewegt  sich  jetzt  der  Punkt  D  rückwärts,  von  Bq  nach  Aq,  dann  ander 

seine  Geschwindigkeit  die  Richtung,  das  Momentancentrum  kann  hierlr^i 

entweder  vorwärts  oder  zurückschreiten,  im  ersten  Falle  durchläuft  es  d^ 

Bogen  Bq  NAq^  im  zweiten  den  Bogen  ^o  MAq.    Durch  diese  Andercng 

von  c  variieren  die  Zeichen  der  Geschwindigkeiten  ^,  U  und  der  Beschlfn- 

nigungen  nicht,  wenn  ifj  beständig  wächst,  es  liegen  aber  dann  die  Accek> 

rationen  SIU  und  il^r  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  ^o  ^o-    D» 

gezeichneten  Beschleunigungscurven  können  daher  auch  für  die  Bewegos: 

von  Bq  nach  ^o  ^^^  massgebend  angesehen  werden.    Bei  einem  Umlaufe 

des  Momentancentrums  oder  einer  vollen  Schwingung  des  Punktes  D  geht 

in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit  U  des  Momentancentrums  scheinbar 

aus  4-pc  nach  <?,  -h  oo,  —  oo,  — c,  — od,  +qo,  während  sie  in  Wiit- 

lichkeit  stets  positiv  ist;  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Grössen 

Wandert  das  Momentanc^ntrum  bei  der  Bewegung  des  Punktes  D  von  7/ 

nach  Aq  rückwärts,  dann  ist  die  Bewegung  mit  derjenigen  von  ^  nad 

^0  identisch,  nur  umgekehrt.    Die  Darstellung  der  Geschwindigkeitscurre 

(Fa),  {Vb)  und  der  Beschleunigungscurven  (y^),  (y^)  för  die  Systempunkt 

A  und  B  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  sie  mag  dem  Studierenden  üb» 

lassen  bleiben. 


c)  Ein  beliebiger  Systempunkt  D  schreitet  mit  der  konstanten  Gi 
schwindigkeit  c  in  seiner  elliptischen  Bahn  (D)  fort.  Die  Bewegung  d^ 
Systemes  soll  bezüglich  der  Beschleunigung  untersucht  werden. 

Alle  früheren  Bezeichnungen  beibehaltend,  ist  ^=  —  a,  daher 


V. 


^'^ß^  —  a{aco82\i)'{'ßsin2\it) 


jj ac  _  ac 


y  -r  -^  a^  -{-  ß^  —  a{acos2\p  -h  ßsin2\p) 
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Für  die  Accelerationen ,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  tf  des 
Systempunktes  D  erzeugen,  erhalten  wir 
^  ^- c   ac ac^ '  ac^ 


r     r  r^  a^ 


r 


j  -h  a^-h  ß^—a  (aco82\p'\'  ß  sin  2  xjj) 

«.,=(^-)V=£!=    _= " ■ .^. 

f/j  +  a^-hß^—  a{acos2\lf-hß8m  2  xp) 

rfß  d  z'      c\         c  dr  ac{asin2tp  —  ßco82xfi)  dxfj 

^^  }*  ~     I  ~~^  ^~  I  ^^^  ~~  —  ' — — -  — • 

dt  dt\      rJ        rdi       a^       «     ^q        /         o         r.  -  c,    \  dt 

-^-\-a^-h  ß^--'a(aco82^f-h  ßsin2\p) 

Weil  aber  der  in  der  Zeit  t  von  dem  Momentancentrum  durchlaufene 
Bogen  8=axp^  so  ist 

„     ds         dxD      ac  j, ,  ..  .    dxD       c       ..,  . 

^=^Tt  =  Ui^  -P  ^'^^''^   dt  =  r'  '^'^^''^ 

dil     ac^  ac^(a8in2^-ßco82\p) 

''  di^ 7»" (««'»2V;-/?(7o/r2 V;)  =  --^ ^ ^^~^ Ta" 

lj-ha^-hß^'-a{aco82xl;-hß8in2xfj)U' 

Diese  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  sind  sämtlich  Funktionen 
des  veränderlichen  Winkels  i//,  sie  äadem  sich  daher  während  eines  Um- 
laufes des  Punktes  D  periodisch  und  lassen  sich  ihre  Werte  für  die  aus- 

TT 

gezeichneten  Lagen  des  Radiusvektor  0  0,  also  für  i/;r^0,^»7i:,...  leicht 

anschreiben. 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der 
Curve  (C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

^o         dSi         /^      j    .  r^ 

dt^  ^       a{a8in2\p  —  ßco82\p) 

sie  geht  durch  das  Momentancentrum  und  bildet  mit  der  Abscissenaxe 
einen  Winkel 


arc 


-^  -h  a^  +  ß^  —  a{a C082  ip -¥  ß sin 2  xff) 


a  {a  sin  2\p  —  ßco8  2  xfi) 
Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tangente  der  Curve  (C) 
ist,  liegen  auf  der  Geraden 

^ßx  —  Sl^y'h^U=0,     d.i.     y  =  -, 
dt  ^  "^      r 

ihre  Coordinatenaxenstücke  sind 

ilU  r2  U 


—   ^—  X  —  9,^y  -{-Uü  =Q^     d.  i.     y  =  ^{ßco82\\)  —  a *m2 1/;) x  —  a. 


d^       ßco82\p — a8in2tp        ^ 
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und  ihr  Abstand  vom  Momentancentruin,  welcher  zugleich  die  Entfemic: 
des  Beschleunigungspoles  von  C,  ist 

SIU  ar^ 


(J== 


j/q^      r^— V      V^*  +  «n«^w2ip  — /?^o«2ip)2 


\dtJ 
Die  Goordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

d^  ^ 

__      a^  r^  (ßcos2\jf  —  a  sin  2  iff) 


«K^') 


^1  = 


ß 


_         ßggr ar^ 

^^  "^04      fd^y       r^-ha^{cc8in2rp—ßco82jp)- 
\dtJ 
Diese  Werte  zeigen,  dass  das  Beschleunigungscentrum  im  allgemeinen  sei  - 
Lage  bei  der  Bewegung  des  Punktes  D  ändert. 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  D  dl-: 
ihre  Componenten  yi ,  ^2  erhalten  wir,  wenn  p  die  Entfernung  des  Systei- 
punktes  vom  Beschleunigungscentrum  bezeichnet 

(p=pyfl*-\'f^^  =P^  Yr^Täidn  2%p  —  ß  co72^, 

(Cx  ^  d  ^  d  C^ 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  welche  gleiche  Beschleunigung  ju  besitzec,  k 
ein  um  den  Beschleunigungspol  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis  tui 
Halbmesser 


z/o4      f^y      c^Yr^'ha^{asin2xp  —  ßco82yß)^ 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  g>^  =  0  i* 
ein  Kreis  vom  Durchmesser  —  =  a,  seine  Mittelpunktscoordinaten  (jr... « 

sind  a?o  =  0,  yo  =  —  o  ^>  ®^  ^^^^*  °^^*  ^^^  Curve  (r)  zusanunen.     Der  Or 
aller  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  q^t  verschwindet,  t: 

ein  Kreis  vom  Durchmesser  i2  U-—-=- ^^ r— «-  »  seine  Mittei- 

a  Ä     ß  cos  2xfj  —  a  sm  2  xp 

punktscoordinaten  (^o,  2/0)  sind  a.„  =  2{ßco.2tp^- aein2y,y  ^^  =f* 

Damit  sind  allgemein  die  Beschleunigungen  sämtlicher  Systempnnkt 
analytisch  ermittelt. 
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Die  graphische  Darstellung  der  Beschleunigungen  lässt  sich  hier 
ebenso  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen  durchführen,  sie  ist  durch 
[lifi  Figur  144  gegeben.  Diese  Figur  zeigt  zunächst  die  elliptische  Bahn 
?ines  beliebigen  Systempunktes.     Der  Lage  I)  dieses  Punktes  entspricht 


Figur  144. 


Figai  144  \). 


Figur  144  a. 
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der  Punkt  0  als  Momentancentrum,  so  dass  CD  =  ry  CJC  die  Tangente. 
CY  die  Normale  der  Curven  (ü)  und  (F)  ist.  Wir  wählen  für  die  Gni^ 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  D  die  Strecke  ab  =  c^  als  Massb^st 
die  Strecke  a^hi  =  X  (Fig.  144  a).  Zur  Konstruktion  der  Grösse  derG^ 
schwindigkeiten  und  der  Accelerationen  verwenden  wir  das  rechtwinkelig 
Axenkreuz  OiXi^  OiYi  mit  dem  um  Oi  als  Mittelpunkt  beschriebeßrc 
Kreise  (A)  vom  Halbmesser  OiL  =  OiLi=  ai bi . 

Weil  Ä  =  ~— .  so  wird  mit  OiÄ'  =  ab,  Oi  B"  =  CD  =  r,  det 

r 

Strahle  LV  parallel  zur  Linie  B' Ä\   OiC'  =  i2.     Weil   U=-aSL 

so  wird  mit  LD'  =  OC^a,  I)'If±.OiJ^u  I)'E'=U.    Mit  LF'=I)K 

F'G'  ±0i  JCi  erhalten  wir  nü=F'G\     Die  in  der  Eichtung  Dc  m 

den  Punkt  D  wirkende  Beschleunigung  ist  Q^r.    Mit  C  H'J-LC  wi:: 

Oxir  =  n\  daher  durch  OiJ'=OiH\  den  Strahl  LJ\  LK'  =  CD=t. 

du 
K'M'±.OxXu  K'M'=£i^r.    Um  die  Beschleunigung  r  ,-  senkrechte 

CD  ZU  erhalten,  können  wir  den  für  dieselbe  gefundenen  Ausdruck  nsd 
dem  gewöhnlichen  arithmographischen  Verfahren  durch  eine  Strecke  dar- 
stellen, jedoch  ist  es  einfacher,  diese  Strecke  in  anderer  Weise  zu  bestiiE- 
men.    Der  Durchmesser  des  Kreises,  welcher  der  Ort  aller  Systemponi> 

dt  r* 

mit  der  Beschleunigung  m  =  0,  ist  Q  U^--  = ^ r—^     •    ^^ 

^     ^^  du       ßco»2\fß'-'asm2ip 

wählen  das  rechtwinkelige  Axenkreuz  O'JT,  C  Y'  (Fig.  144  b)  mit  den 
Basiskreise  (X) ,  sein  Radius  ist  O'  JJ  =  O'  L"  =  X.  Machen  wir  Bogf: 
0'a=  Bogen  2tf;  mit  Jl  als  Radius,  ab'±.L'0\  dann  ist  ab'=9inU. 
L'b'=cos2yj.  Die  Coordinaten  des  Systempunktes  D  für  die  beweg- 
lichen Axen  sind  OiDi=a,  DiD=^ß.  Zeichnen  wir  daher  Cfe^hil 
O'd'  =  Ol  A 1  die  Strahlen  L'c\  Ld\  verlängern  Va  bis  zum  Strahle  Lc 
machen  Üe=b'a\  efA.L'0\  fg\L'0\  so  ist  ffh'=ßco8  2tf}  —  asin2\: 
Nun   machen   wir   07=CD  =  r,   tk'j,L't,   wodurch   0'k'  =  r^  nK 

0'l'=gh\  L"m\\rk\  so  ist  O'm^nU.^^.  welche  Grösse  die  Form 

d  Si 

als  positiv  giebt,  da  ßco8  2xf)  —  a  «t«  2 1//  >  0  ist.    Tragen  wir  jetzt  am 

der  Abscissenaxe  CX  (Fig.  144,  S.  381)  die  Strecke  CT^  O'tn  ab  Wi 

verzeichnen  über  derselben  als  Durchmesser  einen  Ereis,  so  ist  derseli^ 

der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleunigung  cp,  =  0.     Dieser  foi^ 

schneidet  den  Kreis  (r),  welcher  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  B- 

schleunigimg  (jp^^O,  in  dem  Punkte  e/,  dem  Beschleunigungspole.    ^ 

nun        —        -  =  ->,,— 7^»  so  machen  wir  OiN'^F'O^  (Fig.  144a,  S.:>^l 
iit        (y  1  O  m 
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Ol P'= OW,  iJi^  PN\  dann  ist  O^  (2'==^-  Mit  LK'=CI),  K'r:±.Oi  AI , 

dt 

folgt  r-T~=^ K'R.    Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  die  resultierende  Be- 

schleunigung  qp  des  Systempunktes  D  darzustellen.  Zu  dem  Ende  machen  wir, 

SiU  ist  negativ,  r        positiv,  DE\;üYn.  =  F'G'=üU,  DF=K'M'=^ß^ 

Ci  t 

auf  CB.  DOJ^DOu.  =  K'R'=^r-zr~*  wodurch  nun  die  die  Beschleu- 
'  dt 

nigung  qp  des  Punktes  D  erzeugenden  Accelerationen  in  ihrer  wahren  Lage 
gegeben  sind.  Die  geometrische  Summe  dieser  drei  Strecken  ist  die  Linie 
D  n,  mithin  qp=:^  DH.  Zerlegen  wir  die  Beschleunigung  cp  in  ihre  Com- 
ponenten,  deren  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zu  CI)  sind,  dann  er- 
geben sich  q)i  und  q)n.  Weil  die  Lage  des  Beschleunigungspolesc/  be- 
kannt ist,   so   lässt  sich  <p  auch   mittelst  der  Componenten  cpi  =il^p^ 

cp2  =P^     bestimmen,  deren  Richtungen  parallel  und  senkrecht  zum  Pol- 

strahle  DJ  sind.    Mit  L8'=DJ=p,  ;^T±Oi JCi  wird  il^p-^T 

j  o 

(Fig.  144  a,  S.  381),  p—  -  =  S'U\  der  Grösse  nach.     Machen  wir  nun  auf 

d  t 

DJ  und  der  zu  ihr  normalen  durch  D  DM^  ST',  DN=  S'U\  dann 

sind  die  Componenten  qii  und  (p2  auch  der  Lage  nach  bekannt  und  die 

Diagonale  Dil  des  mit  ihnen  als  Seiten  konstruierten  Parallelogrammes 

giebt  die  resultierende  Beschleunigung  gp  des  Systempunktes  D. 

Für  mehrere  Systempunkte,  w;elche  augenblicklich  auf  der  Bahn  des 
Punktes  D  liegen,  wurde  die  Beschleunigung  gp  mittelst  ihrer  vorher  be- 
stimmten Componenten  qri  und  qp2  dargestellt,  um  zu  zeigen,  wie  die 
Richtung  und  Orösse  dieser  Accelerationen  in  einer  Phase  des  Systemes 
wechselt. 

Auf  der  Geraden  CT  liegen  diejenigen  Syst^mpunkte ,  welche  eine 
zur  Tangente  C  X  an  die  Curven  (C),  (r)  parallele  Beschleunigung  be- 
sitzen, es  sind  darunter  die  Punkte  J/,  D".  Auf  dem  Strahle  CJ  be- 
finden sich  diejenigen  Systempunkte,  welche  eine  zur  Normalen  CY  der 
Curven  {C),  (F)  parallele  Beschleunigung  besitzen,  es  sind  darunter  die 
Punkte  //",  D"". 

Es  ist  zweckmässig,  sich  hier  von  der  Richtigkeit  einiger  unter  (I) 
angeführten  Sätze  zu  überzeugen.  Verbinden  wir  die  Systempunkte  m,  n,  o 
und  die  Endpunkte  m\  n,  o  ihrer  Beschleunigungen  unter  sich  durch 
gerade  Linien,  dann  sind  die  Dreiecke  mno  und  mS/ o'  einander  ähnlich. 
Machen  wir  nämlich  auf  m  o  die  Strecke  m8=^m  o\  auf  m  n  die  Strecke 
7n t  =  m  n ,  und  ziehen  « /,  so  zeigt  sich,  dass  st  ^no  ist,  woraus  die  Ahn- 
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lichkeit  der  genannten  Dreiecke  folgt.  Sind  m  m^  n  n  die  Beschlemiignngec 
der  Systerapunkte  w,  n  und  soll  die  Beschleunigung  des  Systempunktes: ' 
gefunden  werden,  so  verzeichnen  wir  das  Dreieck  mwo,  die  Gerade  mV. 
machen  2i.nrno'=  2^n7no,  2(.nino'=  2^mno^  alsdann  schneiden  siij 
die  gefundenen  Winkelschenkel  in  dem  Endpunkte  o'  der  Beschleunignc^ 
0  d  des  Punktes  o.  Verbinden  wir  die  Eckpunkte  zweier  Beschleunigung-^ 
unter  sich  und  mit  dem  Pole  J  durch  gerade  Linien,  bilden  aus  den  gt- 
gebenen  Beschleunigungen  und  dem  Winkel,  unter  welchem  sich  ibi^' 
Richtungen  schneiden,  ein  Dreieck,  dann  zeigt  es  sich,  dass  dieses  Dreiek 
ähnlich  dem  Dreiecke  ist,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  der  Beschleih 
nigungen  und  der  Pol  J  sind.  In  der  Figur  wurden  die  BeschleunigUDg''L 
Wim',  uu  der  Systempunkte  m^  u  gewählt.  Das  Centraldreieck  ist  «iis 
Dreieck  muJ.  Mit  uw  \\  mm  ergiebt  sich  das  Dreieck  uuw^  welch*»? 
dem  Dreiecke  muJ  ähnlich  ist,  denn  wir  finden  2^uuw^  ^um^, 
2^uuw=^  2^m'Ju.  Sind  daher  die  Beschleunigungen  mm!,  uu  p- 
geben  und  soll  der  Beschleunigungspol  J  gefunden  werden,  so  koDstmie>' 
wir  aus  mm\  uu  mit  uiv  J^mm'  das  Dreieck  uuw^  ziehen  m'u\  mach^*. 
2%um'J=^  2f,wuu\  2i.m'uJ=  2^uwu^  dann  schneiden  sich  die  geftu- 
denen  Winkelschenkel  in  dem  Beschleunigimgspole  J, 

Die  Beschleunigung  des  Punktes  A  der  Systemgeraden  ^  ^  ist  Aq 
sie  föllt  mit  A  O  zusammen.    Mittelst  des  imter  (I)  gegebenen  VerfahM- 
ist  es  leicht,  für  jeden  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  die  BeschlenniguD: 
(f  zu  finden,  wenn  (p^  und  qis  bekannt  sind. 

Fällt  der  Systempunkt  D  mit  der  Mitte  Oi  der  Geraden  AB  n- 

a  2r 

sammen,  dann  ist  a  =  /?=0,  r  =  -^f  wodurch  in  diesem  Falle  Sl= — 

a  cb         dt  CL 

Die  Beschleunigung  gp  ist  während  der  ganzen  Bewegung  des  Syst^mf 
konstant,  der  Beschleunigungspol  fällt  stets  mit  dem  DurchschnittspunLt^ 
O  der  Führungsgeraden  der  Punkte  A  und  B  zusammen.  Befindet  ^iLi 
der  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fortschreitende  Systempunkt  i)  ai 
dem  Kreise  (/^,  so  ist  seine  Bahn  eine  durch  den  Punkt  O  gehende  p- 

rade  Linie.    In  diesem  Falle  ist  «^  -i-  ^2  =  -— ,  womit  aus  den  allgeffiei- 

nen  Formeln  die  Werte  der  Beschleunigungscomponenten  etc.  leicht  abge- 
leitet werden  können.  Die  eingehende  Untersuchung  dieses  Spezialfälle^ 
wurde  bereits  unter  b)  gegeben. 

Ist  die  Hypocycloidenbewegung  so  beschafiien,  dass  die  Führnngr 
geraden  der  Punkte  A  und  B  sich  unter  einem  beliebigen  Winke!  r 
schneiden,  dann  lässt  sich  die  Bewegung  des  Systemes  unter  obigen  Vei- 
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bältnissen  mit  derselben  Leichtigkeit  untersuchen,  was  aber  dem  Studie- 
renden zur  Übung  überlassen  bleiben  muss. 


2.  Ein  unveränderliches,  ebenes  System  schreitet  in  seiner 
£bene  so  fort,  dass  die  eine  der  zwei  unter  rechtem  Winkel  fest 
miteinander  verbundenen  Systemgeraden  OF^  PS  immer  durch 
den  festen  Punkt  O  geht,  die  andere,  PS,  an  einem  in  dieser 
ebene  festliegenden  Kreise  vom  Halbmesser  a,  dessen  Mittelpunkt 
M  von  O  um  die  Strecke  e  entfernt  ist,  hingeleitet.  (Figur  145, 
Seite  387.) 

a)  Das  Momentancentrum  C  bewegt  sich  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit c  in  seiner  kreisförmigen  Bahn.  Wie  ist  die  Bewegung  des  Sy- 
Sternes  rücksichtlich  der  Beschleunigung  beschaffen? 

Die  konstanten  Krümmungshalbmesser  der  Curven  (CT)  und  (r)  sind 

r  =  -^^  /i  =  ^,  womit,  weil  beide  Curven  auf  derselben  Seite  der  gemein- 

5chaftlichen  Tangente  liegen,  sich  ergiebt  q  =  ^.    Nun  ist  ü=c^  daher 

Sl==—  =  (o.    Der  von  dem  Momentancentrum  O  in  der  Zeit  t  durch- 
e 

laufene  Bogen  ist  mit  den  früheren  Bezeichnungen,  wenn  zur  Zeit  t  —  0, 

ip  =zO^  0C=8=^ct=-^W,  so  dass  -^  =  2  —  =  2 «,  also  die  Winkel- 

Jt  at         ^ 

gesch windigkeit  der  Geraden  NC  um  C  gleich  der  doppelten  Winkelge- 
schwindigkeit des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist.  Für  den  Ab- 
stand r  eines  beliebigen  Systempunktes  D  vom  Geschwindigkeitspole  C 
besteht  die  Gleichung 

r-]/a^-^ß^  +  e^'h2e(a€os^-^ß8rn^^ 
=  Ya^  4-  /S*  -f-  tf 2  ^_  2  ^  (a  cöi  a>  t  ^ sin  out), 

für  welchen  Ausdruck  jedoch  in  der  Folge  der  Kürze  halber  r  beibehalten 
werden  soll. 

Die  Accelerationen ,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  qr  des 
Systempunktes  1)  erzeugen,  sind 

€  \ej  dt 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der  Curve 
{C)  ist,  liegen  auf  der  Geraden  07=0,  welche  demuadi  mit  der  Ordinaten- 
axe  CY  zusammenfallt.     Die   Beschleunigung   derjenigen   Systempunkte, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  25 
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welche  auf  der  Geraden  y  =  e^  einer  im  Abstände  e  von  der  Axe  CX 
zu  dieser  parallel  laufenden  Linie  liegen,  ist  parallel  zur  Abscissenaxe  CA'. 

U 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungspoles  sind  a?i=0,  yi  =  •j^=?. 

seine  Entfernung  vom  Momentancentrum  ist  rf  =  -—  =  ^.      Demnach  ist 

das  Beschleunigungscentrum  J  von  dem  Mittelpunkte  N  der   Curve  (C) 

3 

um  die  Strecke  -^  e  entfernt ,  so  dass  dasselbe  bei  der  Bewegung  des  Sy- 

3 
stemes  einen  mit  der  Curve  (G)  koncentiischen  Kreis  vom  Badins  -^«^ 

beschreibt.  Beide  Pole  durchlaufen  ihre  Bahnen  gleichzeitig  und  zwar 
zweimal,  wenn  der  Systempunkt  D  seine  Bahn  einmal  zurücklegt,  wobei 
der  Beschleunigungspol  J  die  dreifache  Geschwindigkeit  des  Momentan- 
centrums  besitzt. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  /»  ist  ein 

um  J  als  Mittelpunkt  mit  dem  Kadius  —^  =  iur— ^  =-^  beschriebener 

Kreis. 

Die  resultierende  Beschleunigung  eines  beliebigen  Systempunktes  is: 
g)  =  jt?  ß2  =  p  0)2,  ihre  Componenten  in  den  Eichtungen  parallel  und  senk- 
recht zu  dem  Polstrahle  DJ  sind  yi  =  pöi*,  ^2  =  0,  sie  ist  stets  nach 
dem  Beschleunigungspole  J  gerichtet. 

Der  Kreis,  auf  welchem  die  Systempunkte  mit  der  Normalbescbleo- 

nigung  9)n=0  liegen,  besitzt  den  Halbmesser -^^,  die  Mittelpunktseoor- 

dinaten  a?o  =  0,  yo  =0^1  er  Hegt  zwischen  den  Curven  (C)    und  (J). 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9«  =  0  is: 
ein  Kreis  von  unendlich  grossem  Halbmesser,  seine  Mittelpunktscoordinaten 
sind  j?o  =  QC),  yo  =  0,  er  f&llt  mit  der  Ordinatenaxe  C  Y  zusammen. 

Die  geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  9)  einzelner  System- 
punkte  ist  durch  die  Figur  145  (S.  387)  gegeben.  Die  Geraden  OP^  PS 
repräsentieren  die  augenblickliche  Lage  der  beiden  unter  rechtem  Winkel 
fest  miteinander  verbundenen  Geraden,  M  ist  der  Mittelpunkt  des  Fäb- 
rungskreises  vom  Halbmesser  MS  =  a.  Dieser  Lage  des  Systemes  ent- 
spricht das  Momentancentrum  C  Die  in  (7  an  die  Kreise  (C)  und  (f) 
gezogene  Tangente  giebt  die  Abscissenaxe  CXy  die  Centrale  dieser  Cur- 
ven die  Ordinatenaxe  CY.  Machen  wir  auf  der  Ordinatenaxe  CJ  =  e. 
so  ist  der  Punkt  J  Beschleunigungspol.  Der  über  C  J"  als  Diameter  be- 
schriebene Kreis  ist  der  Ort  aller  Systempunkte,   welche  die  Normalbe- 
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Figur  145. 


Figur  146  a. 

schleunigung  yn=0  besitzen.  Auf  der  Centralen*  iVOi  der  Curven  {G) 
und  (r)  liegen  alle  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  g)t  =  0, 
sie  ist  zugleich  der  Ort  aller  Punkte,  welche  eine  zur  Ordinatenaxe  CT 
parallele  Beschleunigung  besitzen.  Der  durch  J  zur  Abscissenaxe  C2C 
parallel  gezogene  Strahl  JT  enthält  alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Ab- 
scissenaxe CJ[  parallelen  Beschleunigung.  Der  um  iV  als  Mittelpunkt 
mit  dem  Badius  NJ  beschriebene  Kreis  ist  die  Bahn  des  Beschleunigungs- 
poles.    (D)  ist  die  Bahn  eines  beliebig  gewählten  Systempunktes  D. 

Das  Momentancentrum  bewege  sich  mit  der  konstanten  Geschwin- 
digkeit ab  =  c,  bezogen  auf  die  Masseinheit  ai bi  =  X.  Für  das  graphische 
Rechnen  verwenden  wir  das  rechtwinkelige  Axenkreuz  (Xjf',  (/Y  mit 
dem  Einheitskreise  {X)  vom  Halbmesser  0'L=^(yLi=aibi  (Figur  145a). 
Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 

ß=~.     Mit  0'^'=afc  =  (?,  aB^=OM=ze,  LCffA',  wird  «=0/(7'. 
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Die  zur  Ordinatenaxe  C  Y  parallele  Beschleunigung  irgend  eines  System- 
punktes ist  SIU.  Mit  Liy=0'G\  Vl^l^O'  X  wird  SIU^JOTJE!. 
Die  nach  dem  Momentancentrum  G  gerichtete  Beschleunigung  des  Punktes 
D  ist  ß«  r  =  fl« .  CD.  Mit  CfF'JL  L  C  ergiebt  sich  OF'^  ß«.  Machen 
wir  daher  0'G'=(/F\  ziehen  den  Strahl  LG',  zeichnen  LH'^CDy 
R'K'J^O'X\  so  wird  ^^r=:H'J\  und  gleichzeitig  r=^Slr  =  H'K'  = 
der  Geschwindigkeit  -  des  Systempunktes  D ,  der  Grösse  nach,  um  nun 
zur  resultierenden  Beschleunigung  g>  des  Systempunktes  D  zu  gelangen, 
machen  wir  DECY  und  =  IfE',  auf  der  Linie  D C  die  Strecke 
I)F:=^H!  J\  konstruieren  das  Parallelogramm  DEGF  mit  der  Diago- 
nale 2)6r,  welche  die  gesuchte  Beschleunigung  ip  ist,  ihre  Sichtung  geht 
durch  den  Beschleunigungspol  J.  Es  ist  aber  auch  (p=p  ,Ü^=BJ.Sl^. 
Machen  wir  deshalb  LM'=DJ,  M'N'A.O'JC\  DG  =  M'^'\  so  ist  9 
ebenfalls  bestimmt.  Die  Figur  145,  S.  387  zeigt  für  mehrere  Punkte 
auf  der  Bahn  (D)  die  Beschleunigung  9  und  ihre  Componenten  ß  Z7, 
ß*r,.  welche  aber  andere  Bahnen  wie  der  Systempunkt  D  besitzen. 
Die  resultierende  Beschleunigung  9  der  Punkte  D\  D"  ist  parallel 
zu,  der  Ordinatenaxe  CF,  diejenige  der  Punkte  D'",  2)""  parallel  zur 
Abscissenaie  G  X.  Ferner  wurde  die  Acceleration  q>  des  Punktes  P 
mit  ihren  Componenten,  sowie  diejenige  der  Systempunkte  Oi  und  O 
dargestellt.  Da  die  Beschleunigung  (p  hier  nach  dem  Beschleunigungs- 
pole, die  Beschleunigung  ß^r  nach  dem  Momentancentrum  gericbtet  ist, 
sind  diese  Grössen  für  jeden  beliebigen  Systempunkt  sofort  von  den  ent- 
sprechenden Grössen  für  den  Systempunkt  B  ableitbar,  denn  für  die  Punkte 

Z>  und  Dl  haben  wir  die  Relationen  ^'  =  ^9,     g?^  =-1^^,   wenn   <pr 

und    (fry^   die   Acceleralionen   in   den   Bichtungen  nach   dem  Momentan- 
centrum bedeuten. 

b)  Ein  beliebiger  Systempunkt  B  bewegt  sich  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit  c  in  seiner  Bahn.  Das  System  soll  bezüglich  der  Beschleu- 
nigung untersucht  werden. 

U 
Wir  haben  hier  wieder  77  ==  «1  so  dass 

r 


y  a^  +  i32  -+•  ir«  +  2  tf  (a  Cöä|  -f  /?*'»|) 


^«2  +  /?«  +  *«  -t-  2  (j  (« co«|  +  ß  «n-|j 
Die  Accelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  gi  des  System- 
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Punktes  I)  erzeagen,  sind,  weil  die  Winkelbeschleunigung  des  Systemes  um 

das  Momentancentrum 

dSl       d /^C\  dir      ce      ^z-      .   U;       .       %p\d\p 

dt       de\rJ  rdt       2         V         2      ^       2j  dt 

oder,  wenn  wir  beachten,  dass  der  in  der  Zeit  t  vom  Momentancentrum 

zurückgelegte  Weg  »  =  O  (7  =  -^  ip ,  mit  O  als  seiner  Anfangslage ,  also 

,    _      da       ....     e  d\D      ce    ,    .  d\l}      2c 
auch  n=  3",  mithm  s  3v  =  — i  d.  i.  -^  =  — . 
dt  2  dt       r  dt        r 

,^        o  c^efasin-fi'-'ßcos^) 

dfi      c^e  ^     .  H;      .      \V^  V         2      '^       2J 


dil      c^e  ^     .1/;      ,      ij;x 


I««  +  /?«  +  e»  4-  2  e{ttCo^  +  /**''"  2)} 


«2  4-  ^8  +  c«  +  2  <?  r«  CO«  I  +  /?  «m|^ 


i2«r  =  — = 


<?2  C2 


***       J/^a2  +  /5«+^8-+-2^(a(?o*|+i3*m|) 


dfl      c^tf/'     .  ip       _       ij;-.  V         2       '^        2y 


ja« -f- /92 -h  ^«  4- 2  <?  r«  Cö*| -h  i^«n  1)1 2 


Die  bisher  berechneten  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  sind 
Funktionen  des  veränderlichen  Winkels  tp,  daher  während  eines  Umlaufes 
des  Systempunktes  D  in  seiner  Bahn  periodisch  veränderlich. 

Die  Systempunkte,  welche  eine  zur  Ordinatenaxe  G  Y  parallele  Be- 
schleunigung besitzen,  liegen  auf  der  Geraden 


r« 


e  {  asin  ~  —  ß  C08^\ 


dieselbe  läuft  durch  das  Momentancentrum  und  schliesst  mit  der  Abscissen- 


r« 


axe  C JT  den  Winkel  arc  ltg  = }  ein. 

^  elaain  —  —  ßcos-^y 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Abscissenaxe  GJC  parallelen  Beschleu- 
nigung befinden  sich  auf  der  Geraden 

ihre  Goordinatenaxenstücke  und  ihr  Abstand  vom  Momentancentrum  sind 
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Für  die  Coordinaten  des  Beschleunigungspoles  ergiebt  sich 
e^r^(a  sin  ^  —  ß  cos^j 

^i  — : ü .T-2'  2/1  = 


er^ 


Diese  Werte  zeigen^  dass  das  Beschleunigungscentrum  seine  Lage  während 
der  Bewegung  des  Systemes  ändert. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  fi  ist  ein 

um  den   Beschleunigungspol   als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  ^^ 

^  beschriebener  Kreis.    Der  Ort  aller 


<^^yr^-he^(a8in^  —  ßco8^^ 
Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  g>n  =  0  ist  ein  Kreis  vom 
Halbmesser  ^,  seine  Mittelpunktscoordinaten  sind  xq  =0,  yo  =  o  •  Der  Ort 

aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9)^=0  ist  ein  Kreis 

dt                  r^ 
Yom  Durchmesser  ßZ7^r?^  = •    seine  Mittelpunktscoordi- 

asin-^  —  ßcos-^ 
naten  sind  a?o= »       2/o=0. 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  g)  des  Systempunktes  D  und 
ihre  Gomponenten  9)1,92  ergiebt  sich 

9=P Qi)  /r^  +  e^ («*m| - ^co^l)',  91  =p (^)  . 

y2  =  p(^)  e(aain^  —  ßco8^y 
und  schliesst  die  Beschleunigung  g)  mit  dem  Polstrahle  D  J  den  Winkel 
<^rc\  tff  =  ^(a8tn^--ßco8^^\  ein. 

Die  geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  g>  und  ihrer  Gom- 
ponenten kann  ganz  in  derselben  Weise  bewirkt  werden,  wie  dieses  unter  c) 
für  die  Hypocydoidenbewegung  angegeben  wurde,  wodurch  hier  die  gra- 
phische Berechnung  übergangen  werden  soll. 

Durch  die  Figur  146  (S.  391)  sind  die  Beschleunigungen  einzelner 
Systempunkte  veranschaulicht.  Die  augenblickliche  Lage  der  die  Bewegung 
des  Systemes  bedingenden  Geraden  geben  die  Geraden  OP,  PS^  Cist  das 
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Figur  146. 

entsprechende  Momentancentrum.  D  ist  der  beliebig  gewählte  Systempunkt, 
welcher  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  die  Bahn  (D)  beschreibt.  Die 
4er  analytischen  Rechnung  zugrunde  liegenden  Coordinatenaxen  sind  die 
•Oeraden  C-T,  CT,  die  Tangential-  und  Normallinie  der  Curven  (C),  (r). 

Im  vorliegenden  Falle  ist  2(.^  =  2^SM^  ein  stumpfer  Winkel ,   sein 

Oosinus  ist  negativ,  wodurch  -j-  und  -^-^  positiv  ausfallen.    Wir  wählten 

dt  dii 

"dt 

•die  Geschwindigkeit  c  des  Systempunktes  B  gleich  der  Strecke  db,  die  Mass- 

■«inheit  gleich  der  Strecke  ai  bi .   Hiermit  ergab  sich  ^  =  Ä  Jff,ü=  C'L\ 

SIU  =  E'F\    ^U.a=^G'H\    ^  =  J'JS:'  aus  £'>'  und  Ö'J3', 


dn 


dt 


dSl 


ii'^r  =  L'  M\  r  -^—  =  iV'  P',  der  Grösse  nach.    Machen  wir  auf  den  Coor- 

dt 

dinatenaxen  CJT,  CY  CK=  G'  H'  =  aU.^,  CL  =  0M=^  ^  =  ^,  be- 

dii  il 

schreiben  über  diesen  Strecken  als  Durchmesser  Kreise,  so  ergeben  sich  die 

Orte  derjenigen  Systempunkte,  welche  die  Beschleunigungen  y^=0,  (pu=0 

l)esitzen.     Der  Durchschnittspunkt  J  dieser  Kreise  giebt  die  Lage   des 
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Beschleunigimgspoles ,  welcher  um  die  Strecke  CJ=:3  vom  Momentan* 
centrum  entfernt  ist.  Mit  dem  Strahle  CJ  fallen  diejenigen  Systempimkte 
zusammen,  welchen  eine  zur  Ordinatenaxe  CY  parallele  Beschleunigung^ 
zukommt.  Auf  dem  Strahle  JK  befinden  sich  die  Systempunkte  mit  einer 
zur  Abscissenaxe  CJC  parallelen  Beschleunigung.    Um   aus  den  Compo- 

nenten  ft  CT,  ^^r^r-j—  die  resultierende  Beschleunigung  a>  des  System- 

dt 

Punktes  D  zu  erhalten,  machen  wir  DA  \\  CT  und  =iC'F\  DB  =  L'M'^ 

auf  DC^  BEI.  CD  und  =  A'P',  womit  nun  auch  die  Beschleunigungs- 

componenten  in  ihrer  wahren  Lage  erscheinen.    Hierauf  bilden  wir  die 

Summe  D  F  aus  den  drei  Richtungsstrecken,  welche  die  Beschleunigung  ^ 

des  Punktes  D  nach  Grösse  und  Lage  giebt.    Ferner  sind  die  Compo- 

nentenyiundy2Vony  yi  =Sl^p=Q\DJ=DO,g)2  =p  ■^=DJ.J'K'=DH^ 

Die  geometrische  Summe  der  Strecken  D  O  und  Dfi"  giebt  wieder  DF=(p. 
Durch  Zerlegung  von  (p  =  DF  in  ihre  Componenten  parallel  und  senkrecht 
zur  Bahntangente  folgt  q>t  =  DT,  q>n  =  DR*  Weiter  wurden  die  Be- 
schleunigungscomponenten  q>i  und  92  niehrerer  auf  der  Bahn  (D)  gelegener 
Systempunkte  ermittelt  und  aus  ihnen  die  resultierende  Beschleunigung  g> 
dieser  Punkte  abgeleitet,  wodurch  sich  erkennen  lässt,  wie  die  Grösse  und 
Bichtung  von  ^  für  verschiedene  Systempunkte  augenblicklich  beschaffen 
ist  Auf  der  Bahn  (D)  befindet  sich  zur  Zeit  kein  Systempunkt  mit  der 
Beschleunigung  ffn^O.  Der  Kreis  CK(g)i=^0)  schneidet  die  Bahn  {D} 
in  den  Punkten  DS  D^\  ihre  Beschleunigung  <p  ist  nach  dem  Momentan«- 
centrum  C  gerichtet.  Die  Systempunkte  D"^  Z)'^  auf  (D)  fallen  mit  dem 
Strahle  CJ  zusammen,  ihre  Beschleunigung  (p  ist  parallel  zur  Normalen 
der  Curve  (C).  Die  Systempunkte  D^,D^^  liegen  auf  der  Geraden  JK^ 
ihre  Beschleunigung  ist  parallel  zur  Tangente  der  Curve  (C)  in  C.  Ver- 
binden wir  die  Endpunkte  F,  W  der  Beschleunigungen  9  der  Systempunkte 
7),  V  unter  sich  und  mit  dem  Pole  J  durch  gerade  Linien ,  machen 
VZ  [LDF  und  ziehen  Z  TT,  dann  ist  ^FJWc<^ /SZ  VW.  Die  Accele- 
rationen  der  Systempunkte  P^O  sind  ebenfalls  verzeichnet,  durch  sie  sind 
die  Beschleunigungen  sämtlicher  Punkte  der  Systemgeraden  OP  gegeben. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  bleibt  ganz  dieselbe  unter  der  Annahme, 
dass  der  Systempunkt  P  mit  konstanter  Geschwindigkeit  seine  Bahn  be-- 
schreibt,  es  vereinfachen  sich  dann  die  oben  erhaltenen  Resultate  mit 
denen,  weil  in  diesem  Falle  a=a,  /y=0,  sich  auch  sofort  ergiebt 

0  = '         — .     cr= 


^rt*  +  e«  + 2o«co»|  y  a^  +  e^  +  2aeco8% 
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c^e  ^«  c^ 


ilU=^ :u: ,     si^r=z 


a«  -h  e^  -h2aecos-^  j/ a^  4-  ^2  ^2a€C08^ 

,_  ,  g  ,^     a^-he^'h2aeco8^ 

2   2  •  V^ 


— r 


Fällt  der  Systempunkt  D  mit  dem  Punkte  Oi  zusammen,  dann  beschreibt 
er  einen  Ereis  vom  Durchmesser  e^  seine  Bahn  ist  mit  derjenigen  des^ 

Momentancentnims  identisch,   es   ist  r  =  ^,   fl  =  — »   U=c.   SiU=—r^ 

e  e 

ß^r  =  —I  r-7-  =  0,  a?i  =  0,  yi  =  tf,  y  =  2  —  =  yx.    Das  System  be- 

wegt  sich  in  derselben  Weise  wie  unter  a). 

Schneiden  sich  die  Systemgeraden  OP^PS  unter  einem  beliebigen^ 
Winkel  /,  so  ist  die  Untersuchung  ganz  dieselbe,  welche  dem  Studierenden^ 
zur  selbständigen  Übung  dienen  mag. 

3.  Ein  unveränderliches,  ebenes  System  schreitet  in  seiner 
Ebene  so  fort,  dass  eine  seiner  Geraden  stets  durch  einen  festen 
Punkt  O  geht  und  ein  Punkt  B  dieser  Linie  auf  einer  festen  Ge- 
raden (&)  hingleitet.  Das  System  soll  bezüglich  der  Beschleunig- 
gung  untersucht  werden. 

a)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum ist  eine  konstante  Grösse  <o. 

Unter  Beibehalt  der  Mheren  Anordnung  der  Coordinatensysteme  und 
Bezeichnung  sind  die  Gleichungen  der  Curven  (O)  und  (r) 

Q  =z  a  sin  xf)  see  i/;,  Q=-a  sec^  ^p, 

aus  denen  für  die  Krümmungshalbmesser  dieser  Curven  folgt 

Damit  ergiebt  sich 
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:so  dass  im  vorliegenden  Falle 

^  —  cö,  J7  =  a  0)  sec^  xp  V^l  -h  4  tg^  \p. 

Die  Geschwindigkeit  des  auf  der  Geraden  (Ö)  fortrückenden  Punktes  JB  der 
•Systemgeraden  OB  ist,  wenn  ä  den  Weg  BqB  dieses  Punktes  in  der 
Zeit  t  bezeichnet,  also  zur  Zeit  <  =  0,  t/;  =  0,  zur  Zeit  ^  =  <,  ip  =  i/;  ist, 

Vb  =^ a (o sec^ \p  =^ -r- =  a sec^ \p -~--f   weil  «  =  a<^tf;,   so  dass— r^:=a)t 

dt  ^  dt  ^  ^  dt 

^  =  (üt,  mithin  auch 

U=  a 0) sec^  catYl  -^itff^fot 

Die  Accelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  q>  eines  be- 
liebigen Systempunktes  D  erzeugen,  sind 

SlU=^a(o^8ec^a)t  V*r+  4  tg^  w  t, 

Ji^r  =  (o^y a^  -h ß^  -h  a^ sec^ (ot  -^  2 asec o)  t{a  -h  ß tg (ot),      r^  =  0. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
.schleunigung  liegen  auf  der  Geraden  o;  =  0,  d.  h.  sie  fallen  mit  der  Ordi- 
tiatenaxe  CY  zusanmien.  Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der 
Curve    (C)    parallelen    Beschleunigung    befinden    sich    auf  der   Geraden 

f/  =  jr  =  a  aec^xpYl  -f-  4  tg^  tp,  d.  i.  auf  einer  Linie,  welche  in  einem  Ab- 

:stande  —  parallel  zur  Abscissenaxe  C  X  läuft. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

Der  Radius  des  Kreises  um  das  Beschleunigungscentrum  als  Mittelpunkt, 
auf  dem  alle  Systempunkte   mit  gleicher  Beschleunigung  ju  liegen,   ist 

gleich  -^. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  9)»  =  0 
ist  ein  Kreis  vom  Halbmesser ■j:a8ec^\\)'\J\  ^  ^tg^\\>^  seine  Mittelpunk ts- 

1  . 

•coordinaten  sind  ajo  =  0,  y©  =  o  «^^^^V^  yl  -f-  4^^^^      d^j   Qrt    aller 

Systempunkte  mit  d«r  Tangentialbeschleunigung  ^^  =  0  fallt  mit  der  Ordi- 
natenaxe  C  Y  zusammen,  er  ist  ein  Kreis  von  unendlich  grossem  Halbmesser, 
«eine  Mittelpunktscoordinaten  sind  /fo=oc),  yo=0. 

Die  Lage  des  Beschleunigungspoles  J  lässt  sich  in  diesem  Falle  sehr 
leicht  bestimmen.  Weil  det  Systempunkt  B  eine  geradlinige  Bewegung 
besitzt,  so  muss  offenbar  dessen  Normalbeschleunigung  9n=0  sein,  d.  h.  der 
Ereis  (9)n=0)  muss  durch  diesen  Punkt  laufen,  mithin  muss  dieser  Kreis 


acc 
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die  auf  CB  senkrecht  stehende  Gerade  (ö)  (Fig.  147,  S.  397)  und  die  Ordi- 
hatenaxe  CY gleichzeitig  schneiden.  Verlängern  wir  daher  die  Normallinie  der 
Curve  (C)  für  den  Punkt  C  bis  zum  Schnittpunkte  J  mit  der  Geraden  (G),  so 
ist  CJ%m  Durchmesser  des  Kreises  (9)m=0),  und  weil  das  Beschleunigungs- 
centrum um  den  Durchmesser  dieses  Kreises  von  dem  Momentancentrum 
entfernt  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  dasselbe  mit  dem  Punkte  J  zusammen- 
fällt. Hierzu  gelangen  wir  auch  infolge  einer  Eigenschaft  der  parabolischen 
Bahn  des  Geschwindigkeitspoles.    Die  Subnormale  der  Curve  (O)  ist  hier 

konstant  =  -^ OÄo  =  o ^-    Machen  wir  daher  CEl. OBq,  EF=  -xOBq 

und  ziehen  den  Strahl  CF^  so  ergiebt  sich  in  ihm  die  Normallinie  der 
Curve  {€)  für  den  Punkt  C,  welche  die  Gerade  (Q)  im  Punkte  e/ schneidet. 
Mit  OH=OE  wird  der  Strahl  CH  zur  Tangente  an  die  Curve  {C)  in  C. 
Dadurch  sind  die  Coordinatenaxen  CY  und  CX  bestimmt.     Die  Länge 

der  Parabelnormalen  ist  C  F  =V^^  -^  CE^  ^f  {^^ 

=  y  (^  -f-  a2  {sec-yp  —  1)  =  |  Vi  -^^tg^^,  daher  der  Abstand  des 
Punktes  J  von  C  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  BCJ  und  EFC, 

CJ^^^^BC==^Vr^4^^^ 

2 

Die  Länge  der  Normallinie  der  Bahn  (C)  zwischen  dem  Momentancentrum 
und  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Führungsgeraden  (6r)  ist  daher  gleich 
dem  Verhältnisse  aus  der  Geschwindigkeit  U  des  Momentancentrums  und 
der  Wijikelgeschwindigkeit  52  des  Systemes  um  dasselbe,  sie  ist  ein  Durch- 
messer des  Kreises  (y „  =  0).  Weil  das  Dreieck  BJC  ein  bei  B  recht- 
winkeliges ist,  so  geht  der  Kreis  {<pn  =  0)  auch  durch  den  Punkt  B,  welcher 
mithin  keine  Acceleration  in  senkrechter  Bichtung  zu  seiner  Bahn  (G)  be- 
sitzt. Die  Ordinatenaxe  CY  ist  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der 
Tangentialbeschleunigung  (pt=^0,  sie  schneidet  den  Kreis  {(pn=0)  im  Punkte  J*, 
daher  ist  dieser  Punkt  J  auf  (ö)  der  Beschleunigungspol,  welcher  während 
der  Bewegung  des  Systemes  die  geradlinige  Bahn  (G)  besitzt. 

Zur  Zeit  ^  =  0  &llt  das  Beschleunigungscenti'um  mit  dem  Punkte  Bq 
zusammen,  der  von  ihm  in  der  Zeit  t  =  t  zurückgelegte  Weg  ist  8  =  BqJ 

CE  ataxb 

=^BoB-hBJ  =  BoB+^=;^'BC=atgtlJ'{'    ^-^a8ee^ip=ata\pX 

2 
(1 4-  2  tec^  yf)  =  atfftot{l-h2  sec*  cd  t).    Daraus  ergiebt  sich  als  Geschvin- 
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digkeit  des  Beschleunigungspoles  -^^^(is€c'^iAt\\-¥2s€Ciüi(8€Ciüt-¥8m%n)\. 

Für  die  resultierende  Beschleunigung  g)  eines  beliebigen  Systempunktes  Z> 
und  deren  Componenten  91,^2  erhalten  wir 

was  zeigt,  dass  die  Acceleration  if  mit  dem  Pplstrahle  Z)  Jzusammenföllt. 
Im  gegenwärtigen  Falle  lässt  sich  leicht  die  Poldistanz  p  als  Funktion  das 
Winkels  1/;,  mithin  auch  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Wählen  wir  J5o 
als  Ursprung ,  die  Geraden  O  J5o  1  ^0  ^^  ^^  ^^"^  ^"i^s  festen  recht- 
winkeligen Coordinatensystemes ,  dann  sind  die  Coordinaten  {X^  7)  de» 
Punktes  DJL=iacosxp  —  ßsinxp^  Y=  atp\i)'{-a8in\p -h  ßco8\p^  die- 
jenigen (a!,y)  des  Beschleunigungspoles  a?  =  0,y  =  Äq  J=  dt^^il  -^2sin2\p} 
womit  sich  ergiebt 

und  nun  p  auch  als  Funktion  der  Zeit  bekannt  ist,  weil  xp  =  tat  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bewegung  des  Punktes  B  der 
Systemgeraden   OÄ  auf  der  Führungslinie  (Cr).     Die  Componenten   der 

Beschleunigung  (ps  dieses  Punktes  sind  SiU=  a(o^8ec^^Y^  ~^  ^^9^^ 
und  Q^r  =  a(o^8€c^\p.  Bezeichnet  v  den  von  der  Ordinatenaxe  CY  und 
der  Parabelaxe  eingeschlossenen  Winkel,  dann  sind  die  Componenten  von 
ß  Z7in  den  Kichtungen  senkrecht  und  parallel  zu  (ö)  ilücosv  und  il  U8inv, 
Nun  ist  tffv  =  2  tg  tp,  womit  sich  und  dem  Werte  von  Sl  U  ergiebt  flUcosv 
=  a (o* 8ec^ \p^  ü  U8in v  =  2a(ü^tg\p 8ec^ \p.  Die  Componente  ß  Uco8 v 
ist  gleich  der  Componente  fl^r,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung,  so 
dass  der  Punkt  B  keine  Normalbeschleunigung  besitzt  und  die  resultierende 
Beschleunigung 

y)ß  =  ß  Usin  v='.2a€d^tg(ot sec^  co  t 
ist,   welche   als  Strecke  mit  der  Geraden  (C?)  zusammenföUt.    Dasselbe 
Resultat  giebt  die  Relation  9)  =  a)*p.    Wir  erkennen  hieraus,  dass  yi^  zur 
Zeit  <  =  0  den  Wert  Null  besitzt ,  dass  diese  Acceleration  mit  der  Zeit 
wächst  und  unendlich  gross  wird,  wenn  t  den  Wert  oo   annimmt. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  y  und  deren  Componenten 
einzelner  Systempunkte.  Den  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Beschleuni- 
gung f/n==0  haben  wir  bereits  konstruiert,  (Fig.  147,  S.  397)  auch  das  Be- 
schleunigungscentrum J  für  die  augenblickliche  Lage  des  Systemes  bestimmt. 
Der  durch  J  laufende,  v\  G X  parallele  Strahl  GxGr^  giebt  den  Ort  aller 
Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  GX  der  Curve  (ö)  parallelen  Be- 
schleunigung. Der  Strahl  GJ  enthält  alle  Systempunkte,  welche  eine  zur 
Normalen  GY  der  Curve  (C)  parallele  Acceleration  besitzen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentancentrum 
sei  gegeben  durch  die  Strecke  a  &  =  w,  bezogen  auf  die  Masseinheit  a^  bi  =  L 


Conch  i)id  enbeiregn  ng. 


Die  Geschwindigkeit  des  Momen- 

tancentrums  C  ist  C"  =  r^  m.    Jlit 

dem  rechtwinkeügen  Asenkreuze 
0'2r,0'T[fig.li7a.)(yL=(iibt 
=X,  0'A'=ab=m,  dem  Strahle 


i  wird  ü=S'C.  Machen  wir  daher 
i  auf  der  Farabeltangente  in  C  die 
Strecke  OCi=B'C\  so  repräsen- 
tiert diese  Strecke  die  Fortachritts- 
geschwindigkeit  desMomentancen- 
tnims.  um  die  fflr  jeden  System- 
punkt gleiche  Beschleunignng  it  V 
zu  erhalten,  welche  parallel  zur 
Ordinatenaxe  CYist.  machen  wir 
LD'=SC\  I}"EA.<yx\  dann 
ist  ilU=D'E'.  Die  Beschleu- 
nigungfiVeinesbeliebigenSystem- 
punktes  D  ergiebt  sich  wie  folgt. 
Mit  A'F'J-LÄ  wirdO'J"  =  Ü*, 
mit  </&  =  <yF',  dem  Strahle 
LG\  LH'  =  CD,H'K'J.0'X' 
erhalten  wir  JJi'r=-H'y',  ar=--y 
=  H'  K'.  Zeichnen  wir  jetzt 
-  IT  J',  so  erhalten  wir 
in  D^i  und  DBj  die  Componenten  Si  U  und  Ä'r  in  ihrer  wahren  Lage 
und  giebt  ihre  Resultante  die  Beschleunigung  tf^DEi  des  Systempnnktes  IJ. 
Es  ist  aber  auch  y  =  ü'p,  wodurch  mit  LM'^DJ,  JH' JV'J-Cf  Jl', 
J>Ei  ^  M' N'  in  D£i  diese  Beechlennigimg  ebenfalls  ei'scheint.  Die 
Componentalaccelerationen  des  8;stempunkt«s  B  sind  ilU  und  St^.BC 
=i2'.r,.  m\,BJi_  DÄiin}!ABJi=9.U,m\iLF=BC,P'^xO'X', 
F'Q'=iV-ri,  P'S'=iiri,  der  Grösse  nach.  Machen  wir  jetzt  auf  BC 
die  Strecke  BKi^=P'Q\  dann  istn*ri  vollständig  gegeben.  DieBejul- 
tante  aus  BJi  und  BKy  ist  die  mit  {G)  zusammenfallende  Strecke  B L\, 
daher  (pi(  =  jBZa.  Weil  auch  tfis  —  il^BJ,  so  wird  mii  LS=BJ. 
ST'^<yX',  BLi  =  S'T',  if=-BLu  wie  vorher.  Zerlegen  wir  die 
Beschleunigungscomponente  .B  J'i^.ß  r'  in  senkrechter  und  paralleler  Bicli- 
tung  zu  (Ö),  dann  finden  wirßCcö«r  =  i^J',  ^  — n=f,  womit  sich  zeigt- 
dass  die  senkrecht  zu  (Ö)  auf  den  Funkt  B  wirkenden  Beschleunigungen 
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sich  gegenseitig  zerstören,  vmiSl  Usinv=BLi=q)B  ist.     Jetzt  können  wir 
leicht  die  Beschleunigung  gp  und  ihre  Componenten  für  alle  auf  der  Ge- 
raden (ö)  gelegenen  Systempunkte  konstruieren.    Die  Endpunkte  der  Be- 
schleunigung Sl  U  aller  Systempunkte  auf  (ö)  befinden  sich  auf  der  zu  ihr 
parallelen  Geraden  Ji  (ß  U)\    Die  Endpunkte  der  Acceleration  Sl^  vi  dieser 
Punkte  liegen  auf  dem  zu  (ö)  parallelen  Strahle  Äi(ß2ri).    Machen  wir 
auf  jBC  die  Strecke  BMi=BLi  und  ziehen  den  Strahl  JJfi  (gi^),  so 
befinden  sich  auf  diesem  die  Endpunkte  der  um  90^  gedrehten  Beschleu- 
nigungen (fB  der  Systempunkte  auf  (ö).    Hierdurch  ergiebt  sich  beispiels- 
weise für  den  mit  Bq  coincidierenden  Systempunkt  Q  ü  durch  die  Pa- 
rallele -Bo  iN^i  zu  JCj  n^ri  =z  Bq  Pi  auf  dem  Strahle  Bo  0,  der  Grösse 
und  Lage  nach ,  (pB„=jBoiKi  durch  die  Senkrechte  in  Bq  auf  (ö),  der  Grösse 
nach,  und  mit  BqQi^BqBi  in  BqQi  die  Besultante  gp^  der  Grösse  und 
Lage   nach.    Die  Strecke  BSi=^  P'  Ä'  giebt  die   Geschwindigkeit  des 
Punktes  B.    Machen  wir  auf  J?  C  die  Strecke  BTi  =  B  Si  und   ziehen 
durch  Si  einen  Parallelstrahl  zu  (6r),  dann  liegen  auf  diesem  die  Endpunkte 
der  um  90^  gedrehten  Geschwindigkeiten  der  mit  (ö)  zusammenfallenden 
Systempunkte ;  die  Sichtungen  der  gedrehten  Geschwindigkeiten  fallen  mit 
den  vom  Momentancentrum  nach  diesen  Punkten  gezogenen  Strahlen  zu- 
sammen.   Die  Figur  147  (S.  397)  zeigt  ferner  die  Beschleunigung  gpo  =  O  Oi 
und  deren  Componenten  QU^  Si^r  des  mit  dem  festen  Punkte  O  coinci- 
dierenden Systempunktes,  sowie  die  Beschleunigung  9  einiger  Punkte  der 
Systemgeraden  OB,  der  Endpunkt  dieser  Acceleration  befindet  sich  offen- 
bar stets  auf  dem  Strahle  Oi  Li  und  erhalten  wir  die  Beschleunigung  W  Wi 
eines  beliebigen  Punktes  von  OB  aus  den  Accelerationen  BLi,  OOi  in 
der  unter  (I)  angegebenen  Weise. 

Der  Systempunkt  D  beschreibt  die  Bahn  (2>).  Für  mehrere  auf  (I>) 
gelegene  Systempunkte,  welche  andere  Bahnen  wie  D  durchlaufen,  wurden 
die  Accelerationen  i2  27,  Q^r  und  «p  konstruiert,  um  einen  Einblick  in  die 
Beschaffenheit  von  qo  bezüglich  verschiedener  Systempunkte  zu  erlangen. 
Verbinden  wir  die  Endpunkte  der  gleichnamigen  Beschleunigungen  je  durch 
einen  stetigen  Linienzug  (ß  U),  (ß^  r),  (fi^  p)  =  (gp),  so  lassen  sich  sofort  die 
Grössen  QU,  Q^r^  ^  für  jeden  auf  (D)  gelegenen  Systempunkt  in  ihrer 
wahren  Lage  angeben,  was  keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

b)  Der  Punkt  B  der  Systemgeraden  OB  bewegt  sich  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  o  von  jBo  aus  in  der  Richtung  Bq  B  auf  der  festen 
Geraden  (ö).     (Fig.  148,  S.  402). 

Wie  vorhin  ist 

TT 
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daher  erhalten  wir,  weil  der  Abstand  des  Systempunktes  B  vom  Geschwin- 
digkeitspole gleich  asec^xp  ist, 

Die  Winkelbescbleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 

^-  =  ^-  I  —  €08^ ^  I  = 8in2xD   .^' 

dt       dt\a         ^J  a  ^  dt 

Aber  es  ist  der  Weg  des  Punktes  B  in  der  Zeit  t   8  =  BqB  =^ct  =  atgxft^ 
woraus  folgt  \\}  =  arc  Ctg  =  — \  -p-  =  -  co8^  xff  =  Q^  mithin 


dÜ  /'C 


,    =  —  (—]  sin  2  xp  co8^  ip. 
dt  Kay  ^ 

Nun  sind  die  Accelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigungen  g^ 
eines  beliebigen  Systempunktes  D  in  einem  Abstände  r  vom  Momentan- 
centrum erzeugen, 

<ß  U^  —  cos^tpyl  +  Atg^ip, 

(^  X  C  r " ■ 

-<?ö«^i/;j  ,r  =^  -^C08^\\>'\J a^-^^'^'\-a^8ec^y^'¥2a8ec\\>{a — ßtgtpy 

da  >-cs.^  .  rt  2 

r-=— =  —  l  —  \  8in2\pco8^\p.r  = 

^8in2xpcos^\lJ\a^'-hß^-ha^8ec^\lt-h  2a8ec\p{a  —  ßtg^)^ 

CK 

SO  dass  die  letztere  in  einer  der  Geschwindigkeit  V  des  Punktes  D  ent- 
gegengesetzten Richtung  thätig  ist.  Weil  der  Winkel  %\)  als  Funktion  der 
Zeit  bekannt  ist,  so  sind  wir  in  der  Lage,  die  bisher  berechneten  GrOssei^ 
ebenfalls  als  Funktionen  der  Zeit  darzustellen,  was  giebt 

^  =  ^  ^^""^  {^""^  0^  ^  7)!'     U=cyi-^A:  tg^  \arc  (tg  =  -)}, 

^  ^=  7  '''"  I  ^"<'^  =  'i)]  y^^it9'{  arc  (tg  ='-^)\ 
Sk^r  =  ^^co8^\^aTc(^tg=^-^^^ 

-h2a8ec  I  arc  (tg=  —j\  la  —  ßtgi  arc  (tg  =  — jll   »- 

+  a^ secHarcQg  = -—ß-h  2  a«^c|ar(?r^^=~j|ra^+/?<^|ar(?r^  =— j|  j  I 
Der  Kürze  halber  soll  jedoch  die  erstere  Darstellungsweise  beibehalten  werden. 
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Die  SystempuDkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Normalen  der 
-Curve  (0)  ist,  liegen  auf  der  Geraden 

1 

Der  Winkel  fx,  welchen  diese  Linie  mit  der  Abscissenaxe  CJC  einschliesst^ 
ist  demnach  ein  stumpfer  Winkel.    Mit  fi  =  n  —  /*  ist  tfffA= — tpfi 

=  s- —  =  — »  wenn  v  den  von  der  Normalen  der  Curve  (C)  und  ihrer 
2tff\f)      tgv  ^    ^ 

Axe  eingeschlossenen  Winkel  bedeutet,  folglich  ist  tg  fi  =tg(--  —  v V  wo- 

mit  sich  ergiebt  jir  =  7r—  /i'=^-4-v.    Die  Gerade  ist  daher  eine  zur  Aie 

<ler  Parabel  (0)  parallele  Linie,  d.  h.  sie  fällt  mit  der  Verbindungslinie 
•der  Punkte  B  und  C  zusammen. 

Die  Systempunkte,  welche  eine  zur  Tangente  der  Gurre  (O)  parallele 
Beschleunigung  besitzen,  befinden  sich  auf  der  Geraden 

sin  2\\)  .X  —  co8^  \p  .y  -h  a  y  1  -h  4tg^\p  =  0^ 

ihre  Coordinatenaxenstücke  und  ihr  Abstand  vom  Geschwindigkeitspole  C  sind 

dSi  2  sin  \i)  cos  \p       •** 

~di 
^ie  schliesst  mit  der  Abscissenaxe  CJl  einen  Winkel  tj  ein,  für  welchen 
-die  Eelation  besteht  tgrj  =  2tg^  =  igv^  d.  h.  sie  fällt  mit  der  Geraden 
{O)  zusammen. 

Die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  J  sind 

2  a  toxi)  a 

a?i  = -^-ßJL^^:^     .    yi  =    


1  -f-  4  <^*  ip  cos^  V^  V  1  '\'  itg^yp 

-aus  ihnen  folgt  9  =  Y a?!  ^  -4-  yi  *  =  a  sec^  ^.  Daher  fällt  der  Beschleuni- 
gungspol mit  dem  Punkte  B  zusammen.  Der  geometrische  Ort  aller 
-Systempunkte   mit  gleicher  Acceleration   ^  ist  ein   mit  dem  Halbmesser 

um  J  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis. 

c^  cos^  ^  V  1  +  ^tg'^y^ 

Bezeichnet  p  den  Abstand  des  Systempunktes  B  vom  Beschleuni- 
gungspole J  resp.  JB,  dann  ist  p^  =  a^-{-ß^^  wenn  —  wie  immer  — 
^  und  ß  die  Coordinaten  dieses  Punktes  für  die  beweglichen  Axen,  mit  dem 
Ursprünge  in  B,  bedeuten.  Daher  sind  die  resultierende  Acceleration  qp  und 
ihre  Componenten  gpi ,  qp2 


=  p/i2^  +  (^)'=^Cös8v^V(a2  4-/?2)(i4.4<^2^); 
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<fi 


=  n^p  =  —^cos^xpya^-hß^,  qi2=p^='-^8in2ipco8hpY^-hß^ 


^g...  ^,^     .  ^  ,^,_^^^_      ^^ 


>ond  für  die  Neigung  tj  der  Beschleunigung  tp  gegen  den  Polstrahl  DB 
•besteht  die  Eelation  ^^  ij  =  —  2  /^  if;  =  —  tffv^  woraus  folgt  tj  ^n  —  v. 
Weil  der  Winkel  \p  während  der  Bewegung  des  Systemes  variabel  ist,  so 
ist  die  Beschleunigung   go   des  Punktes  D  eine  periodisch   veränderliche 

Orösse.    Der  grösste  Wert  von  qp  tritt  ein  mit  v;  =  -5» -^tt, -stt,..,  es  ist 

^2       

•g)ma«= -j  V  a*  +  /^^  ilir  kleinster  Wert  erscheint  mit  ip  =  0,  tt,  2  tt  , . .,  es 

♦ist  <p,n<„  =  0. 

Auf  den  Systempunkt  B  wirken  die  Accelerationen 

q1  . ^2  ^jj  ^2 

Die  Besultanten  aus  diesen  drei  Beschleunigungen  in  den  Bichtungen  senk- 
Techt  und  parallel  zur  Geraden  (G)  sind 

a  Usinv—r^  =  0,  fl  Uco8v  —  n^r  =  0y 

at 

folglich  ist  die  resultierende  Beschleunigung  qis  des  Systempunktes  B  gleich 

}full,  wie  dem  sein  muss. 

Der  Abstand  des  Punktes  O  von  C  ist  gleich  asecrp^sec^xp  —  1 
=  a  cosec  \ff,  daher  sind  die  auf  den  Systempunkt  O  wirkenden  Beschleu- 
4iigungen 

/»2 ^2 

ß  J7  =  —  co8^ xpy  1  -{•  Aitg^xpy  ß2 ^  —  _ QQ^z ^ QQig ^^ 

r  -     ■  =  —  2  —  <?o«^  t!/  ; 
a^  a  ^ 

iveil  ferner  der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Beschleunigungspole  B  gleich 

^aectp  ist,  so  folgt 

/j2 ^2  ^2 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  gp«  =  0  ist  ein 
Kreis  vom  Durchmesser  -5  =  a  sec^  xp  Y  1  -h  4  /^*  t/;,  seine  Mittelpunkts- 

Koordinaten  sind  a?o  =  0,  y^z^^-a sec^  ^V^  -^  itg^ip*  Der  Ort  aller 
■Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  qpf  =  0  ist  ein  Kreis  vom 
Durchmesser  ß  l^r^  =  cl  cosec  2  xjj  ^  \  -^r  ^tg^xpj  seine  Mittelpunkts- 

1  . 

<»ordinaten  sind  a?o  =  —  -^a  co8ec2  ipyl -h  itg^xp,       y^  =  0. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Hechanilc.    I.  26 
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Qeometrisclie  Darstellung  der  Beschleanignng  9  und  deren  Com- 
poneaten  för  einzelne  Systempunkte.     (Fig.  148,  148  a.) 

Wir  haben  gefunden,. 
da£s  der  Beschleuoigungspol 
mit  dem  Systempunkt«  £  stets 
zusammenfUlt.  Dieses  folgt 
auch  aus  der  gleichförmigen 
Bewegung  des  Punktes  B.  Der 
Beschleuniguogspol  liegt  gleich- 
zeitig auf  den  Kreisen  (i}i,=0) 
und  {<ft  =  0).  Die  Normallinie 
C  0'  der  Curve  (C)  schneidet 
die  Fühmngsgerade  (G)  im 
Punkte  C\  es  ist,  was  bereits- 

dargethan  wurde,  CC'=  ~  = 

einem  Durchmesser  des  Krei- 
ses (qi„=0),  wodurch  der  Ort 
aller  Systempunkte  mit  der 
NormalbescbleuniguDg  qn.  =  0, 
welcher  auch  den  Punkt  B 
enthalt,  sofort  verzeichnet  wer- 
den kann.  Der  Mittelpunkt 
des  Kreises  {qii  =  0)  befindet 
sich  auf  der  Tangente  der 
Curye  (C),  welche  die  Gerade 
(ö)  im  Punkte  H,  die  Aie 
der  Curve  (C)  im  Punkte  ff 
schneidet.  Aus  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  CB  H  und  KB^  H  folgt  leicht,  dass  GH  =  a  eoaec  2  tft 

•X.'V^+^^p''P  =  ^U~  ist.  Mithin  ist  die  Strecke  CH  ein  Durch- 
messer des  Kreises  {q-t  —  0),  und  es  kann  jetzt  sofort  der  Ort  aller  System- 
punkte mit  der  Taugentialbeschleunigung  ip,  =  0,  welcher  ebenfalls  dea 
Punkt  B  enthält,  verzeichnet  werden.  Beide  Kreise  schneiden  sich  im 
Punkte  B,  mit  welchem  demnach  das  Beschleunigungscentrum  zusammen- 
fallt. Gehen  wir  davon  aus,  dass  der  Beschleunigungspol  mit  dem  System- 
punkte B  coincidieren  muss,  was  aber  weniger  scharf  ist,  so  ist  sofort 
klar,  dass  die  Strecke  CHein  Durchmesser  des  Kreises  (qtc  =  0)  ist,  denn  die 
durch  B  gehende  zweite  Sehne  dieses  Kreises  muss  auf  der  Sehne  BC  senk- 
recht stehen.     Die  Beschleunigung  derjenigen  Systempunkte,  welche  sich 
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auf  dem  Strahle  B  G  befinden ,  ist  parallel  zur  Normalen  der  Cm'Te  (C). 
Die  Accelerationen  derjen^en  Systempunkte,  welche  auf  dem  Strahle  BHj 
d.  i.  auf  (G)  liegen,  sind  paraüel  zur  Tangente  der  Curve  (C). 

Als  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  wählen  wir  die  Strecke  ab=c^ 
die  Masseinheit  aibi=:X  zugrunde  legend.  Wir  benutzen  wieder  für  das 
graphische  Bechnen  ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  0'A\  (/¥'  mit  dem 
um  (/  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Einheitskreise  Yom  Radius  0L^€fLx 

=ax(i.    (Figur  148a,  S.  402.)    Es  ist  fi  =  ^7^-    Machen  wir  daher 

B  C 

OÄ^^ah,  (yff=BC,  ziehen  den  Strahl  L'C\]B^A\  so  ist  C/G'^Sk. 

Weiter  haben  wir  U=^.n.    Mit  LH'=GC'=^>  H'J'jlO'JT  wird 

irjr=  ?7,  so  dass,  wenn  wir  auf  der  Tangente  der  Curve  (C)  die  Strecke 
CG2  =^B!J'  abtragen,  durch  GG%  die  Geschwindigkeit  des  Momentan- 
centrums vollständig  gegeben  ist.  um  die  auf  den  beliebig  gewählten  System- 
punkt Z>,  im  Abstände  GD  —  r  vom  Geschwindigkeitspole  C,  wirkenden 

Beschleunigungen  i2  17,  Si^r^  r-^r  zu  erhalten,  verfahren  wir  folgender- 

dt 

massen.      Mit  LK'=irr,  K'M'a.LX'  ergiebt  sich  nU^K'M\ 

Die  durch  C  zu  LG'  gezogene  Senkrechte  schneidet  auf  O'JS"  die  Strecke 

0'N'=^n^  ab,  deshalb  machen  wir  <yp'=  (XiV'  und  ziehen  den  Strahl 

LP\  den  Ä^-Strahl.    Es  ist  ^^~  =  ^-    Mit  La=K'M\  OB!  =^GH, 

dt        (JJd 

dem  Strahle  iS'||zur  Geraden  BfQ'  ergiebt  sich  (y5'=--.     Zeichnen 

Cv  t 

wir  jetzt  LT=GD  =  r,  legen  durch  T'  eine  Parallele  zu  0X',  so 

folgt  T'U'=a^r,  rV=r^.  TW'=ar=  V=   der  Geschwindig- 

keit  von  D.  Nun  können  wir  die  auf  den  Punkt  D  wirkenden  Beschleu- 
nigungen in  ihrer  wahren  Lage  darstellen.  Wir  manchen  (Fig.  148,  S.  402) 
DAilGYwd  =  K'M\  DBi  =  T'U'  auf  DC,  2)Ci_lD(7  und  = 

TV,  beachtend,  dass  r-j-  negativ  ist,  wodurch  DAi  =  SiU^  1>Äi=äV, 

dt 

DGi  =  r^ —    Die  Eesultante  aus  diesen  drei  Accelerationen  ist  die  re- 
dt 

sultierende  Beschleunigung  q)  =  D  Ei  des  Systempunktes  D ,  welche  mit 

dem  Polstrahle  D  B  den  Winkel  v  einschliesst.    Es  ist  aber  auch  qp  = 

V^^  +  g)?.    Mit  LA''=BD=p,  Ä'C"l.ax'  wird  JL"^'  =  (pi=ÄVi 

j  o 
^"0"==<f2  =P:j    '  ^^^  Grösse  nach.    Machen  wir  daher  auf  DS  die 

strecke  D  J\  =  ^"J5"  =  <j)i ,  DHi^DB  und  =  A" C"  =  <f2,  bilden 
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aus  B  Fl  und  D  Hi  die  geometrische  Summe  DEi,  so  ist  wieder 
q;  =  DEi .  Wie  die  entsprechenden  Grössen  für  irgend  einen  anderen 
Systempunkt  zu  bestimmen  sind,    ist   ohne  Weiteres    klar.      Für    den 

Systempunkt  J5  erhalten  wir  J5Zi=ßJ7,  BMi=Si^.BC,  BNx=BG.^ 

Die  Besultante  aus  diesen  drei  Accelerationen  ist  q[)£=0,  denn  die  geometri- 
sche Summe  ^Pi  aus  BMi  unäBNi  ist  gleich  und  entg^engesetzt  gerich- 
tet BLi .  Die  resultierende  Beschleunigang  HH'  des  Systempunktes  H  ist 
parallel  zurAbscissenaxeCJT,  ebenso  diejenige  des  Punktes  C',  nämlich  CC", 
denn  die  Beschleunigung  aller  Systempunkte  auf  (6r)  ist  parallel  zur  Tangente 
an  die  Curve  (C).  Für  die  Systempunkte  auf  (ö)  ergiebt  sich  noch  folgendes. 
Die  Endpunkte  der  resultierenden  Beschleunigungen  «p  liegen  auf  dem 
Strahle  B  ET  (q^a).  Auf  den  zu  {G)  parallelen  Strahlen  durch  Li  und  Mi 
liegen  die  Endpunkte  der  Accelerationen  Si  U  imd  Si^r.    Auf  dem  Strahle 

j  o 

NiH"  befinden  sich  die  Endpunkte  der  Accelerationen  r-^*  Der  Strahl 
B{Q^p)'  enthält  die  Endpunkte  der  91,  der  Strahl  B  (p-^-^   diejenigen 

j  o 

der  p  -j —  Für  den  Systempunkt  Q  auf  (ö)  sind  sämtliche  Beschleuni- 
gungen mit  Hilfe  dieser  Strahlen  verzeichnet  worden.  In  gleicher  Weise 
kann  für  die  Systemgerade  OB  verfahren  werden.  Der  Deutlichkeit 
halber  sind  nur  die  Accelerationen  des  Punktes  0  dargestellt.  Die  Orösse 
und  Richtung  der  Beschleunigungen  von  auf  der  Bahn  (D)  liegenden  System- 
punkten giebt  die  Figur  ebenfalls.  Mit  Hilfe  der  verzeichneten  Curven, 
welche  die  Endpunkte  gleichnamiger  Beschleunigungen  der  Systempunkte 
auf  (D)  enthalten,  sind  wir  in  der  Lage  für  jeden  beliebigen  Systempunkt 
auf  (D)  die  fragliche  Acceleration  leicht  anzugeben. 

c)   Der  Bewegungszustand  des  Systemes  ist  so  beschaffen,  dass  das 
Momentancentrum  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fortschreitet. 


U  / 

Weil  "o  ~  ^  ^^^*  xjjyl-h^tg^ifJ, 

mm 


SO  ist 


^                    ^              ccos^xp                    ccos^rl) 
ü=c,  Ä  — — — -- 


a  V"l  -4-  itg^tp      a  ^f\  -H  ^8in^%l) 

Mithin  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das  Momentan- 
centrum,  weil  sie  eine  Funktion  des  Winkels  xp  ist,  eine  periodisch  ver- 
änderliche Grösse  bei  kontinuierlich  veränderlichem  Winkel  xp.    Mit  V=Ot 
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TT,  2 TT, . . .  ist  ß  =  — »  mit  i/'  =  o'  o  ^»  ö ^ » •  •  •    ^^'^    Ä  =  0 ,    welche 

Werte  das  Maximum  und  Minimum  von  Q  sind. 

Die  Winkelbeschleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 
dSi c   d  /-        cos^  xf)         X 

2  c            l    .                         2tgtp      ]dip 
= p= — ^ {  sinxb  cos  lU -^  ^ jtVt    "TT* 

Die  Winkelgeschwindigkeit  -^  der  Geraden  OS  um  0  kann  auf  zweier- 

lei  Weise  als  Funktion  des  Winkels  tp  vermittelt  werden.    Das  Bogen- 
element  ds  der  Parabel  (C),  welche  die  Polargleichung  Q  =  a8inxpsec^\p 

besitzt,  ist  ds  =  \  dg^  -h  g^dtp^  =  a sec^ tpYl  -h  itg^tp  dtp^  mithin 

ds  9   dtp^f -. — ^ —       -T,  ^      dxD  c  cos^  xl)  ^ 

—=asec^ip^y  1 -h  4t  tg^  xp  zzn  U=c,  so  das3-3^=—  ^  ^    -  =,Q. 

dt  ^dt^  ^    ^  dt      ayfl-¥4ttg^xl) 

Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B  ist,  wenn  si  den  Weg  Bi^B 

desselben  in  der  Zeit  von  ^  =  0  bis  t  =  t  bezeichnet ,    Vb=^  Si  »BC 

c  dsi      -d^^^  :^i. ^_ ,..    ^i_  d  Si 2  ^^  dtp 


Femer  ist  si  =a  tg  ip,  also  -y—  =  a  «fc^  ?/; 


Yl-^4tg^ip       dt  1         yr»  ^^^  r  ^^ 

d  \U  c  cos   tD 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt -7-^= — . l—^^=Q,  wie 

^  "^    dt     aVl-h4tg^ip 

vorhin.    Die  Substitution  dieses  Wertes  von  -r-  in  die  Gleichung  fftr  -=- 

dt  at 

giebt 

dn  2c^      cos^xU      l    .  2tgxp 

-7—  = 5-  -z: 7-^  -{Stntp  cos  \p  + 7—^-5 — 

dt  a^    l-^^tg^xpy       ^       ^       \^4ttg^tp 

Sc* sin 2  xp cos* xp{l  -h  sin^ xp) 

"  a2(l  -hSsin^xp) 

Nun  sind  die  Componentalbeschleunigungen,  welche  die  resultierende  Acce- 
leration  (p  eines  beliebigen  Systempunktes  D  im  Abstände  r  vom  Momen- 
tancentrum 0  hervorbringen, 

Q  TT  __        ^^  <^os^  Xp        c^  cos^  xp 

a  V  1  -hitg^xp  "^  a  Vi  -+-  ^sin^ip 
^2    __        c^cos^xp  __        c^cos^xp 


Va2-|-^2  ^  ^2 ^^^4 xp^2asecxp(a  —  ßtg xp)j 


dSi  _       3 g^ gm 2 1^ cos* t^ (1  4- gm*  1/;) 
^'d«""  a^l  +  Ssin^xp)  ^ 


V«*  H-  /?*  -h  a^S€C*xp  -h  2  a  sec  xp (a  —  ß  tg  xp). 


1 
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Diese  Accelerationen  ändern  sich  mit  wachsendem  Winkel  tjj  in  derselben 
Weise  wie  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  der  Curve  {C)  paraQelen 
Beschleunigung  g,  liegen  auf  der  Geraden 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
schleunigung 9>  befinden  sich  auf  der  Geraden 

y=         l-f-4^^2^    ^^  +  ^^^^'V^Vl-H4^ffgi^, 

dieselbe  besitzt  Coordinatenaxenstücke 

jj  - 

--  =  a  sec^  1/;  "V^  1  -f-  4  <^*  i/;, 

8  8 

nU_      aeec^xpjl-h^tg^xpy  _        a{l -h  4:tff^xpf 
und  ihr  senkrechter  Abstand  vom  Momentancentrum  ist 

8 


a  = 


Yil  -h^tg^ xp)^ co8^  1/;  +  16 tg^ xjj (2 -f-8 «w^ ifj) 


8 


a  (1  4-  8  sin^  xpf 


coa^  1/^  Vi  4-  25  sin  ^  i/;  -f-  75  sin^  ?//  -f-  27  «m«  ip 
Für  die  Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  ergiebt  sich 

8 

_       2  a  {\  -h  4tg^  tpf  \8inxp  €08  ipjl  -h  4tg^  tp)  -h  2tg  tp\ 
^^  ""  ~        (1  +  4  tg^  xpy  cos*  V'  4-  16  tg^  xp  (24-8  «m«  t/;) 

6 

aco8^\p(l  -hitg^xlf)^ . 

^^  ''{l'h4tg^ip)^C08*xp'hlQtg^ip{2-^S8in^\py 
oder 


8 
2 


_  _         6a^mV;(l  4-2^m^i/;)(l  4-3gm^^/;)' 
^^  "*  ""cöi2~t/;|l  -^258in^\p-h758in*ip-h278in^xp\' 


6 
,2 


a(l4-8^Vt/;) 

^^  ~"  (?o*2  1/^ !  1  4- 25  *fn2 1/;  4-  75  *m*  V^  4- 27  «m«  V^  r 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  gleichen  Beschleunigung  i"  ist  ein 
um  den  Beschleunigungspol  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis  vom  Halb- 
messer 
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Ca^il-^itff^xp)^ 

€  co8^  xp  V"(l  +  4  tff^  xpy  co8^  1//  4-  16  ^^2 1/;  (2  +  3  «m«  tp) 

c  co8^  \p  V(l  +  3  «n«  1//)»  +  16  sin^  \p{\+Z  sin^  xp) 
Tür  die  resultierende  Beschleunigung  ^  und  ihre  Gomponenten  9)1,  9)2 
^ines  beliebigen  Systempunktes  D  im  Abstände  p  vom  Beschleunigungs- 
pole ergiebt  sich 

=  ^  a«  (1 +' W  V>)«  "^^^  -^  ^  *'"'  V^)'  + 16  «•»'  V  (2  +  3  «n«  i/>) . 

C^         COS^Xp        C^  €08^  xp 

^^  ""^^r+T^p^*^^^rT3^f^' 

2c«      €08^ xp      ^  .    ,         ,  2tgxp     ^ 

<P2  =  — P  — ^:i T-r^TTl  8inXpe08Xp  -h  -z j—^ —  I 

^'  ^  a^  l-hitg^xpK      ^       ^       l-hAtg^xpJ 

^     c*  8in  xp  co8^  V^  (1  4-  8171^  xp) 

^a^         (l-+-3iwn«i/;)2 
Der  Winkel  1;,  welchen  die  Acceleration  y  mit  dem  Polstrahle  DJ  ein- 
^schliesst,  folgt  aus  der  Relation 

ß  .    ,  1  -h  8in^  xp 
'  ^1-4-3  «w*  ?/; 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  g>n=0  ist 

-ein  Kreis  vom  Durchmesser  -jr^asec^xpYl  -h  4:tff^xpy    seine    Mittel- 

punktscoordinaten  sind  a?o=0,  yo=o^*^^*VVl-*"^<ö'*V-  Sämtliche  Sy- 
stempunkte mit  der  Tangentialbeschleunigung  9)«  =  0  befinden  sich  auf 
«inem  Kreise  vom  Durchmesser 

8  8 

n  U—  =     a(l+4/ffgV;)^    ^  (lH-3^'ngt//)^ 

dÄ      Qtgxp  (1  -h  sin^xp)         68inxpco8^xp{l+8m^xpy 
:seine  Mittelpunktscoordinaten  sind 

8 

__  (l  +  3rin«V/)^ „A 

^'~"      '*12*mV/c?ö*>(l+*m2V;)'     ^' "  "' 
Zufolge  der  vorstehenden  Resultate  ist  es  leicht,  die  Werte  der  Beschleu- 
nigung 9)  und  ihrer  Gomponenten  fdr  jeden  anderen  Systempunkt  anzu- 
schreiben, wenn  seine  Poldistanz  gegeben  ist. 

Geometrische  Darstellung  der  Beschleunigung  9  und  ihrer  Gompo- 
nenten einzelner  Punkte  des  Systemes  (Fig.  149,  S.  408,  Fig.  149  a  und 
149b,  S.  409). 

Die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums  C  sei  durch  die  Strecke 
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Flgnr  149. 

a  b  gegeben,  die  Strecke  ai  hx  sei  die  Längeneinheit.  Die  arithmographischen 
Operationen  führen  wir  wieder  mit  Hilfe  eines  rechtwinkeligen  Axenkreuzes 
(/J^^  CfY'  aus,  um  dessen  Ereuzungspunkt  (X  als  Centrum  mit  demBadius 
0'L  =  axhi  der  Einheitskreis  (A)  beschrieben  ist.    (Fig.  149a,  S.  409). 

wenn  E  den  Schnittpunkt 


Zunächst  ist  Ä  =  •§  J7  =  7^ 

U  CE 


CE 


der  Normallinie  der  Curve  G  und  der  Führungsgeraden  {G)  bezeichnet. 
Machen  wir  daher  0'Ä=^ah,  (y:B=CE,  ziehen  den  Strahl  ZC  pa- 
rallel zur  Geraden  JB'^',  so  ergiebt  sich  GC'=Ü.  Mit  Vl)'=^ab, 
lyE'l.  OX'  folgt  D'je;'=  iJ  V.      Für  die  weiteren  Operationen  ist  ea 

am  bequemsten,  jetzt  den  Wert  der  Grösse  Sl  0'-=— 


6  Bin  xp  co8^  V  (^  "*■  *'"*  V^) 
zu  berechnen.  Mit  Oe  =  aibi  (Fig.  149,  S.  408)  odJ-OBo,  deJLOB 
wird  c  (i  =  sin  i/;,  0  ^  =  cos  1^,0^  =  sin^xp^  O  ^  =  cos^  ip.  Nun  machen 
wir  (Fig.  149a,  S.  409)   0'J"=  oibi -^S.ce  =  1 +  Ssin^xlJ,   schlagen 


in.  Th.  Kap.  IL 


Conchoidesbewegang. 


40» 


Fignr  149  a. 


Plgnr  149  b. 
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Über  LJ^  als  Diameter  einen  Halbkreis,  womit  0 0'=  Vi "+"  3 ein^  tfß 

8 

folgt,  ziehen  F'B'lLG\  wodurch  0'H'=il -hSain^^f  mri,  ziehen 
^en  Strahl  LIT,  zeichnen  L  r=Bo  O^a,  J'K'J.  ax\  dann  ist  TK'^ 

8 

^(1-4-3 «m»i/^)2.  Ferner  machen  wir  O'At^^cd^^sintf),  0'N'=Oe=:co8^ilß, 
•ziehen  die  Strahlen  L  At,  L  N\  zeichnen  L  P'=  ai^i  -h  c  ^  =  1  4-  «?Vi*  \p^ 
PQ'A^aX,  LIt;  =  PQ\  B:^l,aX\  dann  ist  BfS'^  sinipcos^^ 

3 

X(lH-«n«V;).  Mit  0'r=J'Ä'  =  a(l  +  8«n*t/;)'^,  0'ü'  =  Q.B!g^ 
^  wn  t/^  co8^  i/'  (1  4-  «m*  i/;),  dem  Strahle  L  V  parallel  zur  Geraden  TJ'T' 

«rgiebt  sich  schliesslich  O' V  =^  ü  JJ -j-zz-    Jetzt  sind  bereits  die  Durch- 

messer  der  Kreise  {(pn  =  0)  und  {g>t  =  0)  bekannt    Verzeichnen  wir  über 

CJE='fr  (Fig.  149,  S.  408)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  ist  derselbe 

•der    Ort   aller    Systempunkte   mit    der    Normalbeschleunigung   g>n  =  0. 

Machen  wir  auf  der  Abscissenaxe  C-^T  die  Strecke  CF=(yv'=^SiU^--f 

aSi 

beachtend  den  negativen  Wert  der  Abscisse  des  Mittelpunktes  des  Kreises 
{^t  =  0),  konstruieren  über  CF  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  ist  die- 
^r  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  ga  =  0. 
Diese  Kreise  schneiden  sich,  ausser  in  C,  in  dem  Punkte  J",  welcher  der 
Beschleunigungspol  des  Systemes  ist.  Auf  dem  Strahle  {7/ befinden  sich 
alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Ordinatenaxe  CY  parallelen  Beschleu- 
nigung. Der  Strahl  FJE  enthält  alle  Systemj^unkte  mit  einer  zur  Ab- 
scissenaxe CJC  parallelen  Beschleunigung.    Um  nun  die  Accelerationen 

j  Q 

Si^r  und  r  -7—»  welche  auf  einen  beliebigen  Systempunkt  D,  im  Abstände 
r  vom  Geschwindigkeitspole  C,  wirken,  zu  erhalten,  berechnen  wir  zu- 
nächst die  Faktoren  ß«  und  —^    Mit  C'Ä'J^LG'  (Fig.  149a,  S.  409) 

d  i 

wird  aÄ'=  Sk\  wir  machen  0'^'=  O'^",  wodurch  der  ^«-Strahl  LV 

«ine  bequeme  Lage  bekommt.    Femer  ist  -r-=:;7^=7vi^-    Mit  OF" 

®  dt     CF    OV 

=-iyE^,  0'Q"=aV\  LH"\\G"F"  wird  der  Strahl  LH"  zum  Mul- 

tiplikationsstrahle  -j-  und  -v-  =  0'  K'\  wodurch  auch   die  Winkelbe- 

dt  dt 

schleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  gefunden  ist.  Machen 

wir  jetzt  Lr'=GD=^r,  rL''l.ax\  so  ergiebt  sich  J"K"=n^r, 

J''L"=r-^i  J"M"=^  Skr^=^  der  Geschwindigkeit  F  des  Systempunktes 
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D.  Nachdem  wir  die  Grösse  der  auf  den  Punkt  D  wirkenden  Accelera- 
tionen  bestimmt  haben,  sind  wir  nun  imstande,  dieselben  auch  in  der 
richtigen  Lage  zu  verzeichnen  imd  die  resultierende  Beschleunigung  ^ 
dieses  Systempunktes  aus  ihnen  abzuleiten,  wobei  wir  zu  beachten  haben, 

dass  n  U  positiv,  r^  negativ  ist.    Mit  DAi\\CY  und  =  D'E\  DBi 

=  J"K"  auf  DC,  DCtJ.DC  und  =  J"L"  ei^eben  sich  QU'^DAi, 

Ä«  r  =  2)  J5i ,  r  -r-  =  D  Ci  in  wahrer  Lage.    Die  geometrische  Summe 

dt 

D El  aus  den  Strecken  BAi^  DBi^  BCi  ist  die  resultierende  Beschleu- 
nigung fp  des  Systempunktes  D.  Weil  auch  q>  =  Vyi^^nTyp i  so  er- 
giebt  sich  noch  mit  LN"=^BJ^p,  N''Q"l.O'X\  BiFi=N"P" 

auf  BJ,  BiGiJLBJmh^  =  N"Q'\  BiFi  =  n^p,  BGi  =  p^^  und 

die  Besultante  aus  den  beiden  letzten  Strecken  ist  9  =  D  ^ ,  wie  vorhin. 
Der  Systempunkt  B  bewegt  sich  auf  der  Führungsgeraden  (&),  durch 
ihn  läuft  stets  der  Kreis  {^n  =  0),  er  besitzt  keine  Normalbeschleunigung; 
f&r  denselben  ergiebt  sich  q>i=^BB'^  if^=  B  B^\  und  damit  yts^"  BB^y 

B  B 

welche  Acceleration  mit  der  Führungsgeraden  {O)  zusammenfällt.  Der 
Strahl  FJ  schneidet  die  Gerade  ((?)  im  Punkte  E^  dessen  Beschleu- 
nigung EE2,  ist  parallel  zur  Abscissenaxe  CX,  Der  Strahl  CJ  schnei- 
det {Cf)  in  K^  die  Beschleunigung  KK2,  dieses  Punktes  ist  parallel  zur 
Ordinatenaxe  C  Y.  Auf  (G)  befindet  sich  zur  Zeit  kein  Systempunkt  mit 
der  Beschleunigung  tpt  =  0.  Ziehen  wir  den  Strahl  B2  E^,  so  liegen  auf 
ihm  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  ip  aller  Punkte  der  Systemge- 
raden (6r).  In  bekannter  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Beschleunigung 
PP2  des  Punktes  P  dieser  Linie  senkrecht  auf  ihr  steht,  und  der  über 
B  P  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  geht  durch  das  Beschleunigungs- 
centrum J.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Systemgerade  OB.  Für  den 
Punkt  A  dieser  Linie  (Fig.  149,  149b,  S.  409)  ergiebt  sich  yi  =ß« .  B^J 

=  BiU,  g>2^BiJ.^  =  BiB^\  q>D,  =  BiB2.    Für  den  Systempunkt 

O  ist  ^^=00',  ^2  =  00",  90=002.  Es  liegen  mithin  die  End- 
punkte der  Beschleunigungen  (jr  der  einzelnen  Punkte  der  Systemgeraden 
OB  auf  dem  Strahle  O2B2B2.  In  bekannter  Weise  finden  wir,  dass 
die  Beschleunigung  NN2  des  Punktes  iV  mit  OB  zusammenfällt,  die 
Beschleunigung  Q  Q2  des  Punktes  Q  senkrecht  auf  O  B  steht ,  ein  über 
N  Q  als  Diameter  beschriebener  Kreis  den  Beschleunigungspol  J  enthält 
Der  Punkt  Jf  von  OB  besitzt  die  kleinste  Beschleunigung  MM2. 

Ganz  in  derselben  Weise  wie  unter  b)  lassen  sich  auch  hier  die 
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AcceleratioDen  SiU^  Si^r^  r      »  Ä^p,  P^— »  a>  derjenigen  Systempunkte 

dt  dt 

bestimmen,  welche  augenblicklich  mit  der  Bahn  (D)  des  Systempunktes  2> 

zusammenfallen,  was  keiner  Schwierigkeit  unterliegt.    Der  Studierende  mag 

dieses  zur  eigenen  Übung  durchfahren.    Die  sich  ergebenden  Curven  (i2  C), 

(12^ r) wurden  nur  deshalb  weggelassen,  um  bei  der  Kleinheit  der 

Figur  das  Erläuterte  möglichst  übersichtlich  zu  geben. 

Jede  der  bisher  gegebenen  graphischen  Darstellongen  kann  jetzt  mit  Leichtig- 
keit von  dem  Studierenden  venrollständigt  werden.  Da  dnrch  eine  weitere  Eintragung 
von  Linien  die  Deutlichkeit  der  Figuren  beeinträchtigt  worden  w&re,  ist  jede  Dar- 
stellung nur  Bruchstückweise  durchgeführt  worden. 


4.  Ein  ebenes,  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  in  der  Weise,  dass  ein  Punkt  A  desselben  einen  festen  Kreis 
vom  Halbmesser  r  beschreibt,  ein  zweiter  Systempunkt  B  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  gehenden  festen  Geraden  fort- 
rückt. Der  wechselseitige  Abstand  a  der  Systempunkte  Ä  und  B 
ist  grösser  als  r.  Der  Punkt  A  besitzt  eine  konstante  Geschwin- 
digkeit und  es  sei  seine  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Mittelpunkt 
O  seiner  Bahn  gleich  a.  (Fig.  150,  S.  427.)  Die  Bewegung  des 
Systemes  soll  bezüglich  der  Beschleunigung  unter  Beibehalt  der 
für  diesen  Fall  bereits  gebrauchten  Bezeichnungen  und  mit  Ver- 
wendung der  bereits  bekannten  Resultate  (I.  Teil,  S.  10,  IIL  Teil, 
S.  321)  untersucht  werden. 

Die  Gleichungen  der  Curven  (C)  und  (r)  sind 

Q^  —  2  ^  r  =  (a*  —  r^)  sec^  ^, 
(^'2_  2  Qa  cos  &')  (r»—  a^  coffl  &')  =  a^  (««—  r^  coa^  &'. 

Nach  der  bekannten  Formel  —  =  — — —-  das  Verhältnis  --  zu  ernütteln, 

n     Fl  ±  r  n 

ist  hier  nicht  bequem,  weil  ein  anderer  Weg  rascher  zum  Ziele  führt. 

Die  Richtungen  der  Normalen  und  der  Tangente  der  Gurve  (0)  für 
einen  beliebigen  Funkt  C  sind  bekannt,  wenn  die  Subnormale  gegeben  ist, 
womit  dann  die  Coordinatenaxen  CJ[  und  C  T  konstruiert  werden  können. 
Für  die  Polarsubnormale  erhalten  wir 

Für  das  Bogenelement  ds  der  Curve  {C)  ergiebt  sich  mit  N  als  Polar- 
normalen 
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Nun  haben  wir  fQr  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrunas  {7  =  -=-t 

d  -d" 

mithin  ist,  weil  &  =  (ot^  -j-  =  «, 

dt 


1 
-112 


-^    —  «0 .  iV  =  w  I  (r  H-  *eö  ^V^a^  —  r^  «n*  ^)^ 


'  vi 

Fassen  wir  die  Bewegung  eines  beliebigen  Systempunktes  D  (Fig.  150, 
S.  427),  etwa  eines  solchen,  dessen  Abscisse  a>^  ist,  ins  Auge,  ver- 

folgen  die  gleichzeitige  Bewegung  der  Linie  CB  und  des  Momentan- 
centrums C,  dann  erkennen  wir,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  ä  der 
Geraden  CD  um  (7  eine  andere  Bichtung  besitzt  als  die  Geschwindigkeit 
des  Momentancentrums,  dass  mithin,  wenn  TJ  als  positiv  vorausgesetzt  wird, 
Sk  eine  negative  Grösse  ist.    Für  die  Winkelgeschwindigkeit  i2  erhalten 

wir  daher 

r  (ö    r « €08  d-  r(ö  co8  w  t 


Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  U  und  i2  wird  dadurch 
~  =  -  ^^^iNr==  -.  -  V^2(^-r)2  +  (aS-r2)2  tg^d^^^, 

= ^äj(^-*-  Bee»ya^'-r^8in^d)^{a^  —  r^8in^») 

'^(a^  —  r^)tg^&8ec^d^^' 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  {7:12  eine  Funktion  des  Winkels  d-  resp.  der 

Zeit  ist,  dass  sich  der  Wert  dieses  Verhältnisses  periodisch  ändert,  wenn  & 

von  Null  bis  ins  unendliche  wächst,  was  auch  mit  den  Werten  von  V 

und  Sl  der  Fall  ist. 

Die  Winkelbeschleunigung  des  Systemes  um  das  Momentancentrum  ist 
dSi       d  /-       r<a  \  ,  \'~^dg 

oder,  weil  3^  = tg&8ec^^-z-= mtg^aec^^, 

at        Q  —  r  dt        p  —  r 
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Die  Accelerationen,  welche  die  resultierende  Beschleunigung  qp  eines  belie- 
bigen Systempunktes  D  mit  den  beweglichen  Coordinaten  a,  ß  und  in  einem 

Abstände  x  vom  Momentancentrum  C  erzeugen,  sind  ÜU^  i2'r,  t-^-. 

Wir  erhalten 


rw  «,         r«2 


4-  (««  —  r«)«  <^*  *  WC«  *  )  8  j 


n'x=( )  t  =  -2 .   ■  ,ftt- 

Vß — ry  a*  —  r*  «n"  # 

Im  ersten  Teile  wurde  gefonden,  dass 

Mithin  ist  i 

und  für  die  dritte  Acceleration  ergiebt  sich 

Damit  sind  die  Gomponentalbeschleunigungen  des  Systempunktes  D  als 
Funktionen  des  Winkels  &  =  (ot^  mithin  auch  als  Funktionen  der  Zeit 

bekannt,  denn  diese  Formeln  für  ß*r  und  r-r-  kann  der  Leser  sofort  an- 

dt 

schreiben. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen  der  Gurve  (C)  parallelen 

Beschleunigung  g?  liegen  auf  der  Geraden 

g^  ^2 ^2 

y  =  — a?,    oder    y  = tgd'sec^d^.x^ 

T  Q  —  T 

oder  y  =     .^  ig  ^  sec  ^. 

Die  Systempunkte  mit  einer  zur  Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Be- 
schleunigung <p  liegen  auf  der  Oeraden 
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^^  (f~^   AT 

r  r 

r  eos  ^  y  a*  —  r^  «n*  ^ 

ihre  Coordinatenaxenstücke  sind 

i2  r 

—  — ^  r(r+«*<?;>V  «*— r««n«*)«(a«— r«*m«*)H-(a«— r*)  <^«*«*c«*li 

und  f&r  ihren  Abstand  vom  Geschwindigkeitspole  O  ergiebt  sich 
=  See  &  y  a^  —  r^  tin^  &  X 


Für  die  Coordinaten  des  Beschleunigangscentrums  erhalten  wir  die  Belationen 


*'  r«  +  5,2  *'  r«  +  5,« 
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r2  (^  _  r)«  +  (a^  —  r2)2^^2  ;^,^^4  ^J 

1-1 

Diejenigen  Systempunkte  mit  gleicher  Beschleunigung  fi  liegen  auf  einem 
4im  den  Beschleunigungspol  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  von  dem 
Halbmesser 

^(^  —  y.)2  ^  ^(^_y)8 

ra)2Vr2-i-5„2      r««  Vr2((>-"fö^-Mä2^_.^2)2^^2;^^^^4;9. 

8 

ju  «^(?2  ^  (a^  —  r2  «n*  *)" 


r«2Vr2(a2-r2Äm2^)-h(a2--r2)2^^2^*<»<;2^ 
bezeichnet,  wie  immer,  p  die  Entfernung  eines  beliebigen  Systempunktes  D 
von  dem  Beschleunigungspole  J,  dann  ergiebt  sich  für  die  resultierende 
Beschleunigung  <p  dieses  Punktes  und  ihre  Componenten  q>i,q}2 


r(0^    ^r-~Ä :zn  ra)2 


<^  =  Pj^r^V^^'^n'  =  P  (^^8  Vr2(^-r)2  +  (a2~-r2)2<^2^,,,4^ 

=  y         rO)    COe    d-      ^Jy2(g2_y2^£^2^)^(^2_y.2)2^^2^^^g2^|a, 

(a2-r2«n2;>)2 

(reo  n2  r^do^ 

r  «2  r  M*  (a2  —  r^)8inS' 

^2  =  (^Ii;:)2  ^«/^  = 3-  P- 

(«2  —  r2«n2^)^ 

bezeichnet  /  den  von  der  Bichtung  der  resultierenden  Beschleunigung  9 

»und  dem  Polstrahle  DJ  eingeschlossenen  Winkel,  dann  ist 

tQy=i  —^  ——  = =  —: r  tg  ^  SeC^  0'  =  T- "' 

^^      n^  dt        r       r{Q  —  r)^  r^J  a^ —r^8in^& 

Der  Ort  sämtlicher  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  9»  =  0 

TT         n     "  f 

ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  —  = A>  seine  Mittelpunktscoordinaten 

,  Si  r 

sind  rco  =  0,  yo  =  —  ^^  ^' 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Tangentialbeschleunigung  9)^  =  0 
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ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  ß  ü-tjz  =  (q  —  r)^»  seine  Mittelpunkts- 

1  N 

coordinaten  sind  «0  =  —  o  (^ — ^)  ^'      yo  =  0- 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  einzelnen  Punkte  der  System- 
geraden AB^  namentlich  ist  die  Bewegung  des  eine  gerade  Linie  be- 
schreibenden Punktes  B  von  praktischer  Wichtigkeit. 

Die  auf  den  Systempunkt  B  wirkende  resultierende  Beschleunigung 
ipB  lässt  sich  mittelst  der  erlangten  Resultate  wie  folgt  bestinuuen.    Die 

Componenten  dieser  Beschleunigung  sind  SiU= iV,  parallel  zur 

^  —  r 

2 
Normalen  der  Curve(C) gerichtet,  nH=n^Q=Q^Qsin&=f—^  Ygain&j 

in  der  Richtung   der  Verbindungslinie  des   Systempunktes   B  mit  dem 

Momentancent rum  C\  t-r-=  0'-:^-==  ; -^Snosin^,  senkrecht  zur  Linie 

dt      ^  dt      (^  — r)2   "^ 

B  C  gerichtet. 

Zerlegen  wir  diese  Componenten  in  zu  der  Führungsgeraden  BO 
senkrechter  und  paralleler  Bichtung,  bezeichnen  mit  v  den  Winkel,  welchen 
die  Normale  der  Curve  (C)  mit  dem  zugehörigen  Fahrstrahle  q  einschliesst, 
mit  C  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Polaraxe  macht,  dann  ist  die  Be- 
schleunigung des  Punktes  B  in  zu  der  Führungsgeraden  BO  senkrechten 
Richtung  i2'  t  +  12  Usin  t,  seine  Acceleration  in  zu  di^er  Linie  paralleler 

Richtung  r-^-  4-  Ä  UcosC- 
dt 

Nun  ist  f=^  — V,  €inv  =  -^t  €08v=^-^,f  soda8S«Vif=«m(^ — v) 

gein&  —  SnCos-d'         .  ,^        .       gco8&  -\-  Sn8in&   ^^      .. 

=  ^^ — f  cos  C  =  €08  (&  —  v)  = — Damit  er- 

iV  ^  '^  A 

giebt  sich  durch  eine  kleine  Rechnung  Si^t-^-  Si  [J^mf  =  0, 

r-3—  4-  Ä  UcosC=^ {gcoad- > 

dt  g  —  r{  g  —  r     t 

=  —  reo*  <  cos'9' ^ :—  H — ^  zri_^l. 

Demnach  besitzt  der  Punkt  B  in  senkrechter  Etichtung  zur  Führungs- 
geraden keine  Beschleunigung,  d.  h.  es  geht  durch  ihn  stets  der  Kreis 
{(p^=zO).    Die  Resultante  aus  den  beiden  vorstehenden  Accelerationen  ist 

die  letztere  und  erhalten  wir  mit  -  =  i 

a 

^B  =  —  r(0^{€08&  —  A 1  +  l j>- 

{l-^X^sin^»)''         (1  -l^sin^&)'^ 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    L  27 
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Von  dem  Umstände  ausgehend,  dass  der  Punkt  B  die  geradlinige  Bahn 
BO  beschreibt,  also  nur  eine  Acceleration  besitzen  kann,  deren  Richtung 
mit  BO  zusammenfällt,  erhalten  wir  die  Beschleunigung  9)^  einfacher. 
Die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  B  ist 

Fb  =  ±  r  «  {ein  0--{-  cosO-  tg  1//), 
wobei  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  dieser  Punkt  in  der  Richtung  OB 
das  untere,  wenn  er  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt,  den  letz- 
teren Fall  nehmen  wir  hier  an.    Daher  ist  die  Beschleunigung 

^  dt  V  cos^xDdd-J  dt 

Es  ist  aber  sin %b=^-sin&,  also  -5^  = »  -3-  =  cö,  womit  sich  er- 

^       a  dS-       acosxp    dt 

giebt 

{T  COS    x^  \ 
COS  &  —  sin&tgxD'i = —  >» 
a  cos^ip) 

(fB^  —  roi^icosd^  —  A, j  -4-  X A, 

(1—X^sin^&)^        (1  —X^sin^&y 

sin^d-  — 


if.B=  — »*<«>* 


9>jj  =  —  rto^Kcosd'  —  / j —  J. 

(l-^X'^sin^iff 

Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  vorteilhaft,  diese  unbequeme  Formel 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  wodurch  wir  bekommen 

•  1 

cos&  —  Xi^n^»  —  cos^d^—-^X^sin^^\eo8^^—^co8^d^.., 

Können  die  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  X  nicht  vernachlässigt 
werden,  dann  ist  die  genaue  Gleichung,  zu  verwenden. 

Der  Abstand  des  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  ro»  in  dem 
Kreise  vom  Radius  r  sich  bewegenden  Punktes  A  vom  Momentancentrum 
ist  {q  —  r) ,  daher  sind  die  auf  denselben  wirkenden  Accelerationen  ü  ü^ 
deren  Richtung  mit  der  Linie  AC  den  Winkel  v  einschliesst,  Si^(Q  —  r) 

d  O 

in  der  Richtung  AC,  {g—  r)  -j-  senkrecht  zu  ^  C und  im  Sinne  der  Ge- 
schwindigkeit ro)  des  Punktes  A  thätig.  Die  Componentensummen  dieser 
drei  Beschleunigungen  in  senkrechter  und  paralleler  Richtung  zu  ^  C  sind 

{Q-r)^^-\-nUsmv==0, 
dt 

Si^ig  —  r)  +  Ä  ücos  V  =  —  r  w^. 
Der  Systempunkt  A  besitzt  mithin  keine  Tangentialbeschleunigung,  durch 
ihn  läuft  der  Kreis  (^,=0),  seine  resultierende  Beschleunigung  ist  ^^=— r«*, 
d.  i.  die  Centripetalbeschleunigung  des  mit  der  konstanten  Winkelgeschwin- 
digkeit im  Kreise  (A)  rotierenden  Punktes  A. 
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Jetzt  ist  das  Verhältnis  der  Beschleunigangen  ^b  und  9)^  gegeben, 
nämlich 

l—z=  CO8&  —  X r  +  A — 5- 

^  (1  —  A«  «n2  ^)2         (1  —  i«  «n«  ^)  2 

Für  die  besonders  ausgezeichneten  Lagen  des  Punktes  A  resp.  Stellungen 
der  Geraden  OÄ  nimmt  die  Beschleunigung  g>B  folgende  Werte  an. 

Ist  ^  ^  0,  befindet  sich  der  Funkt  A  in  seinem  sogenannten  unteren 
toten  Punkte,  dann  ist  genau 

(pB  =  —  0)2  r  Tl  H — j  =  —  «2  r  (1  4-  X). 
Mit  ^  =  ft   ^ö<i  *  =  9  ^  erhalten  wir 

^"^ ""  n/-^2  _  ^2 ""  '^'^  *■  Ä7n^'  ^^^^^ '  yB=«^  r A  (^1  +  -y  näherungs- 

weise. 

Befindet  sich  der  Punkt  B  in  der  Mitte  seiner  Bahn,   so  ist,  weil 

dann  co€&  =  ^   »  annähernd 

wobei  nur  die  Glieder  mit  X^  und  höherer  Ordnung  vernachlässigt  sind, 
indem  die  zwischen  X  und  X^  liegenden  Glieder  verschwinden. 

Wenn  Vb  ein  Maximum  wird,  so  geht  <fB  in  Null  über,  die  ent- 
sprechende Eurbelstellung  ist  nach  dem  ersten  Kapitel  dieses  Teiles  an- 

3 
nähernd  durch  die  Gleichung  gegeben  co8S'  =  X-'-^  X^. 

Passiert  der  Funkt  A  den  sogenannten  oberen  toten  Punkt,  dann 
ergiebt  sich,  weil  in  diesem  Falle  ^  =  tt, 

y  £  =  o)-  r  Tl j  =  «2  r  (1  —  X). 

Es  lässt  sich  die  Beschleunigung  des  Punktes  JB  für  alle  seine  Lagen  be- 
quem graphisch  berechnen,  auch  eine  Beschleunigungscurve  konstruieren, 
welche  der  Geschwindigkeitscurve  desselben  entspricht.  Für  die  Kon- 
struktion sind  stets  die  Winkel  &  und  \fj  gegeben,  weshalb  wir  von  der 
Gleichung  ausgehen 

('1*  CO8    vAn 
cos  d'  —  ein  &tg\p  -\ 5 — Y 
^  ^       a  co8^  \pj 

Tt 

Weil  yp  stets  kleiner  als^  ist,  so  erkennen  wir,  dass  ^b  stets  von  end- 
licher Grösse  ist.     Nun  ist  auch 
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Däe  B(»tL>39if3i:^  im  znxenti^itfSiLe^  Sjuti 


HLTkE^OL 


«*  =  — i#* ir€osl&  —  t!t)  -r-  -  (^  ^"^^  -^  \ 


fAfsr,  mit  reos(&  4-  U;  =  w,         —  =  «» 


— ^t 


9B  =  — 


m 


«-11 


U/^4tf 


wodurch  die  graphiBche  L^fSimg  angezeigt  ist    Jetzt  erhalten  wir  mit 

die  Coordinaten  der  Beschleamgungscnrre  des  Punktes  ^  für  m  =  1,  wobei 
O  Ursprang.  Die  Multiplikation  der  entsprechenden  Ordinate  dieser  Cnrve 
mit  40^  giebt  die  Beschien nignng  ^b  selbst.  Für  gegebene  Werte  Ton  x» 
re*q>.  ^^  ist  es  leicht,  die  zugehörigen  Ordinalen  dieser  Gurre  zu  ermitteln« 

;,Y  Es  sei   (Fig.    151)   ^JB  die 

augenblickliche  Lage  derSchub- 
stangenaxe,  J*der  Schnittpunkt 
ihrer  Verlängerung  mit  der 
festen  Ordinatenaxe  O  T.  Mit 
AE\\OJ[  ergiebt  sich  ÄIT 

=  r  €08  &,   AF  =^r 

cos  Iff 

Machen  wir  auf  dem  Strahle 

0-1  die  Strecke  AC=  OA^r^ 

I  femer  CDd^AB^  so  ist,  weil 

^*«^'^*'  2f.BAC  =  &^ip,    AD=^ 

r  cos  {x^+  \p).  Errichten  wir  weiter  in  A  auf  AB  ein  Lot  -4  ö  =  -4  F^  ziehe» 

BO.  hierzu  senkrecht  GH^  dann  wird  AH=-i- "^  ,   denn   wir 

a  V  cos  \p  J 

haben  zufolge  der  Konstruktion  AH.AB  =  AG^.  Demnach  giebt  die 
Strecke  D  J/ die  Klammergrösse,  es  ist  Dfi  =  ^2>-*"j4ff=r<:o5{^-h  <^) 

1  /'V  cos  vAx 

-1-  -( --        I  •    Ziehen  wir  nun  noch  HJ  \\0X,  so  giebt  diese  die  zur 
a\cos\p  J 

Abscisse  0J3  gehörige  Ordinate  der  Grösse  nach,  denn  wir  haben 


Dil 


HJ=^         ,  =  \rco8(:»  +  xp)  +  ^(  )    • 

cos  tp      cos  ifj\  a  \cos  ipj  ) 

Weil  wir  die  Beschleunigung  q)B  in  der  Richtung  OBX  positiv  nehmen,. 

so  ist  in  gegenwärtigem  Falle  ^b  negativ,  mithin  der  Ordinatenwert  HJ 

von  B  aus  vertikal  abwärts  aufzutragen,  also  die  Lotlinie  BB!—IIJz\k 

machen.    Die  Multiplikation  dieser  Strecke  mit  w^  giebt  ^b  selbst.    Damit 

ist  gezeigt,  wie  die  Ordinate  für  jede  Position  von  B  bestimmt  werden 

kann.    Befindet  sich  der  Punkt  A  unterhalb  der  Abscissenaxe,  etwa  in  A^y 
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urelchem  die  Schubstangenlage  Ai  Bi  entspricht,  so  ergiebt  sich  Bi  Ji  als 
zugehöriger  Ordinatenwert ,  welcher  positiv  ist,  da  der  Punkt  JB  augen- 
blicklich sich  rückläufig  bewegt.  Machen  wir  daher  Bi  B'i  =  Hi  «Ti  auf 
-der  Senkrechten  zu  O  £  durch  Bi ,  dann  ist  B\  der  entsprechende  Curven- 
punkt.  Im  ersten  Falle  läuft  der  Ordinatenwert  HJ  von  links  nach 
rechts,  im  zweiten  Hi  Ji  entgegengesetzt,  so  dass  dieses  Resultat  stets  an- 
;giebt,  ob  die  Beschleunigung  tps  positiv  oder  negativ  ist.  Mit  ^  =  0  und 
^  =  n  erhalten  wir  y  =  — r{l  -\-  X)  und  y  =  r  (1  —  i),  die  entsprechen- 
•den  Ordinalen  sind  y  =  ^o  -Bo'i  und  y  =  ^o  ^o'i  wobei  Bq  und  Eq  die 
Endpunkte  der  Bahn  des  Punktes  B  sind.  Konstruieren  wir  unter  Be- 
achtung, dass  sämtliche  Punkte  C  auf  einem  mit  dem  Kreise  {Ä)  kon- 
zentrischen Kreise  vom  Radius  2r  liegen,  für  eine  Reihe  von  Lagen  des 
{^unktes  B  die  zugehörigen  Ordinaten  der  Beschleunigungscurve  und  ver- 
tinden  die  Endpunkte  dieser  Linien  folgerecht  durch  einen  stetigen  Linien- 
zug, so  ergiebt  sich  die  aus  zwei  zusammenfallenden  Teilen  bestehende 
Beschleunigungscurve  des  Punktes  B  für  die  Winkelgeschwindigkeit  o)  =  1. 
Der  Drehung  der  Kurbelaxe  um  einen  Winkel  von  ^  =  0  bis  &  =  n  oder 
•der  Bewegung  der  Punktes  B  von  JBo  l>i8  -Eo  entspricht  der  Curvenlauf 
JS'o  B^  KB^i  E'q  ;  der  Drehung  der  Kurbelaxe  um  den  Winkel  von  ^  =  tt 
bis  d'  =  2n  oder  der  Bewegung  des  Punktes  B  von  Eq  bis  Bq  entspricht 
-der  Curvenlauf  E\B!\B! B^^,  Die  Beschleunigungscurve  schneidet  im 
Punkte  K  die  Abscissenaxe,  so  dass  an  dieser  Stelle  die  Acceleration  des 
Punktes  B  gleich  Null  ist,  ihr  entspricht  das  Geschwindigkeitsmaximum 
-des  Punktes  B,  Denken  wir  uns  noch  die  Geschwindigkeitscurve  dieses 
Punktes  verzeichnet  und  ihre  Ordinate  fär  die  Abscisse  OK  eingetragen, 
dann  giebt  diese  die  Maximalordinate  der  Curve  (Fb)i  womit  die  Maximal- 
geschwindigkeit gefunden  ist.  Die  Mitte  der  Bahn  {B)  ist  der  Punkt  B^^ 
-was  zeigt,  dass  das  Beschleunigungsminimum  stets  rechts  von  der  Bahn- 
mitte Uegt.  Ist  der  Nullpunkt  K  f^r  ifB  gefunden,  dann  können  offenbar 
sofort  die  dem  Geschwindigkeitsmaximum  entsprechenden  Kurbelstellungen 
Terzeichnet  werden. 

Sind  i^\ ,  tf\  die  C!omponenten  der  Beschleunigung  ^b  parallel  und 
senkrecht  zur  Systemgeraden  J.£,  so  haben  wir  g>\  =  g)B€08tp^  92  = 
qiBsinxp  und  weil  einifj  =  Xsin&  ist, 

l  1 — X^atn^d'f 

9 2= stno-icoso-  —  X j  4-  X ^ 

(1  —  X^sin^dy         (1  -  X^8in^&f^ 
Sind  q)'\^qf^\  ^^^  Componenten  der  Beschleunigung  qpA  parallel  und  senk- 
recht zur  Sjstemgeraden  A B^  so  ist  mit  2i.BAC  =  fi,  (p\  —  y ^ cos jtt, 
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g)  2  ^=  qpi  «n  fi,    Aoer  es  ist  eosfi  =  cos  (^  h-  tp)  =:  = f  «n  ^  = 

sm  (^  4- 1//)  =  -  #/n  ^  cos  &,  womit  sich  ergiebt 
a'\=:  —  —^{gcos^&  —  r)==  —  ta^r{cos&Vi  —  X^sin^—l8in^&\f 

a  y  I 


«^r 


X-^yi—X^  sin^  d^sin  ^, 


ö)''«  == 7i —  gsin2&  =  —  w*  r 

2a 

Die  analytische  DarsteUung  der  Beschleunigung  qt  eines  bellebigeD 

Punktes  M  der  Systemgeraden  ^JB  als  Funktion  des  Winkels  ^  ist  nur 

insofern  unbequem,  als  sich  dabei  ziemlich  verwickelte  Ausdrücke  ergeben. 

Ist  dar  Abstand  des  Punktes  M  vom  Momentancentrum  MC=^x^  2^,  CMB 

=1},  der  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  QU  mit  der  Geraden  AB 

einschliesst ,  gleich  $  (Fig.  150,  S.  427)  dann  sind  offenbar  die  Compo* 

nenten  <)Pi  und  cps  des  Punktes  M  in  den  Bichtungen  parallel  und  senkrecht 

zur  Geraden  AB 

qci  =  ü^xcosri  4-  x—r-smri'Y il  UcosS^ 

gP2  =  Ä*  r  sin  rj  —  r  -jr  cosrj  -{-  Q  Usin  J. 
Hiermit  ergiebt  sich  fßr  die  resultierende  Acceleration  des  Punktes  M 

,p2  =  ,^  «  +  ^2«  =  ß4  t«  +  t«  (y^)    +  (i2  CO*  +  2  12«  UX  C08  (^  —  J) 

+  2  i2Cr^^r  «•«(,-?), 

und  der  Winkel  /,  welchen  <p  mit  der  Geraden  A'B  einscfaliesst,  folgi 
aus  der  Relation 

12^  r  sin  tj  —  r  -z-r  cosin  -{-  Q  Usin  5 
()P2  di 

^i7y=  — = d^ 

et  { 

Bezeichnet  6  die  Entfernung  des  Punktes  M  von  B,  so  ist 

was  sich  aus  dem  Dreiecke  BMC  leicht  ergiebt. 

Für  die  Winkel  rj  und  £  werden  die  Relationen  gefunden 

g'sin  ^'                               ö  (p  —  r)  «t  w  ^  öo«  ^ 
^«n  j;  = = r^' 

^  I  (a  6  —  (>  r  «m«  ^)2  -♦-  (^^  (^^r)^  «n  «  ^  coÄ^^Ji 

6  —  q'cos  &'  ab  —  gTsin^d" 

cos  tj  = = — Yi*^ 

^  {(ab  —  grsin^O)^  -h  g^ig  —  r)^ sin^ d^ cos^ M2, 
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sin  ?  =  (f  -T-  i/^)  = 


_  g^  sin  &  cos  &  —  Sn  (g  cos^  &  —  r) 


aN 


/v        .\       Q(g€os^&  —  r -^  SnSin&cosO) 

cos^  =  cosiC-h  m  =  ^-^^^ TZ 

^  aN 

Mit  diesen  Werten  und  denjenigen  von  ß,  ß  Z7,  -^  gelangen  wir  zu  den 
Gleichungen 


9i 


(reo  X 
g  —  rj 


1 

2 


6a  +  ^«n«^((^-?|^|   X 

a  J  —  grsin^& 


|(a 6  —  (> r «m^ ^)2  4-  ^ ^ (^  —  r)^sin^& eos^ d\% 


4- 


g{g  —  r)  «m  ^  cos  d- 


reo 


2 


«(ß  — r) 


Q 


Uab  —  grsm^&)^  -^Q^{q  —  r)^ sin^ d^ cos^ d'W 
gcos^d-  —  r  +  S„sin&cosO^  l» 


P  (p  —  »*)  «*»»  ^  CO»  ^ 


{{ab  — er ain^  #)24-  p« (^  _ r)« »m« & cot^ &\\ 


iQ 


-^^sAl>^^esin^^(,-^-^) 


1 

J    X 


a  &  —  gr  siti^  & 


r  (o 


1 


|(a  6  — (I  r  «w2 1^)2  -f-  (|2  (p  _  y.)2  ^jr„2  ;^  ^^^2  ^|i 


z r  Ig^  sin  &  cos  ^  — 8n  (g  cos^  ^  ~  r) 

a{g—r)\  ^"^  ^j 

und  der  Wert  von  (p  als  Funktion  des  Winkels  &  lässt  sich  jetzt  leicht 

anschreiben,  was  dem  Leser  überlassen  wird. 

Fällt  der  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkte  der  Strecke  Ä  JB  zusam- 
men, dann  vereinfachen  sich  diese  Formeln  fast  gar  nicht. 

Mit  b  =  a  erhalten  wir  den  Systempunkt  Ä.    Die  Reduktion  der 
vorstehenden  Formeln  für  diesen  Fall  giebt 
r«  =  a«  -{-gsin^&(g^2r)  =^  g  -  r, 


stnri 


g  (g — r)  sin  ^  cos  ^ 


^{a^-gr  sin^  &)^-hg^  {g—r)hin^acos^d\\ 


g  sin  &  cos  & 
'^- —  =  stn  lAy 


a 


424  I^ic  Beschleunigung  im  unveränderlichen  Systeme         in.llL  Kap.  II. 

Q%  —  grsin^d'  gcos^x^  —  r 

C081J  =j n         "^  COSfi, 

„       r*  (ö*  g  cos  ^  &  — r       r  (ö*        q  sin  &  cos  &       r  w*    0 

g;j=- 1 Ä« X 

Q  — r  a  (f  —  r  a  ß  —  r  a 


[gcos^d-  —  r  4-  S n sind' cos d^\^ 

„        r^ vifi Q sind- cos d^      rto^  ^  gcos^d  —  r  r«* 

<p  2  =  ö«- -. -T  X 

g — r  a  g — r  a  a\g — r) 

I  g^  sin  &C0S&  —  Sn  (q  cos^  #  —  r)|. 

Führen  wir  noch  den  Wert  der  Subnormalen  Sn  ein  und  reduzieren, 
BO  ergiebt  sich 

go  1  = (g  eos^  d-  —  r),      <p  2  = ^  *«♦»  ^  <?^*  ^» 

a  a 

welche  Ausdrücke  mit  den  bereits  gefundenen  identisch  sind.    Nun  ist 
und  für  den  Winkel  y  ergiebt  sich 

.  g  sind  cos  &       sinu  ,    . 

^'      gcos^d  —  r      cosfA       ^^  /      i-' 

d.  h.  die  Beschleunigung  q)A  ist  stets  nach  dem  Mittelpunkte  O  des  Kreises 
(^)  gerichtet. 

Mit  ft  =  0  gelangen  wir  zu  dem  Systempunkte  B.     Für  diesen 
Punkt  ist 

X  =  g  sin  &  =  g\ 
.  ^ g{g--r)sin»cosd^ g—r  _  , 

Stn  7J  =  z =  cos  xr  =  Sin  ^^  , 

^g^r^sin^»'i'g^{g  —  r)^sin^»cos^&Y2         ^ 

grsin^&                                     r    ,  ^  ^, 

cos  rj  =  — ' -j= sind= — cosd , 

^Q^  r«  sin^  »-hg^ig--  r)«  sin^  d  cos^  &^2  ^ 

80  dass 

g>  1  =  —  ( I  =—  sin^  &  H —  |r  —  p  <?o«2  ^}» 

v^ — rJ    a  g  —  ra\        ^  ) 

,         r^ea^  g    .    ^        r»  ^«>®      P^  «     .  9 «  ^***      v> 

<P2  = -^  Sin  d- COS  v^  -i-  7 TS-^—  OnStn^O- 7 r  X 

g — ra  {g  —  ry   a  a(g  —  r) 

ig^ sin  »cos»  —  Sn {q^  cos »  —  r)|, 
nach  weiterer  geschickter  Beduktion 

q>\  =  -  --^r^2  j  ♦•*  ««'  ^  +  (Q  000^  ^  _  r)  (e  -  r) ), 

qj«  = i  Qein9eos^ -, rv 

a    y  {R  —  rY 


vi 
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und  schliesslich 


'  9 

<p  1  =  — rta^ 


1 — Ä.^sin^& 


a  i  1  1 

Die  Resultante  aus  diesen  zwei  Beschleunigungen  ist 


C08&  —  / j  -h  A gj» 


{1  —  X^8in^»y         {l-k^8in^&y 
und  für  den  Winkel  y  erhalten  wir 

woraus  sich  wieder  ergiebt,  dass  die  Richtung  von  (ps  mit  der  Führungs- 
geraden OB  zusammenfällt. 

Die  Darstellung  des  Abstandes  p  eines  beliebigen  Systempunktes 
2>  vom  Beschleunigungscentrum  J  als  Funktion  des  Winkels  ^  durch 
eine  einfache  Formel  dürfte  kaum  möglich  sein.  Selbst  fßr  den  Abstand 
des  Punktes  B  vom  Beschleunigungspole  J  gelang  es  bisher  nicht  einen 
einfachen  Ausdruck  zu  erhalten.  Das  bis  jetzt  vom  Verfasser  gewonnene 
unerquickliche  Resultat  lautet 

1 


^J^  =  ^^,2^S^2)j^2\.(Q-r)^^'-^{Q-r)N^\Q8m&Sn{QC08» 

Sn8in  d)'^QrC08»{i}  8in  &—8n  C08  &)  !  4-  (r«  +  Sn^)  \  Q^8in^(^{QC08& 

+  SneinS)^  -\-  ^^C08^»{fi8in»'-  SnC08d'YW 

Wir  begeben  uns  nun  an  die  geometrische  Darstellung  der  resul- 
tierenden Beschleunigung  qi  einzelner  Punkte  des  Systomes  für  eine  be- 
stinmite  Phase  desselben. 

Es  sei  (Fig.  150,  S.  427)  AB  die  augenblickliche  Lage  der  System- 
geraden A  J3,  deren  Punkt  A  auf  dem  festen  Kreise  {A)  mit  dem  Mittel- 
punkte O  und  dem  Radius  OA  =  t  fortrückt,  während  der  Punkt  B 
stets  auf  der  festen  Geraden  OBX  bleibt ,  die  Strecke  ah=^vi-=^  der 
Winkelgeschwindigkeit  der  Geraden  OJ.  um  O,  die  Strecke  aib\—  der 
Masseinheit  X,  Der  hier  gegebenen  Lage  des  Systemes  entspricht  der 
Punkt  C  als  Momentancentrum,  O  C  ist  der  Fahrstrahl  q  der  Curve  (C), 
BC  der  Radiusvektor  q  der  Curve  (r). 

Zunächst  haben  wir  die  Normale  und  Tangente  der  Curve  (CO  für 
den  Punkt  C  zu  bestimmen,  wodurch  sich  die  Coordinatenaxen  CY  und 
G  X  ergeben.    Für  die  Subnormale  der  Curve  (C)  besteht  die  Gleichung 
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Sn=  -  Qtg&^  sie  folgt  daher  aus  der  Proportion  /S„ :  (^  —  2  r)  = 

Q  —  r 

^<^^:(^  — r).    Machen  wir  auf  dem  Strahle  OCdie  Strecke  0E=-2.0A 

=  2r,    wodurch   CJ5=(^  — 2r)  wird,    errichten  in    C  auf  OC  eine 

Senkrechte,  welche  die  feste  Abscissenaxe  OX  m  F  schneidet,  dann  ist 

CF=gtff&.     Ziehen  wir  jetzt  EG  ÄF,  so  giebt  die  Strecke  C(?  die 

OF 

Länge   von   S„,  denn  wir  haben  CG:CE=CF:ÄC,  ^^=-7^^^ 

= g  tg  &,    Zeichnen  wir  nun,  auf  der  Senkrechten  zum  Fahrstrahle 

OC  durch  O,  0H=^  CG,  ziehen  den  Strahl  CH  und  zu  ihm  den  Nor- 
malstrahl CJT,  so  sind  die  Normale  und  Tangente  der  Gurve  (C),  sowie 
die  mit  ihnen  zusammenfallenden  Coordinatenaxen  HCY  und  C X  ge- 
funden. 

Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der  Normalbeschleunigung  qp  n  =  0 

ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  —  >  sein  Mittelpunkt  befindet  sich  auf  der 

MW 

Ordinatenaxe  CY  und  er  geht  durch  die  Punkte  C,  B,  Der  Kreis 
(g>„  =  0)  lässt  sich   dadurch  sofort  verzeichnen,  iV  ist  sein  Mittelpunkt 

und  NC-^-^-p.'    Der  Ort  aller  Systempunkte  mit  der   Tangentialbe- 

schleunigung  gp^  =  0  ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  i2  Ui  -jr«  sein  Mit- 

telpunkt  liegt  auf  der  Abscissenaxe  CX,  er  geht  durch  die  Punkte  C,  Ä. 
Der  Kreis  (gr^  =  0)  ist  dadurch  gegeben ,   T  ist  sein  Mittelpunkt  und 

TC=  -^SIU:-::t'     Diese  beiden   Bresse' sehen   Kreise    schneiden    sich 
2  dt 

ausser  in  C  in  dem  Punkte  J,  welcher  der  Beschleunigungspol  ist.  Auf 
dem  Strahle  CJ  befinden  sich  alle  Systempunkte  mit  einer  zur  Normalen 
der  Curve  (C)  parallelen  Beschleunigung.  Auf  dem  durch  J  gehenden, 
zu  CJ  senkrechten  Strahle  iVT'  liegen  alle  Systempunkte  mit  einer  zur 
Tangente  der  Curve  (C)  parallelen  Beschleunigung.  Offenbar  lässt  sich 
auf  diesem  Wege  der  Beschleunigungspol  nur  dann  bestimmen,  wenn  das 
Momentancentrum  C,  die  Punkte  N  und  T  auf  die  Bildfiäche  fallen. 

Die  graphische  Darstellung  der  Beschleunigung  qo  eines  beliebigen 
Systempunktes  D,  welcher  den  Abstand  CJD  =  x  vom  Geschwindigkeits- 
pole, die  Entfernung  DJ  =  p  vom  Beschleunigungscentrum  besitzt,  kann 
wie  folgt  bewirkt  werden.  Für  das  geometrische  Rechnen  verwenden  wir 
wieder  ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  0^X\  O'Y'  (Fig.  150  a,  S.  427) 
mit  dem  um  (/  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Einheitskreise  vom  Badius 
O'L  =  O'Li  =  0'i>2  =^aibi  =  L     Die   Geschwindigkeit   des  Momentan- 
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Figur  160. 


Figur  150  a, 
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^  ceotnims  ist  C=:-w  ,K^^  .€ IL    Mit 

CfÄ  =  ah  =  m.  dem  Strahle  LA\ 
LB=.CH,  mrxXyjC  wird  U^BC 
der  Grösse  nach,  so  dass,  wenn  wir  auf 
der  Abscissenaie  CJT  die  Strecke  CC^ 
^=^SC  machen,  diese  Linie  die  6e- 
Figur  150  b.  schwindigkeit  XJ  Tollständig  giebt.    Die 

Winkelgeschwindigkeit    des    Systemes    am    das    Momentancentram    ist 

ü  =  ~ .  r=  i^%^.  =  ^r    Mit  ^Z>'=  CN',  der  Geraden  D'C  nnd 

L  E'  VCf  ergiebt  sich  (/£'=  i2,  so  dass  der  Strahl  LE'  derjenige  für 
^e  Multiplikation  mit  Q,  ist.  Mit  dieser  Winkelgeschwindigkeit  dreht 
sich  die  Gerade  CD  augenblicklich  im  Sinne  des  Pfeiles.  Die  auf  den 
Punkt  I)  in  paralleler  Bichtung  zur  Ordinatenaxe  G  Y  wirkende  Beschleu- 
nigungscomponente  ist  ßr.  WA^LF^BCf,  F'G'lXfX  folgt  QU=r& 
4er  Grösse  nach.    Fdr  die  beiden  anderen   Beschleunigungscomponenten 

n^  X  und  t  -^'  sind  die  Grössen  Q^  und  -^  nötig.  Machen  wir  ^Ä'xL  JE', 

dt  dt 

OfT^aW  und  ziehen  den  Strahl  LJ\  so  ist  derselbe,  weil  aj'=n\ 

der  i22.StrahL    Mit  rK'  =2.CT=C T'=  nU:^.  L^M'  ICG'  er- 

dt 

giebt  sich  C/M'^  -r-  und  in  der  Linie  L  M'  der  — —  -Strahl.     Machen 

dt  dt 

wir  nuniJV'=  C/>=t,  N':Kl.aX,  so  ist  Q^x  =  N'P,  x^=K'Q\ 

dt 

i2  r  =  F  =  N'R.  Da  nun  die  Sichtung  und  Grösse  der  die  resultierende 
Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  D  erzeugenden  Beschleunigungscom- 
ponenten bekannt  sind,  so  lässt  sich  q?  aus  ihnen  ableiten.  Mit  Bücksicht 
darauf,  dass  Si  U  negativ  ist ,  machen  wir  auf  der  zur  Ordinatenaxe  C  Y 
parallelen  Geraden  durch  2>  die  Strecke  2>  -4i  =  F'G',  sodann  auf  D  C 
die  Strecke  JDBi  =N'P'  und  auf  der  Tangente  der  Bahn  (D)  DEi=N'Q\ 

dabei  beachtend,  dass  die  letztere  Acceleration  positiv  ist,  womit  die  Com- 

j  o 
ponenten  üV^  üH^  r  -j-  für  den  Punkt  D  jetzt  vollständig  gegeben  sind. 

dt 

Aus  den  Strecken  DAi^  DBi^  D  Ei  folgt  Z>  JPi  =  g?  =  der  resultieren- 
den Beschleunigung  des  Systempunktes  D  durch  einfache  geometrische 

Addition.      Es   ist   aber  auch   qo   die  Besultante    aus   Ä*p  und  p-^» 

Machen  wir  daher  LS'=DJ=^p,  S'Tl.O'X',  auf  dem  Polstrahle 
DJ  die  Strecke  i>öi=  Ä'T'=i22p,  auf  der  zu  DeT'  durch  D  gelegten 
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j  o 

Senkrechten  D Hi=  S'U'=^p-^j  und  bilden  aus  diesen  Beschleunigung 

gen  die  Sesultante ,  so  ergiebt  sich  wieder  q^  =  DFi.  Zerlegen  wir  die- 
Acceleration  q^  =  DFi  in  den  Sichtungen  parallel  und  senkrecht  zur 
Linie  CD,  so  ergiebt  sich  <p«  =  D<7i,  <ft  =  DKi.  Zeichnen  wir  auf  der 
Tangente  der  Bahn  (D)  2)  Fi  =  iV'Ä',  dann  giebt  die  Strecke  2)  Vi  die 
Geschwindigkeit  V  des  Sjstempunktes  D.    Damit  ist  auch  gezeigt,  wie 

für  jeden  anderen  Systempunkt,  ß  CT,  Ä^^.^  t-,  .  i  g),  qp«»  <)Pii  F  zu  be- 

Cv  V 

stimmen  sind. 

Von   besonderem  Interesse    ist   die   Systemgerade   AB,     Für  den. 

Systempunkt  J?  erhalten  wir  QU=BÄ\  n^x=^  n^.BC=  BB",  r-=- 

Cv  V 

=Bc/^=B£r;  feTneTQ^p=QKBJ=BG\p^^=^BJ.^-=BH\ 

dt  ^  ^  dt  dt 

Die  Resultante  aus  den  drei  ersten  und  diejenige  aus  den  beiden  letzten. 
Accelerationen  ist  die  Beschleunigung  y^  =  -B  jP*,  welche  mit  der  Führungs- 
geraden 0  B  zusammenfällt.     Für  den  Systempunkt  A  ergiebt  sich  i2  U 

^AÄ\  n^x  =  nKAC=AB'\  x^^AC.^^AE"',  ferner  ßV 

dt  dt 

=  n^.AJ=A&\  p^=AJ.^=^AH'\     Die   Eesultante  aus   dea 

dt  dt 

drei  ersten  und  diejenige  aus  den  beiden  letzten  Accelerationen  ist  die  Be- 
schleunigung (pA  =  AF'\  welche  mit  dem  Halbmesser  OA  des  Kreises 
(A)  zusammenfällt.  Weil  yi=  —  w^r,  so  lässt  sich  die  Strecke  AF"^ 
auch  durch  Bildung  des  Produktes  (o^r  bestimmen.  In  bekannter  Weise 
finden  wir,  dass  für  den  Punkt  Q  der  Systemgeraden  AB  die  Beschleu- 
nigung (f)  =  QQi  parallel  A  B,  für  den  Punkt  P  derselben  die  Beschleu- 
nigung q)  =  PPi  senkrecht  zu  A  Bj  für  ihren  Punkt  K  die  Beschleuni- 
gung (jp  =  KKi  ein  Minimum  ist;  der  über  PQ  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis  geht  daher  durch  das  Beschleunigungscentrum  J.  Es  ist 
klar,  dass  die  Lage  des  Beschleunigungspoles  J  gegeben  ist,  wenn  die 
Beschleunigungen  der  Punkte  A  und  B  bekannt  sind.  Für  einige  Punkte 
der  Strecke  AB  der  Systemgeraden  AB  zeigt  Figur  150b  (S.  428)  die 
Beschleunigung  gp,  welche  in  bekannter  Weise  aus  den  Beschleunigungen 
ifij.  und  q)B  abgeleitet  wurden. 

Das  System  durchläuft  seine  sämtlichen  Phasen,  wenn  die  Gerade 
OA  eine  volle  Umdrehung  macht,  oder  wenn  der  Winkel  *  von  ^  =  0 
bis  ^  =  ^TT  wächst.  Hierbei  durchlaufen  das  Momentancentrum  C  und  der 
Beschleunigungspol  J  einmal  ihre  Bahnen,  die  Geschwindigkeiten  (7,  Ä,  die 
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Beschleunigung  gp  und  ihre  Componenten  ändern  sich  dabei,  weil  sie 
Funktionen  des  Winkels  &  sind,  und  durchlaufen  alle  ihre  Werte. 

Die  Gleichung  der  Bahn  des  Momentancentrums  C  ist  bekannt,  eine 
•einfache  Gleichung  der  Bahn  des  Beschleunigungspoles  J  scheint  noch  nicht 
gefunden  worden  zu  sein. 

Wählen  wir  als  Coordinatenaxen  die  festen,  senkrecht  auf  einander 
stehenden  Geraden  OBX,  OY  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Be- 
schleunigungspoles J  für  diese  Axen  mit  oc  und  y^  dann  ist 

X  =  Q  COS  ^  —  yi  €08  ^  -4-  0?!  siu  f,     y  =^  Q  sin  &  —  Xicost —  yi  9in  f, 
wenn  f  den  von  den  Coordinatenaxen   C Y  und  OBX  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet.    Durch  Substitution  der  oben  für  a?i ,  yi ,  sin  f,  cos  C 
gefundenen  Werte  ergiebt  sich  nach  einigen  Vereinfachungen 

0  —  T      i 

x  =  Q  cos^  —  ^2   L  o  2'!(c^^  "*"  Sn^)<^os&  —  (q  —  r)SttSin'd^ 


r 


S.^\ 


y  =  gsin&  —  ^/^^  Jfer  +  SJ)sin&'h  {Q—r)SnCosA  ) 

Dieses  sind  die  Gleichungen  der  Curve  (J).  Werden  q^  S»  durch  a,  r  und 
^  ausgedrückt,  so  erscheinen  ziemlich  ungefügige  Formeln  für  x  und  y. 
Die  Elimination  des  Winkels  &  aus  diesen  Gleichungen  giebt  die  Gleichung 
der  Curve  (C)  in  x  und  y. 

Der  Studierende  thut  wohl,  sämtliche  bisher  allgemein  dargestellten 
<jrössen  für  die  ausgezeichneten  Kurbelstellungen  abzuleiten  und  in  einer 
Tabelle  zusammenzustellen. 

um  ein  möglichst  klares  Bild  von  der  Änderung  der  Grössen  S„,  A', 
U^Q^QU  etc.  während  eines  Eurbelumlaufes  zu  erhalten,  wurde  zu  einer 
geometrischen  Darstellung  gegriffen  (Fig.  152,  S.  431).  Es  wurde  dabei 
in  derselben  Weise  verfahren  wie  bei  der  Herstellung  der  Geschwindigkeit^- 
curve  und  der  Beschleunigungscurve  des  Punktes  B.  Für  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  wie  dort  sind  die  Gleichungen  der  Geschwindigkeitscurve  des 
Momentancentrums 

a?  =  r  cos  d"^  acosip^    y=  Z7=  co .  iV, 

<liejenige  der  Curve  (Ä)  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum 

x  =  r  cos  ^  -*-  a  cos  \p,    yz=Si  = 


Q  —  r 

u.  s.  f.  Die  Ordinatenaxe  nehmen  wir  positiv  nach  oben.  Sämtliche  Curven 
liegen  offenbar  innerhalb  des  von  der  durch  den  Punkt  B  gehenden,  z\i  OB 
senkrechten  Geraden  während  der  Bewegung  des  Systemes  beschriebenen 
Flächenstreifens,  also  zwischen  den  durch  die  Endpunkte  Bi  und  JB2  der  Bahn 
•des  Punktes  B  in  OB  gezogenen  Normalen.    Der  Punkt  Bq  entspricht  der 
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Lage  des  Systempunktes  B,  wenn  &  = 


Werten  des  Winkels  if  wurde  die  ent- 
sprechende Subuormale  und  Normale  der 
Curve  (C)  konstroiert,  die  entsprechen- 
den Ordinaten  der  übrigen  Gurren 
wurden  arithmographisch  berechnet,  auf- 
getragen und  die  Endpunkte  der  gleich- 
namigen Ordinaten  wurden  folgerecht 
durch  stetige  LinienzDge  verbunden,  wo- 
durch die  verlangten  Curven  entstanden. 
Bewegt  sich  der  Punkt  B  von  Bi  nach 
Bs  und  wieder  zurück  nach  Bi,  wobei 
der  Funkt  A  seinen  Kreis  im  Sinne  des 
Pfeilea  beschreibt,  dann  ist  der  Lauf  der 
einzelnen  Curven  der  folgende.  Die 
Curve  der  Polarsubnonnalen  ist  die 
Linie  Bj  (Sn)  Si  ao  St  B^  Ss  x  St  Bi. 
Die  Curve  der  Polarnomialen  ist  die 
Linie  Ni  N^  00  JVg  iV,  JVs  iV««  JV7  Ns- 
Die  Geschwindigkeitscurve  {U)  ist  die 
Linie  ü^  P^  00  Pg  Ut  I/5  l\  ce  P7  Pa- 
-  Die  drei  genannten  Curven  besitzen  in 
der  durch  Ba  gehenden,  zu  O^  senk- 
rechten Geraden  eine  gemeinschaftliche 
Asj'mptote.  Die  Curve  der  Winkel- 
geschwindigkeit ß  des  Systemes  um  das 
Momentancentrum  ist  die  aus  zwei  kon- 
gruenten, zur  Abscissenaxe  symmetrisch 
gelegenen  Zweigen  bestehende  Linie 
Si  Bo  Siz  ,  iii  Bq  Sit  I  sie  besitzt  den 
Doppelpunkt  J5o.  Die  Curve  {ii)'  ist 
die  Linie  ß',  Bo  ü'i-     Die  Curve    der 


um  das  Uomeutanceutnim  ist  die  ge- 
schlossene Linie  B,  ä"i  Bi  ü"«  Bi. 
Die  Curve  der  Äcceleration  Ü  U  eines 
jeden  Systempunktes  parallel  zur  Nor- 
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malen  der  Curve  (C)  ist  die  Linie  U\  ü\  od  U\  ü\  TJ\  U\  <j^U\  U'g^ 
ihre  Äste  nähern  sich  der  durch  Bq  gehenden,  zu  O  JE*  senkrechten  Geraden 

asymptotisch.    Ebenso  können  auch  die  Curven  T-^Y  (^^''~J7^  ^^^" 

struiert  werden. 

Die  wirkliche  Beschleunigungscurve  des  Systompunktes  B  ergiebt 
sich  durch  Multiplikation  der  Ordinaten  der  Beschleunigungscurve  dieses 
Punktes  für  co  =  1  mit  o)^,  die  a)%ichen  Längen  dieser  Linien  sind  dann 
die  Ordinaten  der  verlangten  Curve  S'oS9'ä:S'2  6'o.  (Fig.  151,  S.  420.) 
Weil  nun  für  jede  Lage  der  Systemgeraden  AB  die  Beschleunigungen 
(fA  und  q>B  der  Punkte  A  und  B  bekannt  sind,  so  ist  es  leicht  auch  die 
Beschleunigung  tp  weiterer  Punkte  dieser  Geraden  für  irgend  eine  ihrer 
Lagen  graphisch  darzustellen.  Für  die  ausgezeichneten  Lagen  des  Punktes  B 
resp.  der  Linie  O  A  ist  die  Acceleration  (p  einiger  Punkte  der  Strecke  A  B 
mittelst  der  konstanten  Beschleunigung  9^  und  der  Beschleunigungscurve 
$'0  -^S'o  graphisch  dargestellt  worden.  Figur  153  (S.  438)  giebt  die  Anfangs- 
lage (^  =  0)  und  die  Endlage  (^  =  2  tt)  der  Systemgeraden  A  B.  Hier  fallen 
die  Beschleunigungen  (pB=^  BiB'  =  Bo  So'  =  —  w*  r  (1  -f-  >l),  und  y^= 
AA' =  — ö)^r  mit  OB  zusammen  und  haben  gleiche  Richtung.  Weil 
nun  aber  die  Endpunkte  von  (p  der  einzelnen  Punkte  von  A  B  auch  dann 
noch  auf  einer  Geraden  liegen^  wenn  wir  die  Beschleunigungen  in  dem- 
selben Sinne  durch  einen  gleichen  Winkel  drehen,  so  wurde  eine  Drehung^ 
durch  90^  vorgenommen,  BiB"i=Bi  B^u  AA"=AA!  und  JuAB  gemacht» 
hierauf  der  Strahl  B'iA"  gezogen,  sodann  wurden  durch  die  Punkte  1,2,3 
von  AB  die  Senkrechten  m  AB  11',  22',  33'  nach  JB"i  Ä'  gezeichnet» 
welche  Strecken  die  Grösse  der  Beschleunigung  q)  der  Punkte  1,2,3  geben. 
Der  Strahl  A1'B^\  schneidet  die  Systemgerade  ABm  dem  Punkte  Jx ,  es- 
besitzt  dieser  Punkt  demnach  offenbar  die  Beschleunigung  9  =  0,  so  dass^ 
mit  ihm  der  Beschleunigungspol  zusammenfällt,  wodurch  zugleich  der  An- 
fangspunkt der  Curve  der  Beschleunigungscentra  gefunden  ist.  Figur  153  a. 
(S.  433)  zeigt  die  Beschleunigungen  der  Punkte  1, 2, 3  für  den  Augenblick,  in 
welchem  ^b  erstmals  gleich  NuU  ist.  In  dieser  Phase  sind  die  Beschleu- 
nigungen aller  Punkte  der  Systemgeraden  AB  parallel  zu  der  Linie -4.0 
und  der  Beschleunigungspol  fallt  mit  dem  Punkte  B  zusammen.  Die 
Figur  153  b  (S.  433)  giebt  die  Acceleration  cp  der  Punkte  1, 2, 8  in  dem  Falle, 
wo B  erstmals  die  Mitte  seiner  Bahn  passiert;  hier  ist  tpB^=^BB! ^B^"^ 
positiv  und  bleibt  es  so  lange  bis  der  Punkt  B  wieder  in  die  Lage  K 

gelangt.    Für  ^  =  ^giebt  Figur  153c  9  für  dieselben  Punkte.    DieBe- 

schleimigungen  ^^  und  tpB  stehen  jetzt  senkrecht  aufeinander,  der  über 
AB  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  enthält  mithin  den  Beschleuni- 
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Figur  153. 


Figur  153». 
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Figur  153  b. 


Vb  J'  -fX 


Figur  158  c. 


Figur  153  e. 


Figur  153  f. 


Figur  153  g. 


gungspol,  derselbe  ist  der  Schnittpunkt  J2,  der  durch  A  und  B  za  OB 
und  O  Ä  gezogenen  Parallelen.  In  dem  Momente,  wo  ^  ==  tt  wird,  liegen 
(fA  und  tpB  wieder  in  einer  geraden  Linie  und  sind  von  gleicher  Rich- 
tung (Fig.  158 d).  Die  Grösse  von  y  der  Punkte  1,2,3  ergiebt  sich 
wie  in  dem  Falle  ^  =  0.  Der  Träger  Ä'  JB"  des  Endpunktes  von  y  (der 
Grösse  nach)  schneidet  die  Systemgerade  ^JB  im  Punkte  J3,  welcher 
offenbar  der  Beschleunigungspol  für  diese   Lage  des   Systemes  ist.    Die 


F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  MecbaDlk.    I. 


28 


434  ^^^  BeschleuDiguDg  im  unveränderlichen  Systeme.       III.  Th.  Kap.  II 

3 
Figur  153e  giebt  y  für  die  Punkte  1, 2, 3,  wenn  &  =  -n  ist.  Der  Durch- 
schnittspunkt J4  der  durch  Ä  und  B  gehenden  Parallelen  zu  den  festen 
Coordinatenaxeu  ist  offenbar  der  BeschleunigungspoL  Durch  Figur  153f 
(S.  433)  sind  die  Beschleunigungen  11',  22',  33'  der  Punkte  1,  2,  3  für 
den  Fall  dargestellt,  wo  der  Punkt  B  zweitmals  seine  Mittellage  passiert. 
Tritt  der  Punkt  B  zum  zweitenmale  in  diejenige  Stelle,  für  welche  y^  =  0 
ist,  dann  sind  die  Accelerationen  aller  Punkte  Yon  AB  wieder  parallel  zu 
der  Linie  ÄO  (Fig.  153g,  S.  433),  der  Beschleunigungspol  fällt  wieder 
mit  dem  Punkte  B  zusammen,  dessen  Beschleunigung  von  jetzt  ab  wieder 
negativ  wird,  wenn  das  System  seine  Bewegung  fortsetzt.  Ist  der  Winkel 
^  =  2  TT  geworden,  dann  beginnt  dasselbe  Spiel  vom  neuen. 

Aus  den  Gleichungen  für  die  Curve  der  Beschleunigungscentra  folgt  mit 

*=       0  "  ^  " 


w  = 


"2  ""  2""  ^"^ 

a^  —  r^  ^r— a^  —  r^      ^r-^       -^  a^  —  r^ 


ya"^ZZ7«      ?-^-^     Va^-r^     -^ 


r  r  r 

y=0  r  0  -r  0, 

was  zeigt,  dass  diese  Linie  mit  ^  =  0  und  ^-  =  71  gleiche,  aber  entgegen- 

TT  O 

gesetzte  Abscissenwerte,  mit  v^  =  q  ^^^  *  =  o  ^  gleiche,  aber  entgegen- 

gesetzte  Ordinatenwerte  besitzt.  Die  Konstruktion  der  Bahn  des  Beschleu- 
nigungspoles ,  deren  Coordinaten  {x.y)  nur  in  geometrischer  Beziehung  zu 
dem  Systeme  stehen,  untierliegt  keiner  Schwierigkeit,  sie  ist  nur  mit  einigem 
Zeitaufwande  verknüpft  und  verlangt  eine  geschickte  Anwendung  der  unter  I. 
für  die  Bestimmung  des  Beschleunigungspoles  gegebenen  Begeln,  da  sich 
die  Coordinaten  (a:,  3^)  des  Poles  J  für  beliebige  Werte  von  &  auch  geo- 
metrisch nicht  bequem  bestimmen  lassen.  Die  Curve  des  Beschleunigungs- 
poles veranschaulicht  die  Figur  154  (S.  435),  sie  ist  bezüglich  der  Abscissenaxe 
O  X  symmetrisch,  denn  diese  ist  för  die  Bewegung  des  Systemes  Symmetrie- 
axe,  und  wird  dieselbe  von  der  Curve  in  den  drei  Punkten  Ji ,  J^  und  ^o 

geschnitten.    Es  ist  01^=01^=  ""^ "" ^^=  (^  +  ^)(^""^),  wodurch  die 

r  r 

Punkte  Ji  und  J^  auch  durch  Konstruction  einer  vierten  Proportionallinie 

gefunden  werden  können.     Der  dritte  Punkt  Bq  ist  ein  Doppelpunkt,  er 

fällt  mit  der  Lage  des  Punktes  B  zusammen,  wenn  ^i?  =  0  ist,  er  ist  der 

Schnittpunkt  der  Curve  (y^)  und  der  Axe  OX    Mit  ^  =  ^ist— =  qc, 

A         Sc 

d  Si 
Ä  U:  —  =  Qo,  der  Ort  aller  Systempunkte  mit  ^h  =  0  die  im  Abstände 
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Figiir  164. 

OBi=  Ya^  —  r^  von  O  zur  Axe  O  Y  parallel  laufende  Gerade,  der  Ort 
aller  Systempunkte  mit  ^^=0  die  durch  den  höchsten  Punkt  Äq  des  Kreises 
{A)  parallel  zur  Axe  O  Jf  laufende  Gerade;  der  Schnittpunkt  Jg   dieser 

■Geraden  giebt  einen  weiteren  PunW;  J2  von  ( J).    Mit  ^  =  —  tt  schneidet 

der  Kadiusvektor  von  (C)  den  Kreis  {A)  im  Punkte  Au,  Legen  wir  durch 
-den  Punkt  Au  eine  Parallele  zu  O  X^  so  schneidet  diese  die  Tangente  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  Curve  (C)  im  Punkte  J^,  welcher  ein 
weiterer  Punkt  von  (J)  ist,  denn  für  diese  Phase  des  Systemes  ist  der 
Strahl  A^Jj^  der  Ort  für  y<  =  0,  der  Strahl  £1  J4  der  Ort  für  ^«==0. 
Fernere  Punkte  können  mittelst  der  Bresse'schen  Kreise  gesucht  werden, 
jedoch  nur  in  beschränkter  Zahl.  Weil  die  Beschleunigungen  ^a  und  ^^ 
für  alle  Lagen  des  Systemes  bekannt  sind,  so  ist  es  an  die  Hand  gegeben, 
mittelst  dieser  Accelerationen  Punkte  der  Curve  (J)  aufzusuchen,  was 
vermöge  <pa  =  —  «^  ^  und  der  Beschleunigungscurve  (y^)  nach  den 
unter  I.  angegebenen  Eegeln  zu  geschehen  hat.  Weil  die  Curve  (J) 
von  der  Winkelgeschwindigkeit  «o  des  Punktes  A  unabhängig  ist,  so 
^rgiebt  sich  offenbar  dasselbe  Resultat  mit  co  =  I ,  wodurch  das  ganze 
Verfahren  sich  etwas  vereinfacht.  Unsere  Curve  besitzt  drei  Doppelpunkte. 
Macht  der  Punkt  A  auf  seinem  Kreise  einen  Umlauf,  wobei  wir  annehmen 
wollen,  dass  der  Winkel  1^  von  i>  =  0  bis  &  =  2n  sich  ändert,  dann  ist 
-der  Weg  des  Beschleunigungscentrums  JiJ'iJ^BQj^JQJ^JTJABQj^J'^Jiy 
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er  durchwandert  während   eines    vollen  Umlaufes  des  Systempunktes  A 
einmal  seine  Bahn. 

Damit  ist  gezeigt,  wie  auch  in  anderen  Fällen  die  Curve  des  Be- 
schleunigungspoles  gefunden  werden  kann. 

Nur  wegen  Raumersparnis  wurde  im  ersten  Kapitel  dieses  Teile» 
die  geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  für  die  dort  behandelten 
Systeme  unterlassen,  der  Studierende  kann  jedoch  jetzt  dieselbe  ohne  weitere 
Erläuterung  durchf&hren. 


Vierter  Teil 

StatiL 


Erstes  Kapitel. 

Gleichgewicht  unveränderlicher,  materieller  Systeme. 

Das  Gebilde,  an  welchem  Kräfte  wirken,  kann  sein  ein  einzelner  materieller 
Fankt,  ein  System  materieller  Punkte,  die  entweder  in  bestimmter  endlicher  Entfer- 
nung von  einander  liegen,  oder  in  ihrer  Gesamtheit  das  ausmacheni  was  wir  einen  mate- 
Tiellen  Körper  nennen.  Ferner  können  Kräfte  an  mehreren  materiellen  Systemen  oder 
Körpern,  die  zu  einander  in  gewisser  Beziehung  stehen,  zugleich  thätig  sein.  Die 
materiellen  Punkte  und  Systeme  denken  wir  uns  an  ihrer  Oberfläche  entweder  voll- 
kommen glatt  oder  rauh.  Im  ersten  Falle  treten  durch  die  gegenseitige  Berührung 
•der  einzelnen  Systeme  keine  weiteren  Kräfte  zu  den  sogenannten  äusseren  Kräften 
hinzu,  im  zweiten  Falle  wirkt  der  gegenseitigen  Verschiebung  zweier  Systeme  auf  ein- 
ander der  sogenannte  Beibungswiderstand  entgegen,  wodurch  wir  das  Gleichgewicht 
materieller  Systeme  ohne  Bttcksicht  und  mit  Bücksicht  auf  Beibung  betrachten. 

Wirkt  aaf  einen  einzelnen  materiellen  Punkt  ein  System  von  beliebig  gerich- 
teten Kräften,  ist  P  irgend  eine  Kraft  dieses  Kräftesystemes,  sind  a,  §,  y  die  Winkel, 
welche  ihre  Bichtung  mit  drei  im  Baume  beliebig  gelegen  gewählten ,  auf  einander 
senkrechten  Coordinatenaxen  einschliesst,  dann  sind  die  ausreichenden  und  notwendigen 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  dieses  materiellen  Punktes 

S(PcoÄa)==0,  2(PC(>5|9)  =  0,  l?(PcO*y)  =  0, 

wo  21  die  Snmmation  aller  solcher  Grossen  wie  Fcosa^  Pcosß,  Fcosy  für  alle  die 
▼erschiedenen  Kräfte  des  Systemen  darstellt ,  d.  h.  die  algebraische  Summe  der  Com- 
ponenten  aller  Kräfte  des  Systemes  parallel  zu  jeder  der  Axen  muss  gleich  Null  sein. 
Wenn  sämtliche  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  dann  sind 
zwei  von  den  drei  Axen  in  dieser  Ebene  zu  nehmen,  wodurch  sich  in  diesem  Falle 
<die  drei  Gleichgewichtsbedingun^en  auf  zwei  reduzieren. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  von  beliebig  gerichteten  Kräften 
angegriffenen  materiellen  Punktes  scheinen  zuerst  richtig  von  Stevin  of  Burges  ge- 
dacht worden  zu  sein.  (Beghinselen  der  Waaghconst,  1586,  I.  Li  vre  de  la  Statique, 
prop.  19.)  Derselbe  that  durch  Gründe,  obgleich  dieselben  indirekter  Art  waren,  ge- 
nügend und  scharfsinnig  dar,  dass  das  Gewicht  eines  durch  eine  geneigte  Ebene  un- 
terstützten Körpers  zu  der  Kraft,  welche  parallel  zur  Länge  der  schiefen  Ebene  wir- 
kend den  Körper  im  Gleichgewichte  erhält,  in  demselben  Verhältnisse  steht  wie  die 
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Länge  der  schiefen  Ebene  zu  ihrer  Basis.  Später  kündigte  er  allgemein  an,  ohne  in- 
dessen einen  entsprechend  aasgedehnten  Beweis  zn  liefern,  dass  die  Gleichgewichts- 
bedingung ffir  drei  beliebige  an  einem  EOrper  (materiellen  Punkte)  angreifende  Kräfte 
in  der  Proportionalität  der  Kräfte  zu  den  Seiten  eines  Dreieckes  besteht,  zu  welchen 
sie  parallel  sind.  Der  erste  scharfsinnige  Beweis  von  der  Richtigkeit  des  SteTin'schen 
Satzes  wurde  von  Boberval  aus  der  Eigenschaft  des  Hebels  abgeleitet.  (Tratte  de 
M^canique,  gedruckt  im  Jahre  1636  in  der  Harmonie  Universelle  de  Mersenne,  und 
in  einem  Werke  von  demselben,  betitelt:  Cogitata  Phjsico-Mathematica,  TerOffentlicht 
1644).  Die  Idee  von  einem  Gleichgewichtsdreiecke  ist  jedoch  in  der  That  etwas  früher 
dem  Michael  Yarro  in  Genf  vorgekommen ,  als  er  das  Gleichgewicht  von  Kräften  zu 
bestimmen  suchte,  die  auf  die  Seiten  eines  rechtwinkeligen,  dreiseitigen  Keiles  wirkten. 
(Tractatus  de  Motu,  1584)  Es  zeigte  sich  indessen  nicht,  dass  Yarro*8  Ansicht  auf 
einer  genauen  Kenntnis  des  statischen  Druckes  beruhte.  Das  Prinzip  des  Parallelo- 
grammes  der  Kräfte,  welches  in  der  That  eine  blosse  Modifikation  von  Stevin's  Theo- 
rem ist,  wurde  beinahe  gleichzeitig  aufgestellt  von  Newton  (Principia,  lex.  i  i  i  cor.  2, 
1687)  und  Yarignon  (Project  de  la  Nouvelle  M^canique,  1587j,  welch  letzterer  es  aus 
der  Betrachtung  Aber  die  Zusammensetzung  von  Bewegungen  abgeleitet  hatte.  In 
demselben  Jahre  wurde  von  Lami  ein  Theorem  durch  eine  Schrift,  betitelt  ^Nouvelle 
maniöre  ide  d^montrer  les  principaux  Th^or^ms  des  äl^mens  des  Mdcaniques*^  veröffent- 
licht, in  welcher  behauptet  wird,  dass  —  wenn  Kräfte  P,  Q,  R  einen  materieUen 
Punkt  in  Ruhe  erhalten  — 

PiQiE^sin  (Q,  R) :  sin  (Ä,  P) :  sin  (P,  Q), 

wo  (Q,  i?),  (P,  JS),  {P,  Q)  die  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  Q  und  i?,  B  und  P». 
P  und  Q  resp.  bezeichnen.  Das  zuföUige  Zusammentreffen  dieses  Theoremes  mit  dem 
Prinzipe  des  Kräfteparallelogrammes  zog  Lami  die  Yerdächtigung  des  Gelehrtendieb* 
Stahles  zu,  eine  Yerleumdung,  die  auf  ihn  von  dem  Yerf asser  der  Histoire  des  Ouvragea 
des  Savans  (April  1688)  geworfen  wurde.  Lami  bekämpfte  diese  Anschuldigung  m 
einem  Briefe,  veröffentlicht  in  dem  Journal  des  Savans  (Sept  13,  1688),  welchen  der 
Journalist  in  dem  darauf  folgenden  Dezember  erwiderte;  von  da  an  scheint  der  Streit 
beigelegt.  Der  erste  untadelhafte  Beweis  von  der  Richtigkeit  des  Kräfteparallelo- 
grammes durch  rein  statische  Prinzipien,  ohne  Einführung  der  Idee  der  Bewegung^ 
wurde  von  Daniel  Bemoulli  gegeben  (Gomment.  Petrop.  Tom.  I,  p.  126^  1726).  Der 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  wurde  im  Laufe  der  Zeit  auf  mannigfache  Art 
bewiesen.  Achtzehn  Beweise  sammelte  und  prüfte  Jacobi  (Whewell's  Philosophy  of 
the  Inductive  Sciences,  Yol.  I,  p.  197j,  ihre  Yerfasser  waren:  Daniel  BernouUi,  1726; 
Lambert,  1771;  Scarella,  1756;  Yenini,  1764;  Araldi,  1806;  Wächter,  1815;  Köstner, 
Marini,  Eytelwein,  Salimbeni,  Duchayla  (Correspondance  sur  Tflcole  Polytecfanique^ 
Tom.  I,  p.  88,  anno  1805);  Foncenez  mit  zwei  verschiedenen  Beweisen,  1760;  D'Alem» 
bert,  mit  drei  Beweisen;  Laplace  und  Poisson. 

Auf  einen  KOrper,  bestehend  aus  einem  Systeme  fest  miteinander  verbundener 
materieller  Punkte,  wirke  ein  beliebiges  Kräftesystem.  Nehmen  wir  im  Baume  irgend 
drei  gerade  Linien  0 At  OB,  0 0  an,  von  denen  nicht  je  zwei  derselben  zu  einander 
parallel  sind,  zerlegen  die  einzelnen  Kräfte  des  Systemes  in  parallelen  Richtungen  zu 
den  angenommenen  drei  Geraden,  sind  A,  B,  C  diese  Componenten  irgend  einer  der 
Kräfte,  genommen  positiv,  wenn  sie  in  den  Richtungen  0 A,  OB,  OC  wirken,  nega- 
tiv, wenn  sie  dieses  in  entgegengesetzten  Richtungen  thun,  dann  bezeichnen  S{Ä)f 
^(B),  2(0)  die  algebraischen  Summen  der  gleichnamigen  Componenten  aller  Krfifte 
des  Systemes  und  es  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Körpers  nOtig,  dass  wir  haben 
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SM)  =  0,  S(-B)  =  0,  2;(C)  =  0.  (I) 

Ferner  seien  QfA*,  0'B\  O'ü  irgend  drei  gerade  Linien  im  Eaume,  von  denen  nicht 
je  zwei  zu  einander  parallel  sind.  Irgend  eine  Kraft  des  Systemes  werde  in  ihre 
Componenten  in  senkrechter  und  paralleler  Richtung  zu  0' A!  zerlegt.  A!  sei  die 
Grösse  der  winkelrechten  Componente,  oi  der  senkrechte  Abstand  von  0*A'  und  der 
Richtung  von  A\  dann  wird  das  Produkt  A' .  a'  das  Moment  von  A  um  (fA'  ge- 
nannt; die  Summe  aller  solcher  Momente  aller  Kr&fte  des  Systemes  wird  bezeichnet 
sein  durch  ^{A\a')\  diejenigen  Momente,  welche  den  ECrper  um  (yA'  zu  drehen 
pflegen  in  der  einen  Richtung,  werden  als  positiv ,  diejenigen,  welche  ihn  in  entgegenge- 
setzter Richtung  zu  drehen  suchen,  als  negativ  erachtet.  Gleicherweise  wird  die  alge- 
braische Summe  der  Momente  um  (yB'y  CG'  bezeichnet  sein  mit  :ai{B'.h'),  S(C'.  c') 
resp.    Für  das  Gleichgewicht  des  Ecrpers  ist  dann  noch  erforderlich,  dass 

S (A',  a' )  =  0,  Ji{B'.  b')  =  0,  5  (C.  c')  =  0.  (II) 

Die  drei  Gleichungen  (I)  zusammen  mit  den  drei  Gleichungen  (II)  sind  allgemein  aus- 
reichend und  allgemein  nötig  für  das  Gleichgewicht  irgend  eines  Körpers.  Es  ist  da- 
bei zu  bemerken,  dass  irgend  eine  der  Linien  (yA\  O'B',  O'O  mit  irgend  einer  der 
Linien  0  A,  OB,  0  0  zusammenfallen  kann,  was  die  Sache  etwas  vereinfacht. 

Wenn  die  Richtungen  aller  Eräfte  des  Systemes  in  einer  Ebene  liegen,  die  Linien 
OB,  OC,  O'B',  O'C  in  dieser  Ebene ,  die  Linien  O A ,  O'A'  senkrecht  zu  ihr  ange- 
nommen werden,  dann  reduzieren  sich  die  sechs  Gleichungen  iür  das  Gleichgewicht 
auf  die  drei  folgenden 

S(B)=:0,  S(C)  =  0,  S(A'.a')=0,  (III) 

denn  die  drei  anderen  Gleichungen  werden  damit  ebenfalls  befriedigt. 

Die  Grundlage  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  beruht  auf  der  Theorie 
der  Zusammensetzung  und  der  Zerlegung  der  Eräfte  und  der  Theorie  der  Momente. 
Die  letztere  Theorie  ist  für  den  Fall,  dass  Gewichte  rechtwinkelig  zu  den  Armen  eines 
geraden  Hebels  wirken,  schon  von  Archimedes  aufgestellt  worden  (A^ifiiiöovg 
^TtiTtiÖCDv  iaoQ^oitiimv  ij  yibvtqa  ^aqöyv  titiiti&oiv  tv  A  Upor.  ot.  Z.)  Im  Jahre  1499 
wurde  die  Gleichgewichtsbedingung  für  einen  Hebel,  an  welchem  ein  Gewicht  und  eine 
schief  gerichtete  Eraft  wirkten,  exnkt  dargethan  durch  den  berühmten  Maler  Leonardo 
da  Vinci  (Venturi;  Essai  sur  les  Ouvrages  Physico-Math^matiques  de  Leonard  da  Vinci, 
avec  des  Fragmens  tires  de  ses  Manuscrits  apport^s  dltalie,  Paris,  1797;  quoted  in 
Whewell's  History  of  the  Inductive  Sciences ,  VoL  II ,  p.  122) ,  dem  daher  die  Theorie 
der  schiefen  Wirkung  zugeschrieben  werden  muss,  welche  in  einer  späteren  Zeit  von 
Stevin  bei  Anwendung  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  Punktes  erforscht  wurde. 
Der  folgende  elegante  geometrische  Satz,  dessen  Anwendung  auf  die  allgemeine  Theorie 
der  Momente  von  dem  Prinzip  des  Eräfteparallelogrammes  abhängig  ist,  wurde  von 
Varignon  gegeben  in  seiner  Nouvelle  Mdcanique,  sect.  I,  Um,  XVI:  ,Wenn  wir  von 
irgend  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Parallelogramm  es  Perpendikel  auf  die  eine 
Diagonale  und  die  zwei  Seiten,  welche  diese  Diagonale  einschliessen,  fällen,  so  ist  das 
Produkt  aus  der  Diagonale  und  ihrem  Perpendikel  gleich  der  Summe  der  Produkte 
der  zwei  Seiten  und  ihrer  entsprechenden  Perpendikel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb, 
gleich  dem  unterschiede,  wenn  der  Punkt  innerhalb  des  Parallelogramm  es  liegt".  Die 
sechs  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  unveränderlichen  materiellen  Systemes, 
welches  von  einem  beliebigen  Eräftesysteme  angegriifen  wird,  stellte  d'Alembert  zuerst 
auf  in  dem  zweiten  Eapitel  seiner  Recherches  sur  la  Prdcession  des  Equinoxes,  ver- 
öffentlicht im  Jahre  1749. 

Wenn  ein  System  von  materiellen  Eörpem  gegeben  ist,  verbunden  durch  Stäbe, 
oder  in  irgend  einer  anderen  denkbaren  Weise,   so  wird  es  zur  Bestimmung  der  Um- 
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stände  des  Gleichgewichtes  nCtig  sein,  die  nnbeJurnnten  Wirkiugen  und  Gegenwirkungen 
durch  passende  Symbole  darzustellen.  Wir  werden  dann  die  Gleichgewichtsbedingungen 
fflr  jeden  EOrper  besonders  anzuschreiben  haben,  aufgestellt  zwischen  den  bekannten 
Er&ften,  welchen  er  unterworfen  ist,  und  den  unbekannten  Wirkungen,  welche  er  durch 
srine  Verbindung  mit  den  anderen  EOrpem  des  Systemes  ertährt.  Durch  diese  ver- 
schiedenen Keihen  von  Gleichungen  werden  wir,  indem  wir  dieselben  mit  einander  ver- 
knflpfen,  die  Umstände  des  Gleichgewichtes  zu  ermitteln  haben 


Erste    Abteilung. 

Gleichgewicht  Tollkommen  oberflächenglatter ^  unveränderlicher, 

materieller  Systeme, 


Erster  Abschnitt. 

(rleiohgewioht  materieller  Punkte. 

1.  Zwei  materielle  Punkte  von  den  Gewichten  P  und  Q  (Fig.  155) 

sind  an  einem  gewichtslosen,  vollkommen  biegsamen, 
unausdehnbaren  Faden  befestigt.  P  ist  in  einem 
festen  Punkte  C  des  Fadens  AB  aufgehangen,  das 
eine  Fadenende  trägt  das  Gewicht  Q.  Das  andere 
Ende  des  Fadens  ist  in  dem  Punkte  A  befestigt  und 
*^  ^  es  läuft  der  Faden  in  der  horizontalen  Geraden  durch 
Figur  165.  ^  durch  einen  kleinen ,  glatten  Ring  B,    Das  Ver- 

hältnis zwischen  P  und  Q  soll  so  bestimmt  werden,  dass  in  der  Gleich- 
gewichtslage die  Vertikale  durch  C  die  Strecke  AB  halbiert. 

Es  sei  2i.ACD  =  2iBCD=.&,  T=  der  Spannung  des  Fadens 
in  CA,  CA  =  b,  AB  =  a.  Weil  der  Ring  JB  vollkommen  glatt,  so  ist 
die  Spannung  in  B  C  =  Q,  welche  an  die  Stelle  des  Gewichtes  Q  gesetzt 
werden  kann.  Nun  sind  die  Componenten  der  Kräfte  T,  Q,  P  in  i\xAB 
senkrechter  Bichtmg  T cos d-,  Qcosd-,  P,  in  zu  AB  paralleler  Richtung 
Tsin^,  Qsind^,  0,  folglich  haben  wir  die  Gleicbgewichtsbedingungen 

womit  sich  ergiebt 

p 
2Qco8&=  P,     oder     cos  &  =  ^^'  (1) 


2Q 


1 


Aber  es  besteht  auch  die  geometrische  Beziehung  b  sin  ^  =  -  a,  so  dass 

cos  &  =  }:  YAb^  —  a\ 
Ab 


Walton,  p.  48. 


dadurch  wird 
Q"  b 
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2.     Zwei  Gewichte  mi  und  mz  sind  in  den  Punkten  Ox  und  O2 

(Fig.  156)  eines  gewichtslosen  Fadens  AiOiO^A^  be- 
A     r,         s^  A,  festigt,  welcher  an  zwei  Stifte  Ai,  A^in  derselben  hori- 

1/      zontalen  Linie  geknüpft  ist.    Die  Lage  der  Punkte  Oi 

^1  0:^        und  O2  soll  so  bestimmt  werden,  dass  im  Gleichgewich ts- 

Fignr  156.  zustaudc  ihre  Abstände  von  der  Geraden  Ax  A^  gleich 

gross  sind. 
Ziehe  Oi  -Ei ,  O2  E^  vertikal,  nimm  OxEx  =  O^E%  =  a,  A^  A2  =  6, 
c  =  der  Länge  des  Fadens,  2^AiOiEi=^&i,  2i.A^02lk=^^2'>  T  =  der 
Spannung  des  Fadenstückes  O1O2.    Damit  ist  nach  Lami's  Prinzip  für  das 
Gleichgewicht  in  Oi  und  dasjenige  in  O2 

Diese  zwei  Gleichungen  geben 

mi  tg &i  =  ^»2  ^^ ^2-  (1) 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie 

E1E2  =^AiA2—AiEi'-A2E2  =b  —  a{tg&i  -t-  ^^^2)1 

E1E2  =  Ol  O2  =  c  —  Ai  Ol  —  -^2  O2  =  C  —  a{8€Cd^i  -f-  «^C^2)* 

folglich  ergiebt  sich 

a(«€c^i — tg^i-^  8ecd-2  — ^^^2)  =  c — ö.  (2) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  müssen  nun  die  Werte  von  ^1  und  ^2 
bestimmt  werden ,  sodann  werden ,  weil  Oi  Ei  und  O2  E2  gegeben  sind, 
.^liOi  und  ^2^2  bekannt  sein. 

Diarian  Repositoiy,  p.  267.    Walton,  p.  49. 

3.     Ein  gewichtsloser  Faden  fahrt  über  zwei  glatte 

EoUen  AB,  welche  in  derselben  Horizontalen  liegen  (Fig.  157). 

An  den  Fadenenden  sind  die  Gewichte  P  und  Q  befestigt, 

^  und  zwischen  AB  trägt  der  Faden  ein  Gewicht  O  bei  C. 

Figur  157.      Welches  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  ? 

Es  sei  T  die  Spannung  des  Fadens,   2(,A0B  =^&,   CD1.AB. 

Weil  keine  Neben  widerstände  vorhanden  sind,  muss  offenbar  sein  !r=  P=Q, 

denn  wenn  a  der  Radius  einer  der  Bollen  ist,  so  haben  wir  Ta=Pa=Qa. 

Ferner  ist  die  Bedingung 

PPG 
»in2i.BCG      sin  2^  A  CG      8in2).ACB 

°''*^'''  G  _sin2iACB_sin^  _  & 

P'^  8m2S.ACG^    .  ^^^^^^2 

stn-^ 
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4.     Ein  gewichtsloser  Faden  ist  in  zwei  Punkten  A^B  einer  hori- 
zontalen Linie  befestigt  und  läuft  über  eine  Reihe  von  Stiften  in  der  Linie 

AB  (Fig.  158).    Gleiche,  g^ebene  Gewichte  sind 
zwischen  jeden  zwei  aufeinander  folgenden  Stiften  an- 
gehangen, ebenso  zwischen  Ä,B  und  den  Stiften 
nächst  ihnen.    Zu  finden  die  Gleichgewichtslage  und 
die  Spannung  des  Fadens. 
Es  seien  p,r  irgend  zwei  aufeinander  folgende  Stifte,  p^r  sei  aer 
entsprechende  Fadenteil,  P  die  Grösse  eines  jeden  der  Gewichte,  ^^p^r  =  a, 
T  =  der  Spannung  des  Fadens ,  c=  der  Länge   des  Fadenstückes  pgr^ 
l  =  der  Länge  des  ganzen  Fadens,  Ä  B  --  a. 
Damit  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 

2Tsina—P=0,     (1)         pr=cco8a,  (2) 

Hiernach  ist  die  Spannung  T  an  jeder  Stelle  des  Fadens  dieselbe,  mithin 
der  Winkel  a  für  jedes  Dreieck  wie  pqr  derselbe,  folglich  muss  sein 

2{pr)  =  2  (c)  cos  a,     oder     a  =  l  cos  a.  (3) 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2),  (3) 

PI  l 


2VZ2_^2'  a^ 

Walton,  p.  50, 

5.     Ein  Gewicht  G  wird  auf  einer  glatt«n  geneigten  Ebene  AB 

^  ^x---"^    (Fig.  159)  von  drei  Kräften,  jede  gleich  ^ö^  gehalten; 

p 

eine  Kraft  wirkt  vertikal  aufwärts,  die  andere  entlang 

^       AB^  die  dritte  parallel  zur  Basis  AC.    Welches  ist 

Figur  159.  ^jg  Horizontalneigung  «  von  AB? 

Sind  Pi,  PzyPs  die  in  vertikaler,  paralleler  und  horizontaler  Richtung 

wirkenden  Kräfte,  ist  B  die  Reaktion  der  geneigten  Ebene,  so  ergeben  sich 

durch  Kräftezerlegung  in  paralleler  und  normaler  Richtung  zur  Ebene  die 

Gleichgewichtsbedingungen 

Pi  sina  -h  P2  -\-  Ps  cosa —  G8ina  =  0,  (1) 

R-hPiCOSa  —  P^sina  —  Gcosce  =  0^  (2) 

ferner  ist  p^=p^  =  p^=^G.  (3) 

Aus  (2)  und  (3)  folgt 

22  =  --  ö  (4  cos  a  —  sin  a),  (4) 

ö 

Mit  (1)  und  (3)  erhalten  wir 

1  -f-  cos  a  =  2  s?na^     oder     2  cos^  9  "=  4  sin  -^  cos  -^ 
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a 


folglich         /^  I  =  ■^,  d.  i.  a  =  2  arc  (tg  =  0-5)  =  530  T  48".  {5> 

Weil  jetzt  a  bekannt  ist,  so  lässt  sich  leicht  mit  (4)  die  Reaktion  R  be- 
stimmen. 


Figur  160. 


6.    Ein  materieller  Punkt  P  liegt  auf  der 

Oberfläche  eines  glatten,  flachen  Sphäroides   und 

K    wird  gegen  die  Brennpunkte  S,  H  (Kg.  160)  mit 

Kräften  angezogen,  die  proportional  sind  Ä  P"  und 
jElpnt  Welches  ist  die  Ruhelage  des  Punktes? 
Ziehe  an  das  Sphäroid  die  Tangente  LK  zm  dem  Punkte  P  in  der 
Ebene  SHP;  lasse  sein  ]u,  fi  die  anziehenden  Kräfte  in  der  Einheit  der 
Entfernung,  SP=r^  HP=zr,  dann  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  des 
Punktes  P,  indem  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung 
zu  der  Linie  KPL  zerlegen ,  fir*^ cos  2^.  S  P K  =  fi  r"' cos  2^  HP L. 
Weil  aber  hier  ijl  SPK=2i  HFL,  so  folgt  fir^  =  fi  r*^.  Bezeichnet  2a 
die  grosse  Axe  des  Sphäroides,  dann  ist  2  a  =  r  +  r ,  so  dass  für  r  und  / 
die  zwei  Gleichungen  bestehen 

fjtr'^^fi  (2  a— r)"»',     u  (2 a  —  r')*"  =  fi  r"". 
Walton,  p.  49. 

7.  Auf  einer  geneigten  Ebene  befindet  sich  ein  materieller  Punkt  von  dem  an* 
bekannten  Gewichte  W,  Zwei  Kräfte  P  und  Q,  die  erstere  parallel  zur  Basis,  die 
andere  parallel  zur  Länge  der  geneigten  Ebene  gerichtet,  sind  n)it  W  im  Gleichge» 
Wichte.    Welches  ist  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes? 

8.  Ein  Gewicht  W  ist  durch  eine  geneigte  Ebene  unterstützt;  an  demselben- 
wirken  drei  Kräfte,  jede  gleich  P,  eine  vertikal  aufwärts,  die  andere  parallel  zur  Länge- 
der  geneigten  Ebene  und  dieselbe  hinauf,  die  dritte  parallel  zu  ihrer  Basis  und  in 
demselben  Sinne  wie  die  zweite.  Welches  ist  die  Horizontalneiguug  a  der  Ebene  ftlr 
den  Gleichgewichtszustand? 


Figur  161. 


9.  Zwei  materielle  Punkte  von  den  Gewichten  P  und  Q 
sind  nacheinander  durch  einen  feinen  Faden  verbunden,  welcher 
über  eine  glatte  EoDe  C  (Fig.  161)  läuft.  P  ruht  auf  einer 
glatten  geneigten  Ebene  A  B  und  Q  hängt  frei  Die  Gleich- 
gewichtslage und  den  Druck  auf  die  Ebene  zu  finden. 

Es  sei  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  R  ihre 
Reaktion,  2tCPB  =  &j  dann  ist 

Psina 


cosd-  — 


Q 


R  =  PCO»  a  —  ^Q^  —  P^  ««2  a. 
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10.  Ein  materieller  Pankt  hefindet  sich  in  einer  paraholiscben  Bohre  mit  rer- 
tikaler  Aze.  Der  Pankt  werde  angegriffen  von  der  Schwerkraft  und  einer  Horizontal- 
kraft,  welch*  letztere  nach  der  Axe  gerichtet  nnd  gleich  |i  mal  dem  Abstände  des  Pnnktes 
Ton  der  Aze  ist    Die  Bohelage  zn  finden. 

Hier  wird  nnr  dann  Gleichgewicht  sein,  wenn  der  Parameter  der  Parabel  gleich 

2g 

—  '  ist,  unter  welcher  Bedingung  an  jeder  Stelle  der  Bohre  eine  Bnbelage  sein  wird. 

7—10-    Walton,  p.  51. 

11.  Zwei  Kr&fte,  welche  sich  verhalten  wie  (l+n):l,  wobei  n  eine  kleine 
Grosse  ist»  wirken  auf  einen  materiellen  Pankt  ohne  Gewicht  and  schneiden  sich  ihre 
Bichtnngen  anter  einem  Winkel  a.  Zeige,  dass  der  Sinns  des  Winkels,  welchen  die  Bich- 
tong  der  Besaltanten  mit  deijenigen  der  grosseren  Kraft  macht,  nahezu  gleich 


0~D**''ü"'- 


12.  Auf  einer  Parabel,  in  vertikaler  Ebene,  mit  horizontaler  Axe  befinden  sich 
zwei  Gewichte,  welche  durch  einen  gewichtslosen  Faden  verbanden  sind,  der  Über  eine 
glatte  Bolle  in  dem  Brennpunkte  läuft     Welches  ist  die  Bubclage  der  Gewichte? 

Die  Gewichte  mtkssen  sich  wie  ihre  Tiefen  unter  der  Parabelaxe  verhalten. 

13.  Zwei  Gewichte  P  und  Q  hängen  an  den  Enden  eines  Fadens  über  einer 
Parabel  mit  vertikaler  Aze.    In  welcher  Lage  ist  Gleichgewicht? 

Bezeichnet  4p  den  Parameter,  sind  Xj,  x^  die  Tiefen  der  Gewichte  unter  dem 

Scheitel,  so  ist 

P«  _  52  ^  g2_P2 

Xo  X\  p 

14.  Zwei  Gewichte  P  und  Q  hängen  an  den  Enden  eines  Fadens  Über  einen 
Kreis  in  einer  vertikalen  Ebene     Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Ist  a  der  von  dem  Faden  umspannte  Oentriwinkel ,  sind  q>,  v^  die  Vertikalnei- 
gungen der  Halbmesser  nach  den  Gewichten  P  und  Q ,  so  ist 


Zweiter  Abschnitt. 

Grleiobgewioht  eines  einzelnen  Körpers. 

1.     Ein  gerader  stabförmiger  Körper  J.  JB  (Fig.  162)  stützt  sich  mit 
dem  einen  Ende  gegen  eine  feste  horizontale  Ebene  im  Punkte  Ä  und  dem 

anderen  gegen  eine  feste  vertikale  Ebene  im  Punkte  B. 
Die  Vertikalebene  durch  die  Stabaxe  steht  senkrecht  auf 
beiden  Stützebenen,  sie  schneidet  die  erstere  in  der  Linie 
Ä  C,  die  letztere  in  der  Linie  B  C.  Vom  Punkte  C  führt 
eine  gewichtslose  Schnur  nach  dem  Stabpunkte  E.  Zu 
finden  die  Spannung  der  Schnur,  wenn  E  ein  beliebiger 
Figur  laa.         Punkt  des  Stabes  ist,  die  Reaktionen  der  Stützebenen, 
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wenn  das  Gewicht  O  des  Stabes  in  dessen  Mittelpunkt  angreifend  ge- 
dacht wird. 

Erste  Losung.  Die  Reaktionen  der  horizontalen  und  vertikalen 
Ebene  auf  den  Stab  in  den  Punkten  A  und  B  werden  in  den  Bichtungen 
Ali  und  BR  wirken,  welche  bezw.  parallel  zm  CB  und  CA^  sie  seien 
Ä'  und  R.  Es  sei  T  die  Spannung  der  Schnur  CE,  S  der  Schwerpunkt 
des  Stabes,  in  welchem  sein  Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkt.  Wir  haben 
mithin  hier  vier  Kräfte,  jB,  Ä',  T,  G,  welche  in  den  vier  fest  mit  einander 
verbundenen  Punkten  B,  A^  E^  S  angreifen.  Nun  sei  2i,ECA=ey. 
2i.BAC=^a^  AS  =  B S  =^  a.  Indem  wir  die  Kräfte  in  parallelen  Rich- 
tungen zu  den  Linien  CA  und  CB  zerlegen  und  Momente  um  den 
Punkt  C  nehmen,  erhalten  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen 

R^Tco8€  =  0,     (1)  R'—G  —  Tsm€  =  0,     (2) 

2R8ina  +  Gco8a  —  2R:  co8a  =  0.     (3) 
Aus  diesen  Bedingungen  folgt 


r= 


Gco8a  -,      Gco8€C08a      -^      >-r/^i    i      ^f'necosa  x 

7i — : — : Z*       XV  =  -p: — ; — ; >       2v  =  Cr  i    1  -t-  -p: — ; — 7 r  1^ 

2  8tn(a — e)  2  8in(a — e)  V  2  8in(a  —  €)J 


Wenn  e  =  a,  dann  ist  T=<x),  was  zeigt,  dass  dann  keine  Spannung 
irgend  welcher  Grösse  den  Stab  im  Gleichgewichte  erhalten  kann.  Es  ist- 
leicht zu  sehen,  dass  in  diesem  Falle  E  mit  S  zusammenfällt,  dass  die 
Länge  von  CE  hinreichend  ist,  ein  kontinuierliches  Sinken  des  Stabes  zu 
gestatten.  Wenn  e>a,  so  wird  T  offenbar  negativ  sein,  und  weil  die 
Schnur  nur  auf  Zug  beansprucht  werden  kann,  so  ist  in  diesem  Falle 
Gleichgewicht  unmöglich.  Damit  also  Gleichgewicht  vorhanden  sein  kann^ 
muss  a  stets  grösser  als  e  sein. 

Zweite  Lösung.  (Fig.  162a.)  Verlegen  wir  die  Kräfte  G,  T  parallel 
zu  ihrer  Richtung  nach  A^  so  entstehen  zwei  Kräftepaare.  Diese  Paare 
bringen  wir  auf  die  Breite  BC=^2a8ina^  verschieben  dieselben  so,  das* 

die  einen  Kräfte  der  Paare  in  der  horizontalen  Ebene,, 
die  anderen  in  B  senkrecht,  zur  vertikalen  Ebene 
wirken,  dann  ist  der  Schub  in  A  in  der  Richtung  CA 

G 

gleich  -5  cotg  a  -^  T  sin  e  cotg  a.   Die  Horizontalcompo- 

> 

nente  der  in  A  parallel  zu  CE  wirkenden  Kraft  ist 

Fignp  ie2».  Tco8€,  entgegengesetzt  der  Schubkraft  daselbst  thätig» 

Für  den  Gleichgewichtszustand  haben  wir  daher 

^  G  rr,     »  ,  :x       '  rw^  G  C08  U 

Tco8  8=  -^  cotg  a  H-  T8in  e  cotg  a,     d.  1.     T  =  ^    .    , r- 

^  a  sin  yct  —  6) 

Die  Reaktionen  in  den  Punkten  B  und  A  ergeben  sich  nun  mittelst  der 
Bedingungen  R  —  Tco8e  =  ()  und  R — ö  — T«nß  =  0. 
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Dritte  Lösung.     (Pig,  162b.)    Wir  zerlegen  die  Kräfte  G  und  T 
in  je  zwei  parallele  Kräfte  Gi.G^.Ti.Tz,  welche  wir  uns  in  Ä  und  B 

wirksam  denken.  Nun  zerlegen  wir  die  Componen- 
ten  in  B  nach  der  Richtung  des  Stabes  und  der 
Normalen  zur  vertikalen  Ebene,  Fi,  V2  seien  die 
in  der  Richtung  B  Ä  wirkenden  Componenten,  ihren 
Angriffspunkt  verlegen  wir  nach  A,  Hierauf  zer- 
legen wir  diese  Componenten  und  die  Componmte 
Ti  von  Tin  A  in  horizontaler  und  vertikaler  Rich- 
tung. Nun  ist  mit  AE=  c  für  das  Gleichgewicht 
■0^1  +  02—0=0,  Ti+Ta— T=0,  6?ia~G2a  =  0,  TjC— ^2(20  — c)  =  0. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

c 


Figur  162  b. 


G,  =  öj=2,     Ti-T    ^^~, 


T,=  T 


2ä 


Ferner  ist 


Fi=-^  = 


G 


V  =:T  ?^  =  T  ^-^^^^ 


8ina       28ina         ~  ~  sina 

(Fl  -I-  Vz)  cos  a  =  Ti  cos €. 
Mit  diesen  Werten  erhalten  wir 


2  a  sin  a 


G  rn^    .  r»i2a — c  .  ^ 

—  cos  a  -^  I  —  sm  €  cos  a  —  T  — ^ cos  e  sin  a  =  ü , 

2  a  2a 


«md  weil 


sin  €  cos  a 


2a  — c 


cos  e  sin  a 


-  cosa  =  T 


2a      sin  («-+-€)  2  a 

{sin  a  cos  s) ^ —  {cos  a  sin  s)^ 


sin  {a 
.'.T  = 


«) 


G  cosa 


2«m(a  —  s) 


sin  {a  +  €) 
Die  Reaktionen  ergeben  sich  wieder  wie  vorhin. 

Befindet  sich  der  Schwerpunkt  S  des  Stabes  nicht  in  seiner  Mitte, 
ist  AB=^l^  AS  =  a^  dann  gestaltet  sich  die  Lösung  nach  der  Methode 
von  Schell  wie  folgt. 

Mit  der  Ebene  ACB  als  Coordinatenebene,  C als  Ursprung,  CA  als 
Abscissen-,  GB  als  Ordinatenaxe  konstruieren  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
6r,  T,  R,  H  in  parallelen  Richtungen  zu  den  Coordinatenaxen  zerlegen  und 
4en  Ursprung  als  Momentanpunkt  wählen ,  die  Componenten  mit  A",  F, 
die  Goordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  mit  x^y  bezeichnend,  das 
Tableau 

X                    y  xY — yX 

{l^a)co3a  (l  —  a)sina  —G{l  —  ä)cosa 

0                     0  0 

0                  Isina  —  Rl  sin  a 

IcoSa  0  R  IcoSa 


Kräfte 

X 

r 

G 

0 

-G 

T 

—  Tcose 

—  Tsin  6 

R 

R 

0 

R 

0 

R 
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Hieraus  folgen  die  Gleichgewichtsbedingungen 

R  -  Tco8e  =  0,  n;  —  G-  Tsin e  =  0, 

B!  Icosa  —  Rlsina  —  G{1  —  c^eo9a  =  0, 
mit  welchen  sich  ergiebt 
^       ^a       €08  a         Ti       y^  öt  C08  e  €08  a    T^      ^  /i       «  sin  e  €08  a  \ 

J  =(T-r  -— r»    K=^Gy    .     .-      — »   /r=  Cr  1  1  4"  "T  -r-, ^  )• 

6  «n  \a  —  8)  l  8tn  (a  — €)  \         l  8in  (a  —  €)y 

2.  Ein  gerader  stabförmiger  Körper 
ohne  Gewicht  ruht  mit  seinen  Enden  auf  zwei 
vollkommen  glatten  geneigten  Ebenen.  Eine 
durch  den  Stab  AB  (Fig.  163)  gelegte  ver- 
tikale Ebene  schneidet  die  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  rechtwinkelig.  Die  Horizontal- 
neigungen der  Ebenen  sind  a^ß.  In  einem 
beliebigen  Punkte  C  des  Stabes  wirkt  eine 
Kraft  P  vertikal  abwärts,  seine  Horizontal- 
neigung sei  y.  Welches  sind  die  Gleichgewichts- 
lage, die  Beaktionen  Bi  und  Rz  in  den  Stütz- 
punkten? 
Es  seien  a  und  b  die  Entfernungen  des  Angriffspunktes  C  der  Kraft  P 
von  den  Endpunkten  Ä  und  B  des  Stabes.  Die  Reaktionen  Ri  und  R^ 
der  Ebenen  in  den  Punkten  Ä  und  B  wirken  in  senkrechter  Richtung  zu 
den  Ebenen  OA  und  OJB  in  der  vertikalen  Ebene  durch  den  Stab,  ihre 
Richtungen  schneiden  sich  in  einem  gewissen  Punkte  F.  Wir  wählen  die 
Ebene  der  Kräfte  P.Ri^R^  als  Coordinatenebene,  C  als  Ursprung,  die 
Abscissenaxe  horizontal,  positiv  nach  rechts,  die  Ordinatenaxe  positiv  vertikal 
abwärts.     Damit  ergiebt  sich 

y  xY—yX 

0  0 

—  asiny  El  a  cos  li  cos  y-^- Ritt  sin  ß  sin  y 

h  8in  y  — R.^  b  cos  a  cos  ) H-  -Rg  6  sin  a  sin  y, 

SO  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen 
Ri  sin  ß  —  Rz  sin  a  =  0,     (1)  P —  2?i  €08  ß  —  R^cosa^^  0,        (2) 

Ri  a  cos  (ß  —  y)  —  Ä2  ^  cos  («-+-/)  =  0,     (3) 
Aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

R,=P^^!^,    (4)  Ä,  =  p--4"1^^.  (5) 


Kräfte        X  Y  x 

PO  PO 

Ri        Ri  sinß  —  -ßi  cos  (i    —  acosy 

R2     —EzSina  — R^COSa        bcosy 


8in  (a-h  ß)  8in  (a  +  ß) 

Einen  Ausdruck  für  die  Horizontalneigung  des  Stabes  können  wir  entweder 
durch  Verknüpfung  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  oder  mit  (3),  (4),  (5) 
erhalten,  es  ergiebt  sich  dadurch 

a  €otg  ß  —  b  cotg  a 


^97 


a-hb 


(6) 
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Handelt  es  sich  nur  um  die  Gleichgewichtslage,  dann  kann  auch  in  folgender 
Weise  zu  Werke  gegangen  werden.  Für  das  Gleichgewicht  der  drei  Kräfte 
P,  jßi ,  122  ist  es  nötig,  dass  sich  ihre  Richtungen  in  einem  Punkte  jp"  schneiden. 
Der  Abstand  des  Punktes  B  von  CF  ist  =bco8y  —  BF.^na^  wodurch 

BF=  b-T-^^  Ferner  geht  aus  dem  Dreiecke  AFB  hervor,  dass  BF: AB 

S7na 


=  8in(-^  —  ß  '-•/\i8in{n  —  a  —  ß),  wodurch  BF={a+b)  —-r- 
Vä  y  8in\a 

Mit  diesen  zwei  Werten  von  BF  finden  wir 


ß) 


a  cotg  ß  —  b  eotq  a 
a  -i-  0 


3.  Ein  gewichtsloser  Stab  von  der  Länge  l  ist  auf  einer  horizontalen  Ebene  Ä  C 

mit  dem  einen  Ende  A  (Fig.  164)  durch  ein  Chamier  befestigt 
und  stutzt  sich  mit  dem  Ende  B  gegen  eine  vertikale  Ebene 
B  C  so,  dass  die  Yertikalebene  durch  ihn  zu  beiden  StOtzebenen 
normal  ist.  Im  Schwerpunkte  S  des  Stabes  wirke  dessen  Ge- 
wicht G vertikal abwftrts ;  es  sei ^ ^  =  Z,  X 5  =  a,  2i.B AC  =  cu 
Welches  sind  die  Reaktionen  i^,  jßg  in  ^,  JB?  Welches  ist  der 
Horizontalschub  H  in  A*^ 

Dieses  Problem  wurde  zuerst  und  zwar  in  mangelhafter  Gestalt  in  einem  Werke 
von  Stone  vorgeschlagen.  Der  Verfasser  verlangt  die  Lage  des  Stabes  einem  Maximal» 
werte  von  R  entsprechend  zu  bestimmen.  Bei  einer  Durchsicht  von  Stones  Werk  durch 
Johann  Bemoulli  (Opera,  Tom.  IV,  p.  189)  wurde  erkl&rt,  dass  die  von  Stone  gegebene 
Lesung  fehlerhaft  sei  und  es  wurde  von  dem  Rezensenten  eine  andere  Losung  dax- 
geboten. Bemoullis  Losung  ist  jedoch  ebenfalls  fehlerhaft.  Couplet  lOste  das  Problem 
zuerst  richtig.  (M^moires  de  TAcad.  de  Paris,  1731,  p.  69).  Die  Meinungen  der 
Mathematiker  und  Architekten  waren  indessen  viele  Jahre  hindurch  geteilt  wegen  der 
Verdienste  von  Bemoulli  und  Couplet  um  dieses  Problem.  Bis  herunter  auf  die  letzten 
Jahre  unserer  Zeit  sind  über  diesen  Gegenstand  zahlreiche  Brochuren  von  verschiedenen 
Mathematikern  mit  vielfachen  Schlussfolgerungen  erschienen,  mehrere  von  ihnen  sind 
durch  ihre  Resultate  in  Widerspruch  mit  den  L()sungen  von  Bemoulli  und  0)uplet  ge- 
raten. Der  Leser,  welcher  sich  angeregt  fOhlt,  die  verschiedenen  Losungen  des  Pro- 
blemes  zu  prüfen,  welches  mehr  durch  die  Irmngen  der  Gelehrten,  als  durch  innere 
Schwierigkeit  eine  betrlUshtliche  Berühmtheit  erlangt  hat,  wird  auf  eine  Schrift  von 
Franchini  in  dem  Memorie  della  Societa  Italiana,  Tom.  XVI,  parte  I,  p.  228,  181:^ 
verwiesen. 

Walton,  p.  66. 

4.  Welches  ist  der  Vertikaldruck  und  der  Horizontalschub  in  A,  wenn  der  Stab 
unter  den  vorigen  Voraussetzungen  sich  in  B  gegen  eine  horizontale  Linie  lehnt,  die 
senkrecht  auf  der  Vertikalebene  durch  ihn  steht? 

Äi  =  (? »     ir=  2^6?  jsm2a. 
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Ffgnr  165. 


5.  Ein  vollkommen  glatter  Stab  A  B  stützt 
sich  gegen  zwei  ganz  glatte  Stangen,  welche  die 
vertikale  Ebene  durch  den  Stab  rechtwinkelig  an 
den  Stellen  Ä,  Ä'  schneiden  (Fig.  166).  Der  Stab 
geht  unter  der  tieferen  und  über  der  höheren  Stange 
hinweg,  sein  tieferer  Endpunkt  Ä  berührt  eine  glatte 
horizontale  Ebene.  Zu  bestimmen  die  Pressungen 
auf  die  Stangen  und  die  Stützebene. 
Die  Pressungen  auf  die  Stangen  und  die  horizontale  Ebene  sind 
ihren  Reaktionen  auf  den  Stab  gleich,  aber  von  entgegengesetzten  Eich- 
tungen.  Die  Reaktionen  der  Stangen  auf  den  Stab  sind  zwei  zu  dem 
Stabe  rechtwinkelige  Kräfte  R\B'\  die  Reaktion  der  Stützebene  ist  eine 
vertikale  Kraft  B.  S  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  welchem  sein 
Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirken  möge.  Wir  haben  demnach  hier  vier 
in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene  Kräfte  Ä,  Ä',  Ä",  G^  welche  an  den  fest 
mit  einander  verbundenen  Punkten  A,  A\  Ä\  S  angreifen  und  im  Gleich- 
gewichte sein  sollen.  Es  sei  AS  =  a,  A' Ä'=  b,  a  die  Horizontabeigung 
des  Stabes. 

Indem  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur 
Stabaxe  zerlegen  und  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,  erhalten  wir 
die  Gleichgewichtsbedingungen 


O  sin  a-^Rsina  —  0,      (1)  R'-^Gcoea—  Ä"—  R  cos  a 

H'.  AÄ'-B:.AÄ'-Gacosa  =  0.     (3). 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

Ä  =  ö,  Ä'=  Ä", 

so  dass  mit  (3) 

R!  {A  Ä' — A  Ä)  —  Ga  cos  a,        Rb=^  Ga  cos  «, 


=  0,     (2) 


a 


R^=  ä"=  G  —  cosa. 

0 


Walton,  p.  59. 


6.    Ein  starrer  Stab  stützt  sich  auf  einen  festen 
^  Punkt  E,  sein  tieferes  Ende  A  drückt  gegen  eine  verti- 
kale feste  Linie  FF'  (Fig.  166).    Die  Gleichgewichts- 
lage, die  Pressungen  in  A  und  E  zu  finden. 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  ^JB,  in  ihm 
wird  sein  Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht, 
R  die  Reaktion  der  Vertikalen  FF'  auf  den  Stab,  welche 
rechtwinkelig  zu  FF'  sein  wird,  Rf  die  Reaktion  des 
festen  Punktes  E,  welche  senkrecht  zu  dem  Stabe  sein  wird.  Wähle  die 
Gerade  EF±FF\  EF=c,  AS  =  a,  2i.AEF=^. 

Zerlegen  wir  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur 


Figur  166. 


F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    L 
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Stabaxe  and  nehmeD   Momente  um  den  Punkt  J5,  dann  erscheinen  die 
Oleicbgewichtsbedingungen 

Rcoü^=^G9in»,     (1)  R^Gcos^-^Rsin^,     (2) 

R.ÄJE.sin&=G.ES.€os&  =  G{ÄS'-'ÄE)cos&, 
Kc€in&^=G  (a  cos^  &  —  e  cos  &).     (3) 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 


sm^&      -'        -  ^^  -  ^  =  f^ 


Gc —  =^G(aco8^&  —  ccos&)j  c=^acos^^^  cosd'^y  —^     (4) 

C08d'  ^      a 


womit  die  Lage  des  Stabes  bestimmt  ist. 
Mit  (1)  und  (4)  finden  wir 


R  =  Gtg^=G 


womit  der  Druck  auf  die  vertikale  Linie  gegeben  ist. 
Endlich  ist  durch  (1)  und  (2) 

R:^Gcos^-^G'^t:=-^--  =  Gfi 

womit  der  Druck  auf  den  festen  Punkt  E  bestimmt  ist. 

Wenn  {?>a  ist,  so  sehen  ?rtr  aus  (4),  dass  dann  co8d^>\  sein 
würde,  was  unmöglich  ist.  Es  ist  mithin  nur  dann  Gleichgewicht  möglich, 
wenn  c  <  a  oder  höchstens  (?  =  a  ist. 

FoHtana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1802,  p.  626.    Walton,  p.  60. 

7.  Ein  unveränderHcher  Stab  ARC  (Fig.  167) 
ist  mit  dem  einen  Ende  A  auf  die  innere  Fläche 
einer  festen  hohlen  Halbkugel  mit  horizontalem 
Bande  gebracht,  der  Durchmesser  der  Schale  ist 
kleiner  als  die  Länge  des  Stabes  und  ist  letzterer 
mit  dem  Rande  der  Höhlung  in  einem  Punkte  R 
Figup  167.  jj^  Berährung.    Die  Lage  zu  finden,  in  welcher  der 

Stab  ruhen  wird  und  die  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  zu  bestinmien. 
Es  sei  O  der  Mittelpunkt  der  zur  Schale  gehörigen  Eugel,  S  der 
Schwerpunkt  des  Stabes  ARC^  in  welchem  dessen  ganzes  Gewicht  G 
vereinigt  gedacht  sei.  Der  Stab  wird  im  Gleichgewichte  gehalten  durch 
den  Widerstand  der  Schale  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  J.0,  durch 
ihren  Widerstand  in  R  nach  der  Richtung  RD  senkrecht  im  AC  und 
durch  sein  vertikal  abwärts  wirkendes  Gewicht  G.  Wir  setzen  AS  ^-a. 
OA  =  OR  =  r,  2^0 RA  =  u^,  die  Beaktionen  der  Schale  in  den  Punkten 


X 

y 

xY-yX 

a 

0 

—  Gaoosß- 

0 

0 

0 

2rc08ß- 

0 

^R^rcos^, 
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A^R  gleich  Bi^V^.  Nun  sei  A  der  Ursprung  der  Coordinaten,  AC 
Abscissen-,  die  zu  ihr  senkrechte  Oerade  A  Y  Ordinatenaxe,  dann  ergiebt 
sich  das  Tableau 

Kräfte  X  Y 

G        —G8in&     —Gcosß' 
Bi         El  cos  &        Kl  sin  & 

^0  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen 

Rico8^  —  Gsin&  =  0,     (1)         Risin» -h  R2  — Gco8&  =  0,     (2) 

2R^rco8&-'Gaco8^  =  Q.     (8) 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 

Rt=Gtg&,     (4)  «2  =  6^*     (5) 

;Nun  erhalten  wir  mit  (2),  (4),  (5) 

^r-cosd"  -+-  8in^  &  —  co8^  ^  =  0,      oder     4  r  co8^  d^  —  acosd^  —  2  r  =  0, 

rso  dass 

co8^  =  ~{a±  Va2  4-82r2).     (6) 

Mit  (4)  und  (6)  lässt  sich  jetzt  die  Reaktion  Ri  berechnen,  die  Beaktion 

R2  ist  von  dem  Winkel  &  unabhängig.    Ebenso  können  wir  jetzt  auch 

-die  Länge  A  R  des  in  der  Schale  liegenden  Stabstückes  bestimmen,  es  ist 

AR  =  2rco8&. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Gleichgewichtslage ,  dann  kann  dieselbe  ans  dem 
TJmstande  abgeleitet  werden,  dass  in  der  Bnhelage  die  Bichtnngen  der  drei  Kräfte 
'G,  i^x»  ^  i^  einem  Punkte  D  sich  schneiden  mflssen,  was  der  Studierende  thun  mag. 

8.  Ein  Ende  A  eines  geraden  stabförmigen  Körpers  (Fig.  168)  ist  mit 

einem  festen  Punkte  durch  ein  Charnier  verbunden,  so 
dass  er  sich  um  denselben  frei  drehen  kann.  Sein 
anderes  Ende  B  ist  mittelst  eines  Fadens,  welcher 
über  eine  glatte  Rolle  C  in  der  vertikalen  Ebene  durch 
die  Stabaxe  läuft,  an  ein  Gewicht  P  gefesselt.  Welches 
ist  die  Gleichgewichtslage,  die  Spannung  des  Fadens 

Figur  168.  ^jj^  jgy  Druck  auf  das  Charnier? 

Es  treffe  die  horizontale  Gerade  AD  durch  A  die  vertikale  Gerade 
^urch  C  im  Punkte  Z>.  S  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  ihm  greife 
^as  Stabgewicht  G  vertikal  abwärts  wirkend  an.  AE  sei  senkrecht  auf 
-der  Richtung  wonBC.  Ferner  sei  AS  =  a,  BS=^b^  AD^k^  CD:=h. 
2S,B AD=ay  ^  =  der  Horizontalneigung  von  CE. 

Indem  wir  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,  ist 
P.AE=^G.AF,     oder     P(a -h  6)«n(/9  — «)  ==  Gaoo^a.      (1) 
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Ferner  giebt  die  Geometrie 

(a  +  b)  8in  a-h  BO.  3inß  =  h,     (a  -h  b)cosa  -^  B  G ,  co8ß  =  ifc, 
womit 

(a  4-  b)  sin  {a  —  ß)  =  h  cosß  —  k  sinß.  (2> 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  zur  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage 
genügend. 

Bezeichnet  T  die  Spannung  des  Fadens,  so  muss  offenbar  T=P 
sein,  daher  mit  (1)  für  eine  beliebige  Lage  des  Stabes  AB 

Gacosa 
{a  4-  b)  sin  iß  —  aj  ^^ 

Sind  JT  und  Y  die  Componenten  der  Reaktion  R  im  Punkte  A  in  hori- 
zontaler und  vertikaler  Eichtung,  so  haben  wir 

J^-T€osß  =  0,     (4)  Y-hTsinß  —  O  =  0.     (5) 

Nun  folgt  aus  (4)  und  (3),  sowie  aus  (5)  und  (3) 

j^ G a  cos a cos ß  -,/  cosasinß       \ 

"  {a-hb)iin{ß  —  a)'  \        (a^b)sin{ß-a)/ 

und  ist  R  =  yjC^-t- Y^,  womit  die  verlangten  Grössen  nun  gegeben  sind. 

9.    Ein  Gewicht  G  hängt  an  dem  Ende  U  eines  unveränderlichen 

Stabes  BE  (Fig.  169),  dessen  Eigengewicht  vernach- 
lässigt werden  soll.  Der  Stab  ist  mit  dem  festen 
Orte  B  durch  ein  glattes  Charnier  verbunden  und 
wird  durch  eine  Schnur  CAD  gehalten,  welche  durch 
einen  glatten  festen  Ring  A  in  der  vertikalen  Linie 
durch  B  läuft.  Die  Winkel  ACD  und  ABO 
sind  gleich ,  2^ABC=60^,  nE  =  BC.     Welches 

Figur  1 9.  .^^  jj^  Richtung  und  Grösse  des  Druckes  am  Charnier? 

Es  sei  J^  die  Horizontal-,  T  die  Vertikalcomponente  des  durch  das 
Charnier  auf  den  Stab  ausgeübten  Druckes,  T  die  Spannung  der  Schnur* 
Die  Resultante  der  Wirkung  beider  Schnurteile  wird  offenbar  durch  den 
Halbierungspunkt  £?  von  CD  gehen,  so  dd^ss  AH  d.  BE.  Indem  wir  nun 
hier  die  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zur  Stabaxe  zer- 
legen und  Momente  um  den  Punkt  H  nehmen ,  bekommen  wir  die  Be- 
dingungen 

J[cos 30^ -h  Ycos 600  =  G cos 60^     G—Y=  JT V 3,  (1> 

{Y-^G)^BE.cos30'^  =  JS:^BE,sm30^,     ö+y  =  jr:V3.  (2) 
Mit  (l)  und  (2)  finden  wir 


IV.Th.  Kap.I. 


Keine  Reibung. 


458 


woraus  folgt,  wenn  R  der  resultierende  Druck  und  if  die  Neigung  seiner 
Richtung  gegen  AB^ 


Walton,  p.  62. 


9  =  ^^- 


10.  Ein  Gylinder  ruht  mit  seiner  Grundfläche  auf  einer  glatten 
geneigten  Ebene.  Am  höchsten  Punkte  des  Cylinders  ist  ein  Faden  be- 
festigt, welcher  über  eine  kleine  glatte  KoUe  im  höchsten  Punkte  der 
schiefen  Ebene  läuft  und  an  seinem  vertikal  herabhängenden  Endstücke 
«ein  Gewicht  P  ü-ägt.  Der  Teil  des  Fadens  zwischen  Cylinder  und  EoUe 
ist  horizontal.    Welches  ist  die  Gleichgewichtsbedingung? 

Es  sei  G  das  im  Schwerpunkte  S  des  Cylin- 
ders angreifende  Cylindergewicht ,  R  die  Reaktion 
der  geneigten  Ebene  auf  die  Basis  des  Cylinders, 
M  der  Basispunkt,  durch  welchen  die  Richtung  von 
R  geht  (Fig.  170).  Ziehe  SK  senkrecht  zu  BS, 
welche  Linie  die  Vertikale  durch  S  in  H  trifft. 
Nehmaa  =  dem  Radius  des  Cylinders,  2  A  =  seiner 
Höhe,  CM=x. 

Im  Gleichgewichtszustande  müssen  die  Richtungen  der  drei  Kräfte 
P,  Gr,  R  durch  einen  Punkt  O  gehen.  Durch  Zerlegung  der  Kräfte  in 
paralleler  und  senkrechter  Richtung  zu  der  geneigten  Ebene  erhalten  wir 
die  Bedingungen 

Pcoscc— G8ina=^0,     (1)  R  =  Pstna  +  G  cosa.     (2) 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie 

SO=SH'i'OI£=a8ina-hhcosa,  oo=S0.8ina=(a8ina'^hco8a)8ina.  (3) 
Nun  sehen  wir  mit  (8),  weil  x  nicht  grösser  als  a  sein  kann,  dass 

a  nicht  kleiner  ist  als  (a  8in  a  +  A  co8  a)  8in  a. 


acoe^a 


h8ina  C08a, 


o      „  n         ,,      n    htga.  (4) 

Die  Bedingungen  (1)  und  (4)  sind  genügend  und  nötig  für  das  Gleich- 
gewicht.    Durch  (2)  und  (3)  kennen  wir  R  und  oc. 

Walton,  p.  6B. 

11.  Ein  starrer  Stab  AB  (Fig.  171)  stützt  sich  mit  dem  End- 
punkte A  gegen  eine  feste  geneigte  Ebene  V  W  so, 
dass  die  Stabaxe  und  die  Falllinie  V  W  in  einer 
vertikalen  Ebene  liegen.  Die  Horizontalneigung  des 
Stabes  ist  /9,  diejenige  der  Ebene  V  W  a.  In  dem 
Endpunkte  B  des  Stabes  wirkt  eine  Kraft  P  in  der 
Richtung  nach  der  Ebene,  diese  schliesst  mit  der 


FlgU!  171. 
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Stabaxe  den  Winkel  y  ein.  In  dem  Schwerpunkte  S  des  Stabes  wirke 
dessen  Gewicht  G  vertikal  abwärts.  Sämtliche  Kräfte  wirken  in  der  Ter- 
tikaien Ebene  durch  die  Stabaxe.  Welches  sind  die  Gleichgewichtsbeding- 
ungen ? 

AB  sei  =  a,  ÄS  =by  N  =  Aer  Reaktion  der  geneigten  Ebene  auf 
den  Stab,  welche  senkrecht  zu  FTF,  in  der  vertikalen  Ebene  durch  die 
Stabaxe,  gerichtet  ist.  Wir  wählen  Ä  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coor- 
dinaten,  die  horizontale  Gerade  AJS  als  Abscissen-,  die  vertikale  Gerade 
J.  Y  als  Ordinatenaxe ,  beide  positiv  nach  der  Buchstabenfolge.  Damit 
erhalten  wir 

Ki-äfte        X  Y  X         y  xY-yX 

G  0  — ö  heosß  b8in(if  —Ghcosß 

P  —  Pcos(ß^y)  —  P8in(ß  —  y)  acosß  asin ß,— Pacos ß8in{ß'y)'^Paisinßcos(ß-y) 
N       Nnina  Ncosa  0  0  0 

womit  sich  ergiebt 

JVinna  — Pco*09— y)  =  0,   (1)     Ncosa  — Psiniß —  y)  — G  =  0,   (2> 

Paisinßco8(ß  —  y)  —  cosßsin(ß  —  y)  \  —  Gbco8ß  =  0.  (3> 

Durch  (8)  erhalten  wir 

Gbcosß   ' 


a  sin  y 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

iV«  =  G2  +  P«  j^2PGsmiß  —  y), 
so  dass  mit  (4) 

N=  — : —  { a* sin^ y H- ^* cos^ ß-\-2ab  cos ß sin y  sin (ß  —  y)  > 
asmy^  •         #        v         »    l 

Auch  kann  noch  leicht  gefunden  werden 

b  cos  ß  cos  y  -h  a  sin  ß  sin  y 

^^^   ■  ■■■         ■■■■  ■■ « 

(a  —  b)  sin  y  cos  ß 
Wenn  y  =  ß  ist,  dann  haben  wir 


ii> 


(5> 


tff(a  +  ß) 


(6) 


P=G-ootaß, 
a 


r> 

N  =  — ^-^  V"a*  sin^ß  +  b^  coe^  ß. 
CLsmß 


12.  Ein  Stab  CD  stützt  sich  mit  dem 
einen  Ende  D  auf  eine  glatte  Ebene  BC  mit 
der  Horizontalneigung  a  (Fig.  172);  sein  anderes 
Ende  C  ist  mittelst  eines  Fadens  von  gegebener 
Länge  an  einem  festen  Punkte  A  aufgehangen. 
Die  Punkte  A,  O,  D,  und  die  Falllinie  B  E  der 
Ebene  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Welches 
ist  die  Gleichgewichtslage? 


BE,  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  welchem  sein 
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Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkt,  2$.CÄB  =  <p^  2^B  FD  =  i^,  d.  i.  die 
Neigung  von  OD  gegen  AB,  ÄC=b,  CS  =  a^  ÄB  =  c,  r=der 
Spannung  des  Fadens  ÄC^  Ä  =  der  Reaktion  der  Ebene  im  Punkte  D 
in  senkrechter  Richtung  zu  BD. 

Indem  wir  die  Kräfte  in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung  zer- 
legen und  Momente  um  den  Pimkt  S  nehmen,  erhalten  wir  die  Bedingungen 

Rsina—  Tsm{<f  —  a)  =  0,  (1)     Bcosa  -+-  Tco8{(p  —  a)  —  ö  =  0,  (2) 

R  ein  d^  —  Tsin  (^  —  y)  =  0.     (3) 

Aus  (1)  und  (3)  ergiebt  sich 

sin  &  sin  (y  —  a)  =  sin  a  sin  {S-  —  qp),  2  eotg  (f  =  cotg  ^  -h  cotg  a.     (4) 

Projizieren  wir  A  C  auf  D  F,  so  ist 

hcosif  =  c  —  2acosd'y    2h sin (f  =(<?  —  2a cos v^) (cotg x^-^-  cotg a) mit {4)^ 

folglich 

4b^==z{2bcos(py-h{2bsin(f)^Ab^=={c-2acosd')^\4-^{cotg^^cotga)^^^^^^^ 

Aus  dieser  Gleichung  muss  v)^  abgeleitet  werden  und  alsdann  ist  mittelst  (4) 
der  Wert  von  <f  zu  bestimmen. 

Mit  (1)  und  (2)  bekommen  wir  noch 

«^««      -  r  =  g'M1IZ^,     (7) 


T=0 


(6) 


sm  if  sin  (f 

womit  die  Spannung  und  die  Reaktion  bestimmt  werden  können,  wenn  ip 
gegeben  oder  durch  (4)  berechnet  worden  ist. 


FJgüp  173. 


13.  Zwei  gerade  stabförraige  Körper  ohne  Gewicht  und  von  unglei- 
cher Länge  sind  mit  den  einen  Enden  in 
C  fest  mit  einander  verbunden,  ihre  Axen 
liegen  in  einer  vertikalen  Ebene,  ihre  an- 
deren Enden  A^  B  ruhen  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene  (Fig.  173).  Die  Stäbe 
besitzen  die  Horizontalneigungen  a,  ß  und 
im  Punkte  C  wirkt  eine  Kraft  P  vertikal 

abwärts.     Welches  ist  der  in  den  Punkten  A  und  B  ausgeübte  Vytikal- 

druck  und  Horizontalschub? 

Erste  Lösung.  Zerlegen  wir  die  Kraft  P  nach  der  Richtung  der 
Stäbe  in  die  Componenten  P^  und  P21  verschieben  die  Angriffspunkte 
dieser  Seitenkräfte  nach  A  und  B  resp.,  zerlegen  daselbst  die  Kräfte  Pi 
und  P2  in  ihre  Componenten  nach  horizontaler  und  vertikaler  Richtung, 
dieselben  mit  JBi,  H2  und  Fi,  V^  bezeichnend,  dann  ergiebt  sich 


Pi=P 


cosß 


sin{a-i-ß) 


P.,  =  P 


cosa 


nn  (a  +  ß) 


Hl  =  Pi  cosa  =  P 


cosa  cosß 

—  •■  ■  ■        -  -    -^  —  ■        —  I 

sf'n  {a  4-  ß) 
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TT         n  o        r,<^08aco8ß 

H2  =  P2C08ß  =  P    .     ,  ^^  =  Hl, 


F2  =^P2sinß  =  P 


sin  {a  -4-  ß) 
cos  a  sinß 


Vi  =  Pi  sin  a=z  P 


Fl  +  F2  =  P. 


sin  a  cos  ß 
sin  [a  4-  ß) 


sin  (a  -4-  ß) 

Zweite  Lösung.  Wir  fällen  von  C  eine  Senkrechte  CD  auf  ^-B 
und  setzen  JJ?  =  <?,  BI>  =  ä.  Die  Kraft  P  denken  wir  uns  durch  zwei 
parallele  Ki-äfte  Fi  und  F2  in  den  Punkten  A  und  B  ersetzt,  so  dass 
Fl  +  Fg  —  P  =  0,  Fl  ö  —  F2  tZ  =  0.     Aus  diesen  Gleichungen  und  mit 

ä  sin  a  cos  ß  c  cos  a  sinß 


Eücksicht  darauf,  dass 


giebt  sich 


Fi=P 


d       sin  {a  -+■  ß) 
sin  a  cos  ß 


c  -^  d       sin  (a  -h  ß) 


er- 


-^  -^  cos  a  sinß 

^'^      sin{a-^ß)' 


sin(a  +  ß) 

Um  die  Horizontalkräfte  Hi  und  H<i  zu  bestimmen,  bringen  wir  die 
Kräftepaare  -h  Fi  c  und  —V^d  auf  die  gleiche  Breite  asina  =  bsinß, 
ÄC=a,  BC=h  setzend,  wodurch  die  Kräfte  gleich  gross  werden,  ver- 
schieben die  Paare  so,  dass  zwei  der  Kräfte  der  Paare  am  Punkte  C 
nach  entgegengesetzten  Eichtungen  wirken,  welche  die  Wirkung  Null  her- 
vorbringen, was  ebenso  mit  den  beiden  anderen  Kräften  der  Paare,  die  in 
den  Punkten  Ä  und  B  angreifen,  der  Fall  ist,  welche  den  Horizontal- 
schub nach  beiden  Seiten  geben.     Dadurch  erhalten  wir 


Hl  b  sin  ß  =  Vic  =  V^ 
-02  a  sin  a=  F2  d  =  F2 


b  sinß 

tga 

asina 

tgß  ' 


Hx=P 


cos  a  cos  ß 

—      ■  —    —— < 

sin  {a  -f-  ß) 


_  ^cosacosß  __ 
sin  («  -H  ß) 


Dritte  Lösung.  Mit  den  Keaktionen  Bi  und  Ä2  der  Stützebene, 
welche  entgegengesetzt  den  Pressungen  Fi  und  Fo  wirken,  erhalten  wir, 
indem  wir  die  Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Richtung  zerlegen 
und  Momente  um  den  Punkt  A  nehmen,  die  Gleichgewichtsbedingungen 

P— /?i— i?2=0,       ^1—^2  =  0,      Pc  — i?2(c-Hrf)  =  0, 
woraus  folgt 

c  -f-  a  sin{a-\- ß)  sin \a -h ß) 

Die  Grösse  des  Horizontalschubs  ist  wieder  wie  vorhin  zu  bestimmen. 

14.    AB  (Fig.  174)  ist  der  Balken  einer  gleicharmigen  Wage  von 

der  Länge  2a,  G  sein  Gewicht,  Q  das  Gewicht 
einer  Schale  mit  Zugehör,  C  der  Drehpunkt  des 
Balkens,  unter  der  die  Aufhängepunkte  A  und  B 
der  Schalen  verbindenden  Geraden  gelegen,  iS  der 
Figur  174.  Schwerpunkt  der  Wage.  B  der  Schnittpunkt  der 


»»-—«-• 
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Linien  AB  und  CS.^   An  einer  Seite  werde  ein  Übergewicht  P  ange- 
bracht, wodurch  der  Balken  aus  seiner  horizontalen  Gleichgewichtslage  in 
eine  geneigte  übergeht.     Es  soll  der  Winkel  a  bestimmt  werden,  welchen 
die  neue  Lage  von  Ä  B  mit  der  Horizontalen  einschliesst. 
Mit     CS^h  und  CD  =  c  ist 
{P  4-  Q)  {a  cosa  —  c  sin  a)  —  Q  (a  cos  a  -h  C  sin  a)  —  Gb  sin  a  =  0, 
woraus  folgt 

Dadurch  lässt  sich  erkennen,  dass  bei  kleinem  Übergewichte  P  der  Winkel 
ix  oder  der  Ausschlag  der  Wage  um  so  grösser  wird,  je  grösser  die  Arm- 
länge, je  kleiner  das  Gewicht  der  Wage  und  je  kleiner  der  Abstand  des 
Drehpunktes  vom  Punkte  D  gewählt  wird.  Mit  c  =  0  erhalten  wir 
tpa  =  PaiGb^  was  bei  zum  Gebrauche  für  chemische  Zwecke  geeigneten 
Wagen  der  Fall  ist. 

15.  Ein  ungleicharmiger,  gerader  Hebel  AB  (Fig.  175)  mit  dem 
.  ^    ^       Drehpunkte  C,  der  Länge  AB=BC-\-  CA^a-hb 

y^     hat  ein  Gewicht  Gi,  welches  in  der  Entfernung 

^G,  '         ig     s  vom  Drehpunkte  angreift.     In  welcher  Entfer- 

Figor  176.  nung  von  C  ist  auf  dem  längeren  Arme  B  C  das 

Gewicht  G  anzubringen,  damit  es  den  Gewichten  Q  und  F,  welche  in  A 

aufgehangen  sind,  das  Gleichgewicht  hält,  wenn  V  nach  Wegnahme  von 

Q  und  G  die  Wage  im  Gleichgewichte  erhält? 

Ist  x  die  Entfernung  des  Gewichtes  G  vom  Drehpunkte  C,  dann 
haben  wir  die  zwei  Bedingungen 

Gl  Ä  -  FJ  =  0,  Gcc-^  Gis-{Q+V)b=:  0, 

woraus  folgt 

co  =  -pb. 
Diese  Gleichung  findet  Anwendung  bei  der  römischen  Schnellwage. 

16.  Ein  ungleicharmiger  Hebel  AB  (Fig.  176)  hat  seinen  Dreh- 

punkt in  C.  Bei  A  ist  ein  Gewicht  von  solcher 
Grösse  angebracht,  dass  —  ddL  AC<.BC  — 
der  Schwerpunkt  des  Hebels  mit  dem  Drehpunkte 
zusammenfällt.  Auf  AB  steht  in  C  ein  Arm 
rechtwinkelig,  welcher  bei  Z>  ein  konstantes  Ge- 
wicht trägt.  Das  Gewicht  dieses  Armes  mit  der 
konstanten  Belastung  sei  W  und  greife  im 
Schwerpunkte  S  von  CD  m.    In  diesem  Zustande  ist  der  Hebel  AB 
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horizontal,  wenn  er  sich  in  der  Ruhelage  befindet.  Wie  gross  ist  der 
Ausschlag  des  Arnies  CD,  wenn  im  Punkte  B  ein  Gewicht  Q  ange- 
bracht wird? 

Es  sei  BO=a,  CS  =  b,  der  Ausschlag  =a,  d.  i.  der  Winkel 
DCE,  welchen  der  Arm  CD  in  der  neuen  Gleichgewichtslage  mit  der 
Vertikalen  CE  einschliesst,  dann  muss  sein 

Qa 
Qacosa — Wbsma  =  0,  so  dass  tga  =         - 

Demnach  sind  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Ausschlagwinkel  den 
in  B  angebängten  Lasten  direkt  proportional,  also  auch  die  Strecken  E  F 
auf  der  durch  E  gelegten  horizontalen  Geraden  proportional  den  Gewich- 
ten Q.  Wird  mit  diesem  Hebel  ein  Gradbogen  CEO  verbunden  und 
dieser  den  erhaltenen  Werten  von  tga  entsprechend  geteilt,  so  haben  wir 
die  bekannte  Briefwage  oder  Garnwage  vor  uns. 

1 7.  Auf  einen  in  drei  Punkten  unterstützten  Körper  wirkt  ein  Druck 
P  senkrecht  zur  Ebene  der  Stützpunkte.  Wie  verteilt  sich  dieser  Druck 
auf  die  Stützpunkte? 

Sind  Z>i ,  Z>2 ,  -Dg  die  auf  die  Stützen 
A,  B,  C  (Fig.  177)  kommenden  Pressungen, 
ist  S  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P,  sind  äi  •  A2 1  /*» 
die  drei  Höhen  des  Dreieckes  AB  C^  P^  9^^  ^^^ 
von  S  auf  die  Dreiecksseiten  gefällten  Normalen, 
so  erhalten  wir  die  vier  Gleichgewichtsbedin- 
gungen 

P/>  — Dj  Ai  =0,  Pq  —  D2h2=0, 

Pr~  2)3^8  =  0, 

/l2  % 

Wenn  die  vier  Punkte  -4,  JB,  (7  und  S  in  einer  geraden  Linie  liegen, 

dann  nehmen  die  Ausdrücke  für  die  Pressungen  die  Form   —  an,  es  sind 

dann  dieselben  unbestimmt,  denn  in  diesem  Falle  reichen  die  beiden  Be- 
dingungsgleichungen für  das  Gleichgewicht  paralleler  Kräfte  nicht  aus  zur 
Ermittelung  der  drei  unbekannten  Pressungen,  sie  werden  nur  dann  in 
diesem  Falle  einwertig,  wenn  noch  eine  Nebenbedingung  gegeben  ist. 

Es  seien  nun  a,  b^  c  die  Seiten  BC,  AC^  AB  des  Dreieckes  der 
Stützpunkte.  Von  seinen  Ecken  A,  B,  C  ziehen  wir  nach  dem  Punkte  S 
gerade  Linien,  setzen  AS=l^  BS=m,  CS=n,  2^  BSC=a^  2J1  CSA=ß, 
2tASB=y,  womit  wir  bekommen 
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Keine  Reibung. 


45^ 


^>=^a'=^i 


1 

2«P 


P  m  n  ein  a 


Z),= 


Pin  sin ß 


m  n  sin  a-h  In  sinß  -^  Im  sin  y 


,  J98  = 


PI 


m  8in  y 


mnsina  -+-  Insinß  ■+■  l  msin  y       *      mnsina  -h  l  nsinß  -4-  Imsiny 

Liegt  der  Punkt  S  so,  dass  a  =  ß  =  y,  dann  ist  sin y  =  —  sin2a,  und 
wir  erhalten 


mn 


D,  = 


Pin 


mn  -h  In  —  21  m  coe a  mn  -i-  In  —  2lm cos a 

2  Pmn cos a 
fwn-hZn  —  2Zm  cos  a 
Befinden  sich  nun  noch  die  vier  Punkte  Ay  B,  C,  S  in  einer  gerade» 
Linie,  so  ist  «  =  180^,  co«a  =  —  1,  mithin 
^  Pmn  j.    _  Pin  ^  2  Pmn 

lit w  4- 1 w -+-  ^  6 m  mn  -¥•  Ln-^zLm  mn  -^  Ln-^r  Zlm 

Aus  den  zuerst  für  die  Pressungen  Dj ,  2)2,  -D3  aufgestellten  Gleichungen 
geht  hervor,  dass  sich  der  gegebene  Druck  und  dessen  Componente  in 
einem  der  drei  Stützpunkte  umgekehrt  verhalten  wie  die  Abstände  ihrer 
Angriffspunkte  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Stützpunkte. 
Befindet  sich  der  Angriffspunkt  S  des  Druckes  P  ausserhalb  des  Drei- 
eckes der  Stützpunkte,  so  erleiden  die  Eckpunkte  des  Raumes ,  in  welchen 
S  fällt,  wenn  wir  die  Dreiecksseiten  beliebig  verlängert  denken,  Pressungen 
im  Sinne  von  P,  die  übrigen  solche  im  entgegengesetzten  Sinne. 

18 — 17.  Wernicke,  Mechanik. 

18.  Eine  Klappe  AB  (Fig.  178),  die  sich  um  eine  horizontale  Axe 
A  drehen  kann,  wird  in  horizontaler  Lage  durch  ein  Gewicht  P  im  Gleich- 
gewichte erhalten.  Mittelst  eines  Fadens  ist  das  Gewicht  P  über  eine 
glatte  fiolle  C,  in  der  Vertikalen  durch  A,  geführt,  welche  fest  ist ,  und 
hängt  vertikal  herab.  Die  Balk  des  Gewichtes  P  bei  der  Bewegung  der 
Klappe  soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Klappe  und  das  Gewicht  bei 
jeder  Lage  der  ersteren  im  Gleichgewichte  sind. 

Es  sei  G  das  Gewicht  der  Klappe, 
angreifend  in  deren  Mitte,  a  ihreLänge^ 
l  die  Länge  des  Seilstückes  PC,  für 
die  horizontale  Lage  von  AB  falle  P 
mit  C  zusammen ,  AC=  AB,  Be- 
findet sich  die  Klappe  in  horizontaler 
Lage,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt 
sein 


B' 


.'1fr* 


/v 


->v.^,-' 


^  M 

Figur  178 
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G^  -Pa.ly2,        woraus        P==^öV^- 
Denken  wir  uns  nun  das  Gewicht  G  in  den  Punkten  Ä  und  B  wirksam, 
dann  kommt  auf  jeden  dieser  Punkte  -^  •     Für  die  in  B  und   O  wirk- 
samen  Kräfte  ist  dann,  wenn  l  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Kräfte 
-^  und  P  von  der  Horizontalen  durch  C  bezeichnet, 

U 


a. 


X(P  +  lG)—P.O-%Ga  =  0,     womit     X  =  — — 

Da  nun  hier  neutrales  Gleichgewicht  vorhanden  sein  muss,  so  muss  der 
Schwerpunkt  des  Systemes  immer  um  die  Strecke  X  von  der  durch  C  ge- 
legten Horizontalen  entfernt  sein.  Für  eine  beliebige  Lage  ÄD  der  Klappe 
und  O  als  Coordinatenursprung  sei  (7 jB  =  a?i ,  DE  =  yi^  Chi  =  x^, 
h^  F  =  y2^  CF=  z,  wo  i^  die  entsprechende  Lage  des  Gewichtes  P  ist. 
Damit  bekommen  wir  die  Beziehung 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ist 

1  G  i(P+i(?)-P^, 

^Gxi  +  Pxi  —  X(P  +  -jj-^  =  0,  wodurch  wi  — ^ • 

und  wenn  der  Wert  von  X  eingeführt  wird 

Xi   =  r 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  nun  mit  z=l—Y2axi  und  P=-(?V^2 

z  =  l-  Vi  (1—2x2). 
Dieses  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  schweren  Punktes  P,  womit  sich 
dieselbe  leicht  konstruieren  lässt.  Mache  (Fig.  178,  S.  459)  CM=CB=l, 
Cai  =a?2,  Oa2  =X2^  Ca^=^xsy"i  verzeichne  über  CM  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  ziehe  durch  ai,  a2,  as,...  parallele  Linien  zu  AB, 
mache  (7^1=2  Cai,  Cb2=^2Ca2,  (7^3  =  2  Cas, ...,  ftiq,  ^2^^>  ^3^3,... 
parallel  z\x  AB  und  ziehe  Mci,  Mc2,  Jlfcs,. ..,  so  ist  Jfci=VZ(Z— 2a?o). 

Nun  mache  Jfdfi  =-Mi?i,  Md2  =Mc2 , . . .  so  sind  Cdi  =zl—\l{l  —  2ir2)? 
<?c?2,  C'rfs,...  Werte  von  ^  und  endlich  ergeben  sich  mit  Cfi  =  Crfi, 


IV.  Th.  Kap.  I. 


Keine  Keibnng. 
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C/2  =  Cd^ ,  (7/8  =  Ctfg , . . .  in  /i ,  /2 ,  /s ,  —  Punkte  der  verlangten 
Bahn  CH. 

Diese  Betrachtung  gilt  nur  für  den  speziellen  Fall,  dass  AC=ÄB. 
Um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  haben  wir  nicht  nur  die  Höhe  der 
Bolle  beliebig  anzunehmen,  sondern  auch  noch  die  Spannung  des  Fadens 
und  den  Druck  des  Gewichtes  P  auf  die  Bahn  zu  bestimmen.  Denken 
wir  uns  den  Faden  zwischen  den  Punkten  B  und  C  und  zwischen  den 
Punkten   C  und  F  bei   einer  beliebigen  Lage    der  Klappe  zerschnitten 

(Fig.  179),  so  müssen  zwischen  B  und  C 
an  den  Seilenden  die  Kräfte  T  und  —  T^ 
zwischen  C  und  F  an  den  Seilenden 
die  Kräfte  Ti  und  —  Ti  angebracht 
gedacht  werden,  wenn  das  ganze  System 
im  Gleichgewichte  sein  soll,  wo  T  und 
.Ti  die  Seilspannungen  in  den  fraglichen 
Stücken  bezeichnen.  Alsdann  zerfällt 
Figur  179.  das    ganze   System    in    drei    einfache 

Systeme,  welche  für  sich  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  1)  Die  Platte 
mit  den  Kräften  G  und  T;  2)  die  Kräfte  T  und  Ti  an  dem  festen 
Punkte  C;  8)  die  Kräfte  Tx  und  P  des  auf  der  Curve  beweglichen 
schweren  Punktes.  Für  eine  beliebige  Lage  der  Klappe  m,  2S.BAC=^\py 
2iACB  =  (o,  2(.ACF=&]  ferner  sei  BC  =  l  —  z,  also  CP  =  z, 
AC=h,  AB  =  a. 

Die  Gleichgewichtsbestimmung  für  die  einzelnen  Systeme  führt  nun 
zu  Folgendem: 

Für  die  an  der  Klappe  wirkenden  Kräfte  ist,  da  A  Drehpunkt, 

G  75 sin  \p  =^  Th  sin  «, 

sin  ip l  —  z 

sin  CD  a 


oder 


und  weil 


G{l-z)  =  2Th, 


2     a 
G  l 


(1) 

ilit  \l)  =  -^,  also  -2^=0  ist  T=^-^  — »    und  wenn  noch  Ä=:a,    r=  ^  y  2- 

Die  an  der  Rolle  vom  Halbmesser  r  thätigen  Kräfte  sind  T  und  Tj,  so 
dass  Bedingimg 

Tr  =  Ti  r  =  0,  womit  Ti  =  T.  (2) 

Im  Punkte  F  wirken  drei  Kräfte  T,  P  und  der  Normalwiderstand  N  der 
verlangten  Curve.     Für  diese  Kräfte  besteht  die  Beziehung 

T  P  N 


sin  PN       sinJST       sinPT 


(3> 
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Nehmen  wir  C  als  Pol  des  Coordinatensystemes ,    OA  als  Polaraxe  und. 
■denken  uns  in  F  eine  Tangente  an  die  Ciirve  gezogen,   so  ist  2^  PN 

=  ^-4-  jPT,  8inPN=co8PT= —~ — -»  wo  rf«  das  Bogenelement 
^er  Curve  CF  bedeutet,  8mi\T=^^  8inFT  =  sin&,  folglich  geht  die 

C*  8 

angeschriebene  Gleichung  (3)  über  in 

T             P            N 
_    —  _==_  ._ (4) 

d{zü08&)       dz      d8  8inx> 
Daraus  ergiebt  sich 

dz 
^ind,  wenn  wir  diesen  Wert  von  T  in  (1)  substituieren, 

{l  —  z)Gdz  —  2hPd(zco8^)  —  (). 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  indem  (l—z)dz=^'-d,-^{l—z)^\^, 

G{l  —  z)^-hAPhzco8&—C=0. 
Soll  die  Curve  durch  den  Punkt  C  gehen ,  so  muss  für  denselben  ^  =  0 
und  ^  =  0  sein,  und  wird  dann  C=Gl^,    Damit  ist  die  Gleichung  der 
gesuchten  Curve  in  dem  für  z  aufgelösten  Zustande 

Z:=2(l-2h^C08d^- 


Mit  co8&=  —  ist  dieselbe  aber  auch 

z 


Px 


'■=^('-"§f) 


C  7 
und  wenn  wir  den  Wert  von  P  =  — Y»  welcher  sich  aus  (1)  ergiebt,  wenn 

J  h 

wir  z  =  0  setzen,  einführen,  sowie  die  Gleichung  für  z  auflösen 

z  =  l^  V/(i^2^),  (6) 

Tvelches  die  bereits  oben  auf  anderem  Wege  erhaltene  Gleichung  ist. 

Nun  bleibt  noch  die  Bestimmung  des  Normaldruckes  A'  im  Punkte  F 
•der  Curve  übrig.     Dieser  Druck  ist  nach  (4) 

d8 


N=^T8in& 


d  (z  008  &) 


C  1 
.Aus  der  Gleichung  (5)  folgt  mit  P=--,  z^2l{\ —co8d),  so  dass 

£i  h 

dz  =  2l8ined^;  d8^^dz^'hz^d^^={2l8ine)^d^^'hU\\'-co8^yd^\ 
d8'^  =  U^d'&^{8in^^-h\'-2co8{^'^co8'^d)  =  U^de^2{\  —  co8^)\ 

ds  —  ^ld^y ^ —  4ZÄ?n-xd^. 
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Die  DifEerentialgleichung  der  Curve  giebt 

w  >\       (i  —  z),Gdz      l  —  z^       ^„        .. 

a  tlJ:  Z 

Polglich  ist 

4  Z  sin-^  dd  ^ 

N=Tsin^.^ ——--  =  T- sint 

2(1  —  zjstn^d^         l  —  z        2 

N=  G-s2n^=  —r-V  1 

^       2       }c\f2^  z 

Ql g 

Die  Seilspannung  T=  ^  — r-—  ist  ein  Marimum,  wenn  z  =  0,  d.  h.  wenn 

a       h 

das  Gewicht  P  mit  dem  Punkte  C  zusammenfällt,  also  die  Klappe  ge- 
schlossen ist,  sie  ist  dann  gleich  dem  Gewichte  P  und  der  Normaldruck 
auf  die  Curve  ist  gleich  Null.    Mit  ^  =  Z  wird  T  zu  einem  Minimum, 

nämlich  Null,  a?  =  75 Z,  also  der  Normaldruck  N=-izG-  =  P,  ein  Maxi- 

mum,  was  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn  A=a,  gleich  der  Länge  der  Platte  ist. 

Dieses  Problem  wurde  durch  Saoyenr  dem  Marquis  de  L'Uöpital  vorgeschlagen. 
Von  dem  letzteren  wurde  eine  Losung  veröffentlicht  in  Acta  Erudit.  1695,  Febr.  p.  56. 
über  die  Curve  schrieb  ebendaselbst  (p.  59)  Johann  BemouUi. 
ScbeU,  Theorie  der  Bewegung  und  der  KrSfte. 

19.  Eine  schwere  parallelopipedische  Platte  von  der  Länge  21,  der 
Breite  2  a  und  der  Dicke  2  d  ist  um  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  den 
Horizont  geneigte  Axe ,  welche  mit  der  Kante  AB  =  21  zusammenfällt, 
drehbar  und  befindet  sich  im  Gleichgewichte,  wenn  sie  mit  der  durch  die 
Diehaie  gehenden  vertikalen  Ebene  zusammenfällt.  Wird  die  Platte  um 
Milien  gegebenen  Winkel  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  herausgedreht,  wie 
gross  ist  dann  die,  erforderliche  Kraft  P^  welche  im  Abstände  b  von  der 
Drehaxe  rechtwinkelig  zu  der  grossen  Seitenfläche  der  Platte  wirken  muss, 
damit  Gleichgewicht  vorhanden  sei,  wenn  das  Gewicht  O  der  Platte  an- 
gi'eifend  gedacht  wird  in  ihrem  Schwerpunkte,  der  mit  dem  geometrischen 
Mittelpunkte  der  Platte  zusammenfalle,  und  wie  gross  sind  die  in  den  Stütz- 
punkten A  und  B  der  Drehaxe  A  B  wirkenden  Widerstände  Ni  und  N^  ? 
j  ,  Die   erste  Frage  kann  wie  folgt   beant- 

/y\^  wortet   werden.     Es    sei    (Fig.   180)  AB   die 

/     \  ./  Drehaxe,  AB  CD  die  Platte,  -i  Z  eine  vertikale 

■p/  /!*'  / 

r\\      /y  Linie  durch  A^  AX  rechtwinkelig  zu  AZ  in 

4  ''^7/  y  ^®^  Ebene  BAZ,  E  der  Durchschnittspunkt  der 

y  '^  Linie  CD  mit  der  horizontalen  Ebene  durch  A, 

Y'  AE  die  Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  E. 

Fignr  180.  Vou  A  aus  als  Mittelpunkt  beschreibe  eine  Kugel, 
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welche  ÄB^  AX^  AE  in  den  Punkten  p,^,r  schneidet  und  verbinde 
diese  Punkte  durch  grösste  Kreise  der  Kugel.    Lasse  sein  2^BAZ  = 


n 


^  —  a,  /?  =  der  Neigung  der  Ebene  der  Platte  zu  der  Ebene  ZA  X.    Dann 

haben  wir,  weil  der  Winkel  p ^ r  des  sphärischen  Dreiecks  fqr  ein  rechter 
Winkel  ist,  nach  Napiers  Regel 

€08  pr  q  =  sin  qpr=^  sin  f^  —  a\  sin  ß  =  cos  a  sin  ß, 

und  es  ist  klar,  dass  wenn  q>  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Rich- 
tung von  G  mit  der  Ebene  der  Thür  macht,  sin(p==  cosprq.  Nun  ist 
das  Moment  von  G  um  ^ £  gleich  Gasinq>  =  Oa cos a sin ß  und  das 
Moment  von  P  um  dieselbe  Linie  P  b^  daher  die  Momentengleichung 


Pb  =  Gacosa  sin  ß,     woraus 


a 


P  =  ö—  cos  a  sin  ß. 
b 


Die  Lösung  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  bewirkt  werden.  Die  Com- 
ponente  von  G  in  der  Ebene  ZAX  rechtwinkelig  zu  AB  ist  gleich 
G  sin  ß,  die  Componente  von  G  sin  ß  rechtwinkelig  zur  Platte  ist  G  sin  ß  cos  a, 
folglich  ist  das  Moment  von  6r  um  ^i^  gleich  Gacosasinß  und  daher 

Pb=  Ga  cos a sin ß. 
Die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  kann  so  durchgeführt  werden.  Es 
sei  (Fig.  181)  AB  CD  die  Lage  der  Platte  in  der  vertikalen  Ebene  durch 
die  Drehaxe,  der  Mittelpunkt  O  der  Drehaxe  Coordinatenursprung,  OX±.AB 

in  der  Ebene  AB  CD  Axe  der  a? ,  OY  senk- 
recht zur  Ebene  AB  CD  Axe  der  y  und  AB 
Axe  der  ^,  ABCiDi  die  um  den  Winkel  ß 
gedrehte  Platte,  S  ihr  Schwerpunkt,  in  welchem 
das  Gewicht  G  vertikal  abwärts  wirkt,  JEJ  An- 
griffspunkt der  Kraft  P  mit  JB O  ==  ft.  Mit  AB 
al§  Momentenaxe  ergiebt  sich  nun  für  die  Auf- 
stellung der  Gleichgewichtsbedingungen  folgende 
Tabelle,  wenn  Xi,  Fi,  Z^  und  Xo,  Y'21  ^2  ^i^ 

und  A'2  be- 
zeichnen, 


Figur  181. 
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^vomit  wir  erhalten 

Gco8a--P8inß-hA\  +  j::2='0,  (1)  Pco8ß'^Ti-hT2=0,  (2) 
-G«ma  +  Zi+Z2=0,  (3)  —  Gaainasinß —  HYi-- Y2)=0,  (4) 
Gaeinacosß 'hl(Xi--JC2)=^0,  {&)  -- Gacosaainß -h  Pb  ==  0.  (6) 
Die  Gleichung  (6)  giebt  uns  nun  sofort 

P=G-C08a8inß,  (7) 

Mit  «  =  ^  wird  P  =  0  für  jeden  Wert  von  ß,  d.  h.  bei  einer  offen  stehenden 

Platte  (Thür)   mit  vertikaler  Axe.     Mit  ß  =  ^   wird   P   ein  Maximum 

=^G-r-co8a,  mit  ß  =  0  oder  n  ein  Minimum,  gleich  Null.     Mit  a  =  0 

0 

ist  die  Drehaxe  horizontal,  P  wird  für  ^  =  7rdann  ein  Maximum,  d.  i.  für 

«ine  Fallthür  mit  horizontaler  Axe. 

Durch  die  übrigen  fünf  Gleichungen  bekommen  wir 

Xi  =^~G\\rr8in^ß —  X^cosa  —  -jsinacosßh 

X<i=:^-G[{-T9in^ß—'  Ijcoaa  -^--jSinacosßS* 
__  1  ^  I  tt  /,       öt     .       I    .    /> 

-Zj  H-  Z^  =  ö  «/n  cc. 
Die  üomponenten  Zi  und  Z^  können  nicht  getrennt  werden,  weil  sie  längs 
-derselben  Geraden  wirken.    Mit  j9  =  0  sind  die  Gleichungen  für  die  Com- 
ponenten  der  Widerstände 

Xi  =  —  9  G^ {  ^08  a  -t-  -T  sina  }>     JC^  =.~G{  y  8in a  —  co8 a  }» 
ri==0,     y2=0,     Zi+Zg  =  ÖÄma. 
Ist  ferner  «  =  p'  /?  =  0  oder  jJ  =  ft  wofür  jP  =  0,  dann  haben  wir 

A'i=--iG^,     X^^^Gj     Yi^O,     ^2=0,     Zi+Z2  =  G, 

so  dass  bei  einer  vertikalen  Thür  an  dem  oberen  Kloben  eine  Kraft  Xi 
nach  innen,  an  dem  unteren  eine  solche  nach  aussen  zu  wirken  hat,  wenn 
<31eichgewicht  stattfinden  soll. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Erftfte. 

20.     Ein  homogener  Stab  von  gleichmässiger  Dicke  ruht  mit  seinem  unteren 
Ende  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  und  stützt  sich  mit  seinem  oberen  Ende 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  30 
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gegen  eine  glatte,  nnter  einem  Winkel  von  600  gegen  den  Horizont  geneigte  ebene 
Fläche;  der  Stab  macht  mit  dem  Horizonte  einen  Winkel  von  30  o,  die  dnrch  ihn  ge» 
legte  Yertikalebene  steht  senkrecht  auf  der  Schnittlinie  beider  Stützflächen,  das  Qe- 
wicht  G  des  Stabes  greift  in  seinem  Mittelpunkte  an.  Wie  gross  ist  die  Kraft  I\ 
welche  am  Fusse  des  Stabes  horizontal  wirken  muss,  um  sein  Gleiten  zu  verhindern?' 

p=iy3"(7. 

21.  Eine  Kugel  stützt  sich  auf  zwei  geneigte  Ebenen,  den  Druck  zu  finden,, 
welchen  jede  erfährt. 

Sind  El  und  iSg  diese  Pressungen,  ai,  a^  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  gegen 
den  Horizont  und  ist  G  das  Gewicht  der  Kugel,  so  erhalten  wir 

sm  («1  4-02)  ^***  («1  +  «2) 

Leibnitz,  Opera,  Tom.  III,  p.  176. 

22.  Eine  Kugel  wird  durch  den  Band  einer  kreisförmigen  Höhlung  in  dem  Fnss- 
boden  unterstützt,  ihr  Gewicht  greife  in  dem  Kugelmittelpunkte  an.  Den  Halbmesser 
der  Kugel  zu  finden,  wenn  der  ganze  Druck  auf  den  Band  ein  Minimum  ist. 

Wenn  a  der  Durchmesser  der  Höhlung,  dann  ist  der  verlangte  Halbmesser  der 

Kugel  gleich  — =• 

y3 

23.  Eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C  wird  auf  einer  geneigten  Ebene  A  B 
durch  einen  gewichtslosen,  horizontalen  Faden  BC  gehalten;  ihr  Gewicht  greife  in 
ihrem  Mittelpunkte  C  an.    Die  Spannung  von  BC  zu  finden. 

Wenn  G  das  Gewicht  der  Kugel  und  a  der  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene 
gegen  den  Horizont  ist,  so  ist  die  Spannung  T  des  Fadens  gegeben  durch 

T  =  Gtga. 

24.  Ein  gegebenes  Gewicht  P  wird  durch  den  Band  einer  homogenen  hohlen 
Halbkugel  unterstützt,  welche  auf  eine  horizontale  Ebene  gestellt  ist.  Welches  ist  die 
Buhelage  der  Schale? 

Wenn  G  das  Gewicht  der  Schale,  r  der  Halbmesser  der  Kugel,  c  der  Abstand 

ihres  Schwerpunktes  von  ihrem  Centrum  ist,  und  •&•  die  Neigung  der  Aze  der  Schale 

gegen  die  Vertikale  bezeichnet,  so  ist 

.    ^      ^^ 
^         Oc 

25.  Ein  starrer,  gewichtsloser  Stab  geht  durch  zwei  feste,  glatte  Bing^,  durch 

eine  Kraft  P  wird  er  in  der  Bichtung  seiner  Länge  gegen  eine  Ebene  getrieben,  mit 
welcher  er  den  Winkel  a  einschliesst.    Welches  ist  der  Druck  N  auf  die  Ebene? 

N  =  Pcoseca. 

26.  Ein  Ende  eines  Stabes  vom  Gewichte  G  ist  auf  eine  glatte  horizontale 
Ebene  gebracht,  das  andere  Ende,  an  welchem  ein  Faden  befestigt  ist,  stützt  sieb 
gegen  eine  glatte,  unter  dem  Winkel  a  zum  Horizont  geneigte  Ebene.  Der  Faden 
läuft  über  eine  glatte  Bolle  in  dem  Gipfel  der  geneigten  Ebene  und  hängt,  ein  Ge- 
wicht P  tragend,  vertikal  abwärts.  Welches  ist  die  Gleichung  für  die  Gleichgewichtslage? 

Wenn  a  die  Länge  des  Stabes,  h  die  Entfernung  seines  Schwerpunktes  von 
seinem  tieferen  Ende  ist,  so  wird  die  Gleichgewichtslage  durch  die  Gleichung  aus- 
gedrückt 

Pa  =  Gb  sin  a. 
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27.  Zu  finden  die  Gleichgewichtslage  eines  homogenen  Stabes,  dessen  eines 
Ende  sich  gegen  eine  vertikale  Ebene,  dessen  anderes  sich  gegen  die  innere  Fläche 
einer  halben  Hohlkngel  stfltzt. 

Es  sei  r  der  £[albmesser  der  Engelschale,  c  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes 
von  der  yeitikalen  Ebene,  2  a  die  Länge  des  Stabes,  a  der  Abstand  des  Angriffspunktes 
seines  Gewichtes  von  jedem  der  Stabenden,  -d'  die  Neigung  des  Stabes  gegen  den 
Horizont  und  q>  diejenige  vom  Halbmesser  des  Punktes,  wo  der  Stab  gegen  die  Halb- 
kugel drückt,  alsdann  hängt  die  Gleichgewichtslage  von  den  Gleichungen  ab: 

tgg>  =  2tg'9',        2aco8ä-==rco8q>-{-c, 

28.  Ein  Stab  AB  (Fig.  182)  lehnt  sich  gegen  einen  glatten  vertikalen  Pfahl 
CD.   Das  Ende  A  sei  durch  einen  Faden  ^D,  welcher  bei2>  befestigt  ist,  verhindert 

^^    die  Horizontale  A  D  entlang  zu  gleiten.    Die  Spannung  des  Fadens 
zu  finden. 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  A8  =  a,  GDz=zh, 
AD  =  c,  6^  das  Gewicht  des  Stabes,  in  8  wirksam,  T  die  gesuchte 
Spannung,  dann  ist 

T=       ^^^       G 

y(52ip^2)3 

29.  Ein  gerader  stabförmiger  EOrper  AB  (Fig.  166,  S.  449)  stützt  sich  auf 
einen  festen  Funkt  E,  sein  tieferes  Ende  A  drückt  gegen  eine  vertikale  Wand  FF*. 
In  dem  Ende  B  des  Stabes  ist  ein  Gewicht  P  angehangen.  Die  Gleichgewichtslage 
zu  finden. 

Es  sei  <?  =  dem  Gewichte  des  Stabes,  wirksam  im  Punkte  5,  &  =  der  Ent- 
fernung des  Punktes  E  von  der  Linie  FF ^  AE=x,  a  =  der  Länge  des  Stabes, 

AS=:  -^t  dann  ist 


X  = 


P-^G 

Fontana,  Memorie  della  Societa  Italiana,  1802,  p.  630. 

Wenn  wir  ö  =  0  nehmen,  so  haben  wir  aj=  yo&2  bei  jeder  Grösse  von  P, 

Dieses  Problem  ist  von  Euler  besprochen  worden  bei  der  Erklärung  des  Prinzipes  der 
Buhe  von  Maupertuis. 

Acad.  des  Sciences  de  Berlin,  Tom.  VII,  p.  196. 

30.  Ein  Stab  stütze  sich  mit  einem  Ende  gegen  eine  glatte  vertikale  Ebene, 
sein  anderes  Ende  sei  durch  eine  Schnur  getragen,  welche  an  einen  festen  Punkt  der 
Ebene  gefesselt  ist.  Zu  bestimmen  die  Lage  des  Stabes,  seinen  Druck  auf  die  Ebene 
und  die  Spannung  'der  Schnur. 

Lasse  sein  h  die  Länge,  T  die  Spannung  der  Schnur,  2  a  die  Länge  des  Stabes, 
G  sein  in  seinem  Mittelpunkte  angreifendes  Gewicht,  R  seinen  Druck  auf  die  vertikale 
Ebene,  9>,  ^  die  Neigungen  des  Stabes  und  der  Schnur  gegen  die  Vertikale,  dann  ist 


.    ^       1  ,/l6a2-52  1     /I6a2 


^=Ww^    -1/^ 


-62 

4a2' 
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31.  Ein  Gewicht  G  hängt  von  einem  Stabe  BG  herab,  welcher  einen  Stütz- 
punkt bei  B  hat  (Fig.  183),  er  ist  durch  eine  Schnur  AB  gehalten,  welche  recht- 
winkelig zu  dem  Stabe  läuft.  D  ist  der  Mittelpunkt 
von  BG.  Zu  bestimmen  die  Grösse  und  Richtung  des 
Druckes  auf  den  Stützpunkt,  wenn  der  Stab  gewichtslos 
und  unter  einem  Winkel  von  30  ^  gegen  den  Horizont 
geneigt  ist. 

Lasse  sein  BD  =  GD  =  a,  X,  Ydie  vertikale  und 
horizontale  Componente  des  durch  den  Stab  auf  den  Stütz- 
punkt ausgeübten  Druckes,  dann  ist^       1  ._      1^,/ö" 

und  wenn  g>  die  Neigung  des  resultierenden  Druckes  li  zu  der  Vertikalen  bezeichiiet 

1 


Figur  183. 


R  =  G, 


^=3«. 


32.  Ein  homogener,  starrer  Stab  AB  (Fig.  184)  ist  in  einer  vertikalen  Ebene 
um  ein  Charnier  A  beweglich  und  lehnt  sich  gegen  eine  auf  derselben 
Ebene  befestigte  Stütze  GD.  Die  normale  Anstrengung  der  Stütze 
zu  bestimmen. 

Es  sei  ^J5  =  2a,  GD  =  h  2i.B AG  =  a,  2tAGD  =  ß,  G  das 
in  der  Mitte  von  AB  wirkende  Gewicht  des  Stabes.    Damit  ist  die 
Componente  des  Druckes  von  AB  auf  GD  rechtwinkelig  zu  C2>, 
welche  die  norir.ale  Anstrengung  der  Stütze  ist.  gleich 

1  sin  2  a  cos  {a  H-  ß) 
-n  Ga =  — : • 

2  h  sm  ß 

83.  Ein  gleichförmiger  Stab  ist  an  einem  festen  Punkte  durch  zwei  Schnüre 
von  ungleicher  Länge  mit  seinen  beiden  Enden  aufgehangen.  Zu  vergleichen  die 
Spannung  einer  jeden  Schnur  mit  dem  Gewichte  G  des  Stabes,  wenn  dasselbe  in  dessen 
Mittelpunkt  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht  wird. 

Es  mögen  a,  h  die  Längen  der  Schnüre,  P,  Q  ihre  Spann nngen  resp.  vorstellen, 
c  mag  die  Länge  des  Stabes  sein,  dann  ist 

P a Q_  h_       __ 

^  "  y2ä^^^b^^c^'      ö  "^  |72 ä2T2 &2^=^* 

34.  Eiü  gleichsehen kelig  rechtwinkeliges  Dreieck  stützt  sich  in  einer  vertikalen 
Ebene  mit  dem  rechten  Winkel  abwärts  auf  zwei  horizontale  Stifte,  welche  in  derselben 
horizontalen  Ebene  liegen  und  deren  Entfernung  von  einander  gleich  a  ist.  Die  Gleich- 
gewichtslage zu  finden. 

Es  sei  h  =  dem  Perpendikel  vom  rechten  Winkel  auf  die  Basis,  tl^  =  der  Neigung 

der  Basis  zum  Horizont,  dann  ist  d  =  0,  oder  ^  =  arcfcos  —  w— )• 

35.  Eine  quadratische  Platte  Z>J^(Fig.  185)  wird  in  vertikaler  Lage  von  zwei 
festen  Punkten  P  und  Q  getragen ,  welche  nicht  in  einer  horizon- 
talen Linie  liegen  und  von  einander  um  eine  Strecke  entfernt  sind, 
die  gleich  der  halben  Seite  des  Quadrates  ist.  Zu  finden  die  Gleich- 
gewichtslage. 

Wenn  a  die  Neigung  von  FQ,  ^  von  AE  zum  Horizont, 
dann  sind  die  Gleichgewichtslagen  durch  die  Gleichungen  gegeben 

*m2(2^-+-a)=^w2^. 
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36.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  gegebener  Länge  stützt  sich  gegen  einen  Stift 
in  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  mit  vertikaler  Axe  und  dem  Scheitel  als  tiefsten 
Punkt;  der  untere  Endpunkt  des  Stabes  fällt  mit  der  Curve  zusammen.  Den  Winkel 
zu  bestimmen,  welchen  der  Stab  mit  der  Axe  der  Parabel  macht,  wenn  sein  Gewicht 
in  der  Mitte  desselben  angreift. 

Wenn  a  die  Länge  des  Stabes  und  4  p  den  Parameter  der  Parabel  bezeichnet, 


so 


ist  der  verlangte  Winkel  r=2arc  (  co*  =  1^— )• 


37.  Ein  gleichförmiger,  starrer  Stab  von  der  Länge  a  kann  sich  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  um  seinen  Mittelpunkt  drehen.  An  das  eine  seiner  Enden  ist  eine 
Schnur  geknüpft,  welche  über  eine  feste  glatte  Bolle,  vertikal  über  diesem  Ende,  in 
einem  Abstände  h  von  ihm,  läuft,  und  ein  gegebenes  Gewicht  trägt.  Der  Stab  wird 
hierauf  durch  einen  Winkel  &  gedreht  und  bleibt  in  dieser  Lage  vermöge  einer  hori- 
zontalen Kraft  P,  senkrecht  zu  dem  Stabe  an  seinem  anderen  Ende,  in  Buhe.  Zu  finden 
den  Wert  von  ^,  wenn  P  ein  Maximum  ist. 

Der  verlangte  Wert  von  d  wird  durch  die  Gleichung  erhalten 

.    .^  &g 

20—37.    Walton,  p.  66—73. 

38.  Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  in  einer  vertikalen  Ebene  stützt  sich  mit 
den  Endpunkten  der  Grundlinie  auf  zwei  schiefe  Ebenen,  die  unter  sich  und  zur  Ebene 
des  Dreiecks  rechtwinkelig  sind.     Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Es  sei  2a  die  Basis,  h  die  Höhe  des  Dreiecks,  a  die  Horizontalneigung  der 

einen  Ebene,  &  die  verlangte  der  Basis,  so  findet  sich 

a  cos  2  a 
tg^  = p. 

a  Am  2  a  4-  ^  Ä 

39.  Zwei  Ecken  eines  Quadrates  in  senkrechter  Ebene  stützen  sich  auf  zwei 
schiefe  Ebenen.    Die  Gleichgewichtslage  zu  bestimmen. 

Sind  ai,  a^  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  gegen  den  Horizont,  ist  ß-  die  Hori- 
zontalneigung der  aufliegenden  Seite,  dann  ist 

sin[a.i  —  U]) 


tg^  = 


sin  («1  f  «2)  H-  2  sin  a^  sin  0.3 


40.  Ein  schwerer  Körper  liegt  auf  einer  schiefen  Ebene ;  ein  an  ihm  befestigter 
Faden  geht  über  eine  glatte  Bolle  und  trägt  am  anderen  Ende  ein  gegebenes  Gewicht  ^« 
Bestimme  den  Druck  auf  die  Ebene  und  die  Gleichgewichtslage. 

Es  sei  a  die  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont,  ^  die  Neigung  des  von 

dem  Körper  ausgehenden  Fadenteiles  zu  der  Falllinie  der  Ebene,  G  das  Körpergewicht, 

dann  ist 

G 


JR^  Gcosa  —  y^-  —  G^  sin^  a,  C08^=^  sina. 

38 — 40.    V.  Zech,  Aufgabens.  für  die  theoret.  Mechanik. 

41.  Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  liegt  in  einer  glatten  hohlen  Halbkugel, 
seine  drei  Winkelpunkte  berühren  die  Hohlfläche.  Zu  finden  die  Lage,  in  welcher  das 
Dreieck  ruhen  wird. 
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£s  sei  a  =  der  Länge  eines  Schenkels,  h  =  dex  Höhe  des  Dreiecks.  r  =  dein 
Radios  der  Halbkugel,  &  =  der  Neigung  des  Dreieckes  zu  der  Vertikalen,  dann  ist 

42.  Eine  homogene  kreisrunde  Platte  ist  mit  ihrem  Mittelpunkte  auf  eine 
Stfltze  gelegt.  Zu  finden,  in  welchen  Punkten  ihres  ümfanges  drei  Grewiehte  Vx,  tr2,  «ts 
auflegt  sein  müssen,  damit  die  Platte  in  horizontaler  Lage  ruhen  kann. 

Wenn  ^ij&Zf'^  ^^^  zwischen  den  Radien  der  Punkte  (1C2,  Vg),  («^si^i)«  (^if  ^s)* 
wo  die  Gewichte  aufgelegt  sind,  eingeschlossenen  Winkel  bezeichnen,  so  ist 

21172^3  2tt7itt78  2l<7ilC2 

43.  Eine  Halbkugel  ist  mit  ihrer  Basis  nach  unten  zwischen  zwei  vertikalen, 
•ie  berfihrenden  Ebenen  befestigt.  Ein  Stab  von  gegebener  Länge  und  Gewicht  stfttzt 
sich  auf  die  Halbkugel  und  die  bis  zu  einer  Hohe  des  Kugeldurchmessers  reichende 
Ebene,  während  eines  seiner  Enden  gegen  die  andere  unbegrenzte  Ebene  drfickl  Za 
finden  die  Pressungen  des  Stabes  auf  die  Ebenen  und  die  Halbkugel,  sowie  die  grOsste 
Länge  des  Stabes,  für  welche  hier  noch  ein  Druck  auf  die  Halbkugel  stattfinden  kann. 

Es  sei  r  der  Radius  der  Halbkugel,  2  a  die  Länge  des  Stabes,  R  der  Druck  auf 
die  horizontale  Begrenzung  der  einen  Ebene,  S  derjenige  auf  die  unbegrenzte  Ebene, 
T  der  Druck  auf  die  Kugel,  G  das  Gewicht  des  Stabes,  wirksam  gedacht  in  dessen 
Mittelpunkt.    Damit  wird  gefunden  werden 

32a-25r  3  125  r- 32a 

^'=       80r      ^'        *-T^'        ^- 8Ö7 ^- 

125 
Mit  a  =  "ö^g-  r  ist  der  Druck  auf  die  Kugel  gleich  Null. 

41—43.    Walton,  p.  73  u.  74. 

44.  Ein  Stab  stützt  sich  gegen  den  Boden  und  gegen  eine  Thür  mit  vertikaler 
Drehaze  und  hebt  dieselbe  beim  öffnen.  Welches  Moment  ist  erforderlich,  um  die 
Thür  festzuhalten? 

Die  Coordinatenebenen  seien  so  gelegen,  dass  die  Ebene  der  xy  mit  dem  Boden, 
die  Ebene  der  xe  mit  der  geschlossenen  Thür  zusammenfalle  und  die  Drehaze  Axe 
der  z  sei.  Die  Coordinaten  des  Stützpunktes  des  Stabes  am  Boden  seien  a;  =  — a, 
y  -  0,  z  =  Ot  und  des  Stützpunktes  an  der  Thür  x  -  a,  y  =  0,  fr  =  -f-  6.  Wird  die 
Thür  um  den  Winkel  a  gedreht,  so  ist  das  zum  Gleichgewichte  erforderliche  Moment, 
wenn  das  Gewicht  G  der  Thür  in  ihrem  geometrischen  Mittelpunkt  angreift,  gleich 

a2  sin  a 


G. 


V.  Zech. 


j/r- 


-hia^sipfi^ 


45.  Eine  dreieckige  Platte  hängt  mittelst  dreier  paralleler,  an  ihren  Ecken 
befestigter  Schnüre  und  trägt  einen  schweren  Punkt.  Beweise,  dass  —  wenn  die  Schnüre 
von  gleicher  Stärke  sind  —  ein  schwererer  Punkt  in  dem  Schwerpunkte  als  an  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Platte  getragen  werden  kann. 

46.  Drei  Kräfte,   welche  durch  die  Strecken  — i  -j-t  —   repräsentiert  werden, 

wirken  in  den  Winkelpunkten  eines  Dreieckes  ABC,  das  bei  C  rechtwinkelig  ist,  in 
den  Richtungen  der  Seiten,  wie  sie  folgen.    Beweise,  dass  die  Resultante  dargestellt 
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-g-^-g — g,  dass  sie  zu  AC  geneigt  ist  unter  einem  Winkel 

cos  =  —  I  und  dass  sie  B  C  in  einem  Abstände  —  von  G  schneidet,  a,  ft,  c 

yas  -^  66/  a 

«ind  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC. 

47.  Wenn  die  Kräfte  P,  Q,  jß,  welche  in  dem  Mittelpunkte  einer  kreisförmigen 
Platte  entlang  den  Halbmessern  OA,  OB,  OC  wirken,  äquivalent  sind  den  Kräften 
P'jQ'^R'f  welche  entlang  den  Seiten  Bot  CA,  AB  des  Dreieckes  ABC  wirken,  be- 
weise, dass 

P.F     Q,Q'     R,R 
BC  ^  CA  ^AB^^"^^' 

48.  Zeige,  dass  ein  System  von  Kräften,  welches  in  einer  Ebene  wirkt  und  durch 
die  Seiten  eines  Polygons  dargestellt  ist,  äquivalent  ist  einem  Paar,  dessen  Moment 
•durch  die  doppelte  Fläche  des  Polygons  gegeben  ist. 

49.  Drei  Kräfte  wirken  in  den  Ecken  eines  Dreieckes  und  sind  im  Gleichgewichte; 
•eine  Kraft  halbiert  den  Winkel,  an  welchem  sie  wirkt,  die  anderen  zwei  Kräfte  machen 
gleiche  Winkel  mit  der  diesem  Winkel  gegenflberliegenden  Seite.  Zeige,  dass  die  Kräfte 
proportional  sind  den  ihren  Angriffspunkten  gegenflberliegenden  Seiten. 

50.  Vier  ungleiche  Kräfte  P,Q,R^S  wirken  auf  einen  festen  KOrper  entlang 
den  Seiten  OA,  OB,  OC,  CO  eines  Quadrates  OABGO.  Beweise,  dass  hier  eine 
«inzige  resultierende  Kraft  sein  wird  mit  der  Gleichung 

(ö-iS)a;-*-(Ä-P)y  =  a(Q  +  Ä), 
wenn  OA,  OC  als  Coordinatenaxen  genommen  sind,   a  die  Seite  des  Quadrates  be- 
zeichnet, und  dass  die  Grösse  dieser  Resultanten  =  y{P  —  R)'^-h{Q  —  Sy^  ist 

51.  Eine  dreieckige  Platte  mit  den  Seiten  a,hfC  hängt  von  einem  festen  Punkte 

mittelst  an  ihre  Ecken  gefesselter  Fäden  herab ;   a,  i%  y  seien  die  Längen  der  an  die 

Ecken  gekntlpften  Fäden  gegenüber  a,  6,  c.    Beweise ,  dass ,  wenn  die  Ebene  der  Platte 

horizontal  ist, 

a2 -4-3  a«  =  &2 -h  3  j92  =  024-872 


Dritter  Abschnitt. 

Grleichgewicht  mehrerer  Körper. 

1.     AB  (Fig.  186)  ist  ein  Stab,  welcher  sich  um  seinen  Mittel- 
punkt D  drehen  kann.    Ein  Stab  CE,  beweglich  um  den  Punkt  C  durch 

ein  Charnier  in  der  vertikalen  Linie  durch  D,  wird  ge- 
drückt von  dem  Stabe  ^  J5  im  Punkte  A  vermöge  eines 
in  seinem  Ende  B  angebrachten  Gewichtes  P.  Beide 
Stäbe  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.  Das  Gewicht  des 
Stabes  AB  sei  unbedeutend,  das  Gewicht  O  des  Stabes 
C  E  greife  in  seinem  Schwerpunkte  S  an.  Welches  ist  die 
Gleichgewichtslage  desSystemes,  wennCD==  J.D=JBZ)ist? 

Figur  186. 
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Es  8ä  AD  =  OD  =  BD  =  a,  2^ÄCD  =  ^,  SC=h,  R  die 
Wirkung  und  Gegenwirkung  der  zwei  Stäbe  bei  Ä,  Damit  erhalten  wir 
für  das  Gleichgewicht  von  ÜE,  Momente  um  C  nehmend, 

R2acos^  =  Gbsinß, 
und  für  das  Gleichgewicht  von  AB,  Momente  um  D  nehmend, 

Baoo8e  =  Pasin2^,     oder     B  =  Psm2&. 
Durch  diese  zwei  Gleichungen  bekommen  wir,  indem  wir  R  eliminieren^ 

Gb8in^  =  2Pa8in2'^  =  APastn  ^  cos  e, 
und  daher 

^  =  0,     oder    co8&=^-r-  ^^ 

4aP 

Resultate,  welche  die  verlangten  Lagen  des  Stabes  bestimmen. 

Walton,  p.  89. 

2.  Zwei  glatte  schwere  Balken  AB,  CD 
(Fig.  187)  befinden  sich  in  derselben  vertikalen 
Ebene  und  können  sich  in  ihr  um  die  Punkte  A 
und  C  drehen,  welche  in  einer  Horizontalebene 
liegen;  bei  D  stützt  sich  der  Balken  AB  auf 
den  Balken  CD.  Die  Gleichgewichtslage  zu 
Figur  187.  finden. 

Es  seien  Si ,  S2  die  Schwerpunkte  der  Balken ,  Gi ,  G2  ihre  daselbst 
vertikal  abwärts  wirkenden  Gewichte,  Ri ,  R^  die  gegenseitigen  Widerstände 

der  Balken  AB,  CD  in  D.    Ferner  sei  ASi  =  a,  CD  =  6,  CS2  =  y 

AG  =  c,  2i.BAC='&,  2i,ACD  =  (fK    Für  das  Gleichgewicht  von  AB 
haben  wir  nun,  Momente  um  A  nehmend, 

Gia€08^  =  Ri.AD^R^  h~^.  (1> 

8in  & 

und  für  das  Gleichgewicht  von  CD,  C  als  Drehpunkt  ansehend, 

02  ^C08(p:=^R2^  «'w  ^  CD  J?2  =  R\hC08  2^.  CDA, 

weil  i?2  =  —  J^\  sein  muss, 

C2^co8g)  =  —  Rib  C08  {d  ■+-  (p).  (2> 

Durch  Elimination  von  Ri  aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

2  öl  a  cos  '&  sin  S^  cos  {^  +  (p)  =  G2  b  cos  (p  sin  y .  (3) 

Weiter  ist 

c sin  {■&  •+■  (f)  ... 

und  mithin  sind  die  Werte  von  &,g)  durch  (3)  und  (4)  bestimmt;  die 
Keaktion  Ri  folgt  sodann  aus  (2). 
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3.     In  einer  vertikalen  Ebene  liegen  zwei  gleiche- 
Balken  AC^  BC,  die  sich  in  ihren  oberen  Enden  C 
stützen,  woselbst  das  Gewicht Pangehangen  ist  (Fig.188), 
die  unteren  Enden  sind  mit  dem  horizontalen  Balken 
,Q  s      AB  verzapft.     Es  soll  die  Spannung  T  des  Balkens- 

Figur  188.  A  C  bestimmt  werden. 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Balkens  A  C,  in  dem  sein  Gewicht  G 
angreife,  a  seine  Neigung  zum  Horizonte,  AC^=^a^  AS  =  b,  R  die  Re^ 
aktion  in  A  senkrecht  zu  A  B,  Q  die  Kraft  in  C,  welche  von  dem  Gewichte^ 
P  und  der  Beaktion  des  Balkens  B  C  herrührt  und  deren  Richtung  C  Q 
mit  OA  den  unbekannten  Winkel  ^  einschliesse ,  so  dass  im  Punkte  C 
das  Gewicht  P  und  die  beiden  Reaktionen  Q,  Q  thätig  sind. 

Für  den  Balken  A  C  nehmen  wir  A  als  Momentenpunkt ,  zerlegen 
die  Kräfte  horizontal  und  vertikal  und  erhalten  dadurch  die  Bedingungen 
T'-Qco8{a—'&)  =  0,     (1)         Ä— ö  — $Äm{a  — ^)  =  0,     (2) 

Gbcosa  —  Qa»?na=0,     (3) 
ferner  muss  noch  für  den  Punkt  C  die  Gleichung  erfüllt  sein 

2Q8m{a  —  a)  —  P=zO.     (4) 
Diu'ch  (1)  und  (4)  bekommen  wir 


T^-^Pcotgia  —  e). 


Mit  (3)  und  (4)  ist 


Gbcosa  =  -^Pa 


sin  ^             1  _,    sin  \a  —  (a  - 
—  —  jf-*  fi '   —       

sin  {a  —  ^)       2  sin  (et  —  ö) 


*)! 


=  -^Pa\sinacotgia  — d)  —  cosa  (, 


daher 


und  mithin 


cotg  {a  —  0)  = 


2Gb-hPa 


T= 


2Gb 


Pa 
Pa 


cotg  a, 


2a 


cota  ce. 


Hiernach  ist  die  Spannung  T  um  so  kleiner,  je  grösser  a  und  je  kleiner 
b  gegen  a  ist.    Noch  finden  wir  mit  (2)  und  (4)  als  Reaktion  im  Punkte  A 

R=^G^\p, 


4.  Zwei  in  einer  vertikalen  Ebene  gelegene- 
Balken  AB,  AC  (Fig.  189)  stützen  sich  auf  der 
horizontalen  Ebene  DE  m  dem  Punkte  A  gegen  ein- 
ander und  mit  den  Enden  J5,  C  gegen  zwei  vertikale 
Ebenen  EB,  DC,  welche  rechtwinkelig  zu  der  Lot- 
ebene durch  die  Balken  sind.     Die  Längen  a  und  b^ 
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^f»\h  i'j:  Getricr,^^  Gi  t*l4  <r2  d^r  Balk^,  welche  iLn  defen  llnt«  Tcrtikal 
zhvirj^  wirketL  ^:A  bekan&t.  Es  aAi  die  Entfemiing  der  heuern  Totzkalen 
Er>^4en  TOü  ffxZiajAKX  \rfr*tiTüiiit  irerden.  wenn  der  Wtakel  BACm  recnter 
Winkel  L^t, 

Der  Balken  AB  wird  durch  äeio  Gewich:  Gt,  die  fieaktioa  £i  in 
JJ  ar*d  die  id  A  aaf  ihn  wirkeoden  Widerstände  im  Gleichgewichte  ge- 
halten. Mit  dem  Momeotenpankt  A  treten  letztere  in  der  Bedingirags- 
^ichung  nicht  aut  welche  —  wenn  wir  noch  2i,BAE=^^  setzen  —  ist 

Gl  2<ro*^  — i?i  a«ji^  =  0.  (1) 

Ffir  den  Balken  A  C  bekommen  wir  in  gleicher  Weise 

Gl  2*''*^  ~  ^2  hcos^  =  0.  (2) 

Denken  wir  uns  jetzt  die  beiden  Balken  im  Gleichgewichte,  so  können  wir 
die^lben  als  ein  Svätem  ansehen,  indem  sie  dann  bei  C  fest  mit  einander 
rerbunden  erscheinen,  alsdann  müssen  noch  die  Bedingungen  «rfuUt  werden, 
wenn  V  den  Tertikaien  Widerstand  der  Ebene  DE  in  A  bezeichnet. 

Ri  -JU  =  0,     (3)  V-Gx  — {?2  =0.     (4) 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  bekommen  wir  nnn 

ö,  co$^  4f  —  G2Sin^^  =  0,     folglich     tg^  =  y^' 
Durch  die  Geometrie  ist  aber  DE  =  acosß -hösinS^  mithin  auch 

I)E=^  ■^^-  =r  ^V^  +  ^V^, 
womit  der  verlangte  Abstand  der  beiden  vertikalen  Ebenen  gefunden  ist. 

5.  In  einer  vertikalen  Ebene  sind  drei  Balken  AD,  AE,  BC  in  A, 
J3,  C  durch  Charniere  verbunden ;  A  E  ist  lotrecht  und  in  E  befestigt, 
A  D  ist  horizontal.     In  D  ist  ein  Gewicht  G  aufgehangen  und  soll  der 

Druck  auf  die  Charniere  gefunden    werden,  wenn   die 
Balken  gewichtslos  gedacht  werden.    (Fig.  190.) 

Vermöge  seiner  Verbindung  in  B  und  C  mit  den 
zwei  anderen  Balken  kann  der  Balken  BC  nur  in  der 
Richtung  seiner  Länge  eine  Wirkung  ausüben,  es  sei  T 
diese  Druckkraft,  welche  derselbe  in  der  Sichtung  CB 
jgur  00.         ^^j  ^  ^^^   .^  ^^^  Richtung  B  C  BMt  O  ausübt.     Den 

auf  A  ausgeübten  Druck  zerlegen  wir  nach  BA,  J^  C  in  die  Componenten 
JC,Y,  2iAB(J  m  =a,  BC=a,  BD  =  b.  Der  Balken  AD  wird 
von  den  Kräften  JT,  F,  T  und  G  im  Gleichgewichte  gehalten.  Zerlegen 
wir  nun  die  Kräfte  horizontal  und  vertikal  und  nehmen  Momente  um  5, 
ao  ergeben  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 
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a—Tsina-h  r=0,     Tco8a  —  J[=0,     Gb—  Yacoaa^  0, 
aas  denselbeu  folgt: 


F= 


ö.     T= 


acosa 


6r,      -i  = 


acosa 


G. 


Figur  191. 


acosa  asm  acosa  asina 

Würden  die  drei  Balken  A^  B,  C  fest  mit  einander  verbunden  sein,  so  er- 
folgt die  Wirkung  von  B  C  nicht  notwendig  nach  seiner  Richtung,  sie  wäre 
dann  unbestimmt,  der  Balken  BC  könnte  sogar  dann  hinweggenommen 
werden,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  gestört  würde. 

6.  Zwei  Balken  A O,  BC (Pig.  191)  in  einer 
vertikalen  Ebene  sind  bei  C  durch  ein  Charnier  ver- 
bunden und  ruhen  auf  zwei  in  derselben  horizontalen 
Ebene  liegenden  Bolzen  D,  E.  Die  Gleichgewichts- 
lage zu  finden. 

Es  seien  Äi,  82  die  Schwerpunkte,  öj,  Gg 
die  Gewichte  der  Balken  J.C,  B C,  Bi,Ä2  die 
Eeaktionen  in  D,  E  rechtwinkelig  zu  ^  O,  BO;  2^  CD  E=^,  2i.CED 
=  y,  CSi=ai,  082  =  02,  I)E=b. 

Der  Balken  A  C  ist  unter  der  Wirkung  der  Kräfte  öj ,  Äj  und  des 
unbekannten  Widerstandes  bei  C  im  Gleichgewichte,  so  dass,  wenn  C  als 
Momentenpunkt  betrachtet  wird,  sein  muss 

Bi.CD  —  GiaiC08^  =  Q,  (1) 

An  dem  Balken  B  C  sind  thätig  ög,  R2  und  der  Widerstand  bei  C,  wes- 
halb gleicherweise 

Ä2 .  CE—  G2  02  cos 9  =  0.  (2) 

Im  Gleichgewichtszustande  bilden  die  zwei  Balken  ein  festes  System  mit 
den  Kräften  öi,Ö2,  ÄiiJRg^  ^^  welche  die  beiden  Bedingungen  bestehen 
müssen 

Bi cos >&  -{-  R2  cos  fp  —  Gl  —  Ö2  =  0,  (3)  Risin <}  —  R2  sin  y  =  0.  (4) 
Für  das  Dreieck  DEC  bestehen  die  geometrischen  Relationen 

sin{&  +  <f)       ^  '  fnn{p-¥<f) 


(6) 


Nun  bekommen  wir  mit  (1)  und  (5),  sowie  mit  (2)  und  (6) 


*    ^  ciicos ^ sin {'&'{- (f) 


R2  =  0^2 


a2  cos  qj  sin  {&  -\-  q>) 


b  sin  ip                        '"          "  b  sin  <p 

Die  Einführung  dieser  Werte  von  Äi    und  R2  in  die  Gleichungen  (3) 
und  (4)  giebt 

^^  \  b  sin  a>  hsind-     J 


b  sin  (f 
Gl  öti  sin^  ^ cos  ^  —  Ö2  «2  *2n*  ip  cos  <]p  =  0. 
Diese  beiden  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  von  i^  und  (f. 


(7) 
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Sind  die  beiden  Balken  einander  gleich,  ist  also  ai  =  a^^  Öi  =  ög, 
dann  gehen  die  Gleichungen  (7)  über  in 

—  =  sin  (^  +  0))  (  — : 1 r— r-  1»  Sfn^  0^  cos  ^  —  8?n^  a)C08(p  =  0.     (8) 

Ol  ^     \8in(p  SIW&J  XX 

Aus  den  Gleichungen  (8)  folgt 

^  =r  y,      und      1  —  C08^  O  -4-  C08  ^  COS  (f  -f-  cos^  g).  (9) 

Mit  ^  =  g)  bekommen  wir  durch  die  erste  der  Relationen  (8) 


cos 


.^f 


2ai 


Die  Balken  liegen  in  diesem  Falle  gegen  die  durch  C  gehende  Vertikale 
symmetrisch  Da  die  Gleichungen  (8)  in  Beziehung  auf  ^  und  y  symme- 
trisch sind,  so  giebt  es  noch  zwei  unsymmetrische  Gleichgewichtslagen, 
welche  in  Bezug  auf  die  erstere  auf  jeder  Seite  ähnlich  liegend  sind  und 
aus  den  (8)  folgen. 

7.    Zw6i  Kugeln  Oi  und  O2  ruhen  auf  zwei  glatten  geneigten  Ebenen 
Ä  Ci  und  Ä  O2  und  drücken  gegeneinander.    Ihre  Lage  ist  zu  bestinmien. 

Lasse  sein  öi ,  O2  die  Gewichte  der  Kugeln 
Oi,02,  R  ihre  gegenseitige  Reaktion,  ai^a^  die 
Neigungswinkel  der  Ebenen  ACi,  AC^  gegen  den 
Horizont  (Fig.  192),  ^5^  die  Horizontalneigung  der 
die  Mittelpunkte  der  Kugeln  verbindenden  Linie 
O1O2. 
Für  das  Gleichgewicht  der  Kugel  Oi  ist,  wenn  wir  die  Kräfte  R 
und  Gl  parallel  und  senkrecht  zu  ÄCi  zerlegen 

R  cos  (ai  4-  ^)  ■—  ff  sin  «i  =  0, 
und  für  dasjenige  der  Kugel  O2  durch  Kräftezerlegung  parallel  und  senk- 
recht zu  AC2 

R  cos  («2  —  ^)  —  ff  sin  «2  —  0. 
Eliminieren  wir  nun  R  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen,  so  ist 

Gisin  «1  cos  («2  —  ^)  =  02  ^n  «2  <^os  (ai  H-  S)^ 


und  daher 


Figur  192. 


Walton,  p.  90. 


Gj-hG2 


8.  Eine  glatte  Kugel  LM  (Fig.  193)  vom 
Halbmesser  OM=r  und  dem  Gewichte  öi  liegt 
auf  einer  glatten  Ebene  AM^  welche  unter  einem 
Winkel  a  zum  Horizonte  geneigt  ist,  und  wird  durch 
einen  um  A  in  einer  vertikalen  Ebene  durch  den 
Kugelmittelpunkt  beweglichen    Stab   A  B  von    dem 
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Gewichte  ög,  welches  im  Punkte  S  angreift,  und  der  Länge  a  im  Gleich- 
gewichte gehalten,  wobei  A  S  =  ^  ist.    Das  System  soll  bezüglich  der  an 

ihm  wirkenden  Kräfte  untersucht  werden. 

Es  sei  Ri  die  Reaktion  in  L  zwischen  Kugel  und  Stab,  senkrecht 
zu  AB,  B2  diejenige  in  M  zwischen  Kugel  und  Ebene,  senkrecht  zu 
AM,  2i.BAM=2&. 

Der  Stab  A  B  wird  durch  die  Kräfte  Bi  und  G^  im  Gleichgewichte 
«rhalten,  so  dass,  wenn  wir  Momente  um  A  nehmen,  die  Bedingung  be- 
stehen muss 

it'i . ^  L=Ö2  I CO8 (a  -+-  2 ^),  oder  Ri  r  cotg i^  ^G^^cosia-^^  &).     (1) 

Die  Kugel  wird  durch  die  in  den  Richtungen  LO^  MO  wirkenden  Wider- 
stände Äi ,  jF?2  und  ihr  Gewicht  Gi ,  welches  in  ihrem  Mittelpunkte  O 
angreifen  möge,  im  Gleichgewichte  erhalten.  Indem  wir  die  Kräfte  pa- 
rallel und  senkrecht  zu  der  geneigten  Ebene  zerlegen,  gelangen  wir  zu 
den  Bedingungen 
Rx8}n2d^—Gi8ina  =  Q,       (2)      R^  +  G^cosw  R^  co82^  =  0,     (3) 

Aus  (2),  sowie  aus  (2)  und  (3)  folgt 

■ 
SfTl  et 

Ri  =  Gl    .         >  (4)  R2  =  öl  8in  a  cotg  2  ^  —  Ö2  C08  or,      (5) 

wodurch  die  Beaktioneu  bestimmt  sind,  wenn  ^  gegeben  ist. 

Durch  (1)  und  (2)  erhalten  wir,  indem  wir  R^  eliminieren, 

8in2&cos  (a  ■+■  2^)  =  2 -—- 8in a cotg 4^.  (6) 

6-2  ci 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Winkel  2i^  und  erhalten  wir  dann  mit 
{4)  und  (5)  die  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Reaktionen  Ri 
und  R2. 

9.  Drei  Kugeln  Oi,  O2,  O3  (Fig.  194)  sind  in  dem  Inneren  einer 
Hohlkugel  in  Berührung  gebracht;  eine  durch  den  Mittelpunkt  C  der 
Hohlkugel  gelegte  vertikale  Ebene  enthalte  die  Mittelpunkte  der  drei  ho- 
mogenen schweren  Kugeln.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  der  drei 
Kugeln? 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Hohlkugel, 
Ol  ,  O2 ,  O3  seien  die  Mittelpunkte  der  schweren 
Kugeln,  öl,  Ö2,  Ö3  ihre  Gewichte.  Ziehe  Oi  ö, 
O2Ö,  O3C.     Nehme  ÖOi=ri,  C02=r2,  C03=r3, 

pignr  194,  4:  Ol  OO2  =  «,  2j:  02(703=/?,  ^  =  der  Neigung 

von  CO2  zum  Horizonte. 
Damit  ist,  weil  die  Reaktion  der  Hohlkugel  auf  jede  der  drei  mas- 
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siven  Kugeln  durch  den  Punkt  C  geht,  für  das  Gleichgewicht  der  drei 
Kugeln,  Momente  um  C  nehmend  und  beachtend,  dass,  wenn  jede  der 
Kugeln  im  Gleichgewichte,  sie  auch  in  Buhe  sein  würden,  wenn  sie  fest 
miteinander  zu  einem  Körper  verbunden  wären, 

Gl  rico8{& —  «i)  +  G2  r2  cos^-^  ög  ^3  co8{d^  -h  «2)  =  O1 

Gl  Vi  {cos  «1  +8171  «1  tg  ^)  -f-  6r2  r2  +  Gz  rs  {co8  «2  —  *2n  «2  ^9  ^)  =■  ^j 

Gz  rz  CO8  «2  +  Ö2  r2  4-  Gi  ri  cos  «i 


und  daher 


tff^  = 


Gz  rz  sin  a^  —  Gi  ri  sin  «i 


10.  Ein  hohler  Cylinder  steht  auf  einer  horizontalen  Ebene.  Ein 
starrer,  gewichtsloser  Stab  geht  in  einer  vertikalen  Ebene  durch  die  Axe 
des  Cylinders  über  dessen  oberen  Rand  hinweg  und  stützt  sich  gegen 
seine  innere  Fläche.  Ein  gegebenes  Gewicht  ist  an  dem  höheren  End- 
punkte des  Stabes  befestigt  und  der  Cylinder,  welcher  auf  der  Ebene 
durch  ein  kleines  Hindernis  am  Gleiten  verhindert  ist,  befindet  sich  ge- 
rade in  dem  Zustande  überzukippen.  Das  Gewicht  des  Cylinders  soll  be- 
stimmt werden. 

Lasse  sein  (Fig.  195)  a  =  der  Länge  des  Stabes 
AEB,  ÄE  =  x^  c=  dem  Durchmesser  des  Cylin- 
ders, G  =  seinem  Gewichte ,  welches  in  seinem  geo- 
metrischen Mittelpunkte  S  angreife,  ^  =  der  Neigung 
von  Ä  B  zum  Horizonte,  jßi ,  222  die  Reaktionen  des 
Cylinders  auf  den  Stab, 
pjg^y  igj  Für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  bekommen 

wir,  indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  demselben  zerlegen 
und  Momente  um  E  nehmen, 

Bi  cos ^—Psin^=0,  (1) 

Rixsin^  —  T(a  —  a7)co«^  =  0,      oder,  weil      xcos^=c^ 

BiCsinO  —  P{acos^--c)cos^  =  0.  (2) 

Durch  (1)  und  (2)  ist 

c sin^ e  =  (aoos^  —  c) oos^ ^,  cosO^y  -'  (3) 

a 
_      2  8 

folglich  (a  —  x)eos^=.'^c\a^—  c^). 

Für  das   Gleichgewicht  des  Cylinders  und   Stabes,   beide  als   ein 
System  ansehend,  erhalten  wir,  Momente  um  O  nehmend, 


1  _     ^ 

G  .  2  <?  =  P{a  —  x)  cos^  =  P ^'c{a'^ 

Mit  (1)  und  (3)  ist  die  Reaktion  in  Ä 


t        2 

0  =  2P^^^.      (4) 


Vi 


>2 
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8  3 

Ri=P\/    -~~^—'      .  (5> 


c^ 


Indem  wir  noch  die  auf  den  Stab  wirkenden  Kräfte  in  vertikaler  und 
horizontaler  Eichtung  zerlegen,  muss  auch  sein 

P  =  R^co8e,  womit  i?2  =  —  =  pV—^     mit  (3).  (6> 

C08&  ^       C 

Die  Gleichung  (4)  bestimmt  das  Gewicht  des  Cylinders,  die  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  geben  die  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  des^ 
Stabes. 

11.  Eine  Kupel  und  ein  Kegel  von  gegebenen  Gewichten  befinden 
sich  auf  zwei  geneigten  Ebenen  und  berühren  sich  gegenseitig.  Der 
Schnitt  der  Ebenen  ist  eine  horizontale  Linie.  Die  vertikale  Ebene  durch 
die  Kegelaxe  und  den  Kugelmittelpunkt  ist  senkrecht  auf  der  Schnittlinie 
beider  Ebenen.     Zu  bestimmen  die  Gleichgewichtslage. 

Es  seien  (Fig.  196)  »i,  G^  difr 
Gewichte  der  Kugel  und  des  Kegels^ 
welche  wir  in  ihren  Schwerpunkten 
5i,  S2  wirksam  denken.  i?i  sei  die- 
Reaktion  der  Ebene  ABi  auf  di& 
Kugel,  B  die  gegenseitige  Reaktion 
der  Kugel  und  des  Kegels.  Wenn 
^*«""  ^''-  tp  den  Halbwinkel  des  Kegels  be- 

zeichnet, wird  ofifenbar  die  Richtung  von  R  einen  Winkel  (p  mit  der 
Ebene  AB^  machen.  Die  Ebene  AB^  wird  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst 
eine  Reaktion  auf  jedes  Element  der  Basis  des  Kegels  ausüben..  Die^ 
Resultante  aller  dieser  Reaktionen  wird  eine  Kraft  R2  sein,  welche  in 
einem  Punkte  E  der  Basis  des  Kegels  in  der  Linie  AB^  angreift,  a^^ 
aa  seien  die  Neigungen  der  Ebenen  ABi,  AB^  gegen  den  Horizont.  Für 
das  Gleichgewicht  der  Kugel  haben  wir  durch  Kräftezerlegung  parallel 
und  senkrecht  zu  der  Ebene  AB^i 

Gisin «1  —  R €08 («1  -h  a  2  —  y)  =  0,  (1) 

Ri —  OiC08ai  —  R8in(ai  -4-  «2  —  (p)  =  0,  (2) 

Die  Gleichung  der  Momente  ist  eine  identische  Gleichung,  weil  alle  Kräfte,, 
welche  wirken,  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen. 

Ferner  bekommen  wir  für  das  Gleichgewicht  des  Kegels,  indem  wir 
die  an  ihm  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  Ebene  AB^ 
zerlegen, 
Ö2  8in  «2  —  R  008  (p  =  0,        (3)       R2  —  Ö2  CO8  «2  —  R8in(p  =^  0,       (4) 
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und  Momente  um  S2  nehmen,  die  Linien  .EjBT,  mS^  durch  ä?,  y  darstel- 
lend, wobei  S2H-LAB2, 

i?2  x  —  Rycos  (f  =  0,  (5) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  ergiebt  sich 

Gl  ffin  ai        cos  («1  -}-  «2  — <f)  /isx 
;—  = ,                                          (6) 

■womit  tff^  fertig  bestimmt  sein  mag.  Diese  Relation  ist  die  einzige 
Bedingung,  welcher  der  Kegel  und  die  Kugel  unterworfen,  um  Gleichge- 
wicht zu  sichern.  Ebenso  ist  ersichtlich,  wenn  beachtet  wird,  dass  die 
^rei  Gleichungen  (2),  (4),  (5)  vier  unbekannte  Grössen  Ri,  R2,  oc,  y, 
jede  der  drei  Gleichungen,  in  welche  nicht  die  Gleichungen  (1)  und  (3) 
hineingezogen  sind,  wenigstens  eine,  einführen,  dass  es  hier  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Gleichgewichtslagen  giebt,  oder  dass,  wenn  tp  den  durch 
die  (6)  gegebenen  Wert  hat,  der  Kegel  und  die  Kugel  sich  berührend 
ruhen  werden,  wie  sie  auch  auf  die  beiden  Ebenen  gelegt  und  was  immer 
ihre  Grössen  sind. 

Die  Werte  von  9  sind  bestimmt  durch  (6);  R  wird  bestimmt  sein 
durch  (1)  oder  (3)  und  daher  jBi,  i?2  durch  (2),  (4).  Dann  mögen  wir 
durch  die  (5),  vorausgesetzt,  dass  y  gegeben  ist,  x  bestimmen;  y  kann 
nur  gegeben  sein  durch  die  Kenntnis  der  Grössen  des  Kegels  und  der 
Kugel  und  die  besondere  Gleichgewichtslage,  in  welche  sie  zu  stellen  vnr 
wählen  mögen. 

9-11.  Walton.  p.  90—93. 

12.  Zwei  gleichförmige  Stäbe  ^1  C,  A2C  in  einer  vertikalen  Ebene  ruhen  mit 
ihren  unteren  Enden  auf  einer  horizontalen  Ebene,  woselbst  sie  am  Gleiten  verhindert 
sind,  und  lehnen  sich  in  dem  Punkte  G  gegen  einander  in  der  Gleichgewichtslage. 
Zu  bestimmen  die  Relation  zwischen  ihren  Neigungswinkeln  zu  dem  Horizonte,  wenn 
die  kleine  gegenseitige  Berührungsfläche  bei  C  vertikal  ist. 

Es  seien  G\ ,  G2  die  Gewichte  der  Stäbe  ^j  C ,  A2C ,  q>it  92  ihre  Horizontal- 
oeigungen,  dann  ist 

Gl  cotg  q>i  =  G2  cotg  9)2»  oder  ^?J-^  =  ^. 

cotg  q>2      Gl 

Franchini,  Memorie  della  Societa  Italiana,  Tom.  XVI,  P.  I,  p.  237,  1813. 

13.  Mittelst  eines  unausdehnbaren  Fadens  sind  zwei  glatte  Cylinder  von  ge- 
gebenen Halbmessern  fest  aneinander  gebunden.  Zu  finden  das  Verhältnis  aus  der 
gegenseitigen  Pressung  zwischen  den  Cjlindern  und  der  Spannung  des  Fadens,  durch 
welche  der  Druck  hervorgebracht  ist. 

Wenn  ü  der  gegenseitige  Druck,  T  die  Spannung  des  Fadens,  rj,  r2  die  Halb- 
messer  der  Cylinder  sind,  dann  ist 

R  _  4  yri  rg 
r       ri-f-fg" 
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14.  Eine  schwere  Kngel  ist  auf  drei  ihr  gleiche  Engeln  gelegt,  welche  in  Ber 
rflhning  anf  einer  horizontalen  Ebene  rnhen.  Zn  finden  den  Dmek  anf  jede  nnd 
anch  die  Horizontalkraft,  welche  an  jeder  angebracht  werden  mnss,  nm  das  Gleichge- 
wicht zn  bewahren. 

Wenn  0  =  dem  Gewichte  einer  jeden  Kugel ,  R  =  dem  Drucke  auf  jede  und 
0=  der  verlangten  Horizontalkraft,  dann  muss  sein 


Y^  8/2 

15.  Eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C  ist  an  einen  festen  Punkt  0  durch 
einen  gewichtslosen  Faden  gefesselt  und  berührt  einen  gleichförmigen  Stab  OB,  wel- 
cher in  einer  vertikalen  Ebene  mittelst  eines  Chamieres  um  0  drehbar  ist.  Die 
Gleichgewichtslage  zu  finden. 

Ed  sei  (rj  =  dem  Gewichte  der  Kugel,  G^  =  demjenigen  des  Stabes,  r  =  dem 
Halbmesser  der  Kugel,  2  a  =  der  Länge  des  Stabes ,  h  =  dem  Abstände  des  Punktes 
0  von  C,  ^=  der  Neigung  von  OC  zu  der  Vertikalen,  alsdann  ist 


16.  Eine  Kugel  von  gegebenem  Gewichte  und  Radius  ist  mittelst  eines  Fadens 
von  gegebener  L&nge  an  einem  festen  Punkte  aufgehangen.  An  demselben  Punkte 
ist  auch  ein  Gewicht  durch  einen  zweiten  Faden  befestigt,  welcher  so  lang  ist,  dass 
das  Gewicht  unterhalb  der  Kugel  hängt.  Den  Winkel  zu  finden,  welchen  der  die 
Kugel  tragende  Faden  mit  der  Vertikalen  einschliesst. 

Wenn  P  das  Gewicht,  G  die  Schwere  der  Kugel,  a  ihren  Radius,,  b  den  Ab- 
stand ihres  Mittelpunktes  vom  Aufhängepunkte  bezeichnet,  dann  wird  der  verlangte 
Winkel  gleich  sein 

arc  («n  =  (p|~j)- 


17.  Ein  Stab  AB  (Fig.  197)  ist  unter  einer  gegebenen  Neigung 
zu  der  Vertikalen  befestigt;  an  ilJ3  ist  ein  zweiter  Stab  CD  durch 
Verbindungen  bei  den  Punkten  B  und  C  gefesselt,  und  in  dem  End- 
punkte D  von  CD  ist  ein  Gewicht  Q  angehängt.  Welches  sind  die 
Pressungen  in  den  Punkten  B  und  C,  welche  von  AB  auf  CD  ausge- 
übt werden,  wenn  das  Eigengewicht  von  CD  vernachlässigt  wird? 

Lasse  sein  F,  H  die  Componenten  der  Pressungen  in  B,  C  auf 
0 D  entlang  CD,  ü^i ,  B2  die  Pressungen  senkrecht  zu  AB,  CD  =ih, 
Fignr  197.     C  B  =  c,  a=  dcT  Vertikalueigung  der  Stäbe,  dann  ist 

Die  Kräfte  F  und  H  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  in  derselben  Linie  wirken. 

18.  Ein  gleichförmiger  Stab  CA,  beweglich  durch  ein  Chamier  bei  0,  stützt 
sich  tangential  auf  eine  glatte  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C,  welche  auf  eine  glatte 
horizontale  Ebene,  die  durch  0  geht,  gelegt  ist  Die  Kugel  ist  an  den  Punkt  0  durch 
einen  Faden  geknüpft.    Welches  ist  die  Spannung  des  Fadens? 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbftnlk.  I.  31 
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Wenn  a  =  der  L&nge  des  Stabes,  G  =  seinem  Gewichte,  r  =  dem  Halbmesser 

der  Engel,  e  =  der  Entfernung  des  Punktes  C  von  0,  T=:  der  Spannung  des  Fadens, 

so  wird  gefunden  werden 

a  r  c«  —  2  r2 


T=G 


c8  i/c2  — r2 


19.  Ein  Balken  AB  ist  in  einer  vertikalen  Ebene  um  seinen  Mittelpunkt  M 
bew^lich;  ein  anderer  Balken  h&ngt  an  einer  in  seinem  oberen  Ende  befestigten 
Schnur  in  derselben  vertikalen  Ebene  und  stützt  sich  mit  seinem  tieferen  Ende  C  auf 
A B.  Die  Lage  eines  Punktes  E  in  AM  soll  so  bestimmt  werden,  dass  daselbst  eine 
gegebene  Last  Gleichgewicht  hervorbringt. 

Ist  Q  =  der  in  E  aufzulegenden  Last,  O  =  dem  Gewichte  des  hängenden  Bal- 
kens, dann  wird  sich  ergeben 

^20.  Zwei  Kugeln  A,  B  (Fig.  198)  von  gleichem  Gewichte 
und  Volumen  tragen  eine  dritte  gleich  schwere  Kugel  C  und  es 
sind  die  Kugeln  A^B  durch  Fftden  gleicher  Länge  an  einen 
festen  Punkt  0  gefesselt.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts 
zu  finden. 

Wenn  a  die  Neigung  eines  der  Fäden  und  ß  die  von  A  C 
oder  BC  zur  Vertikalen  bezeichnet,  so  ist 
ligur  198.  tgßzsStga, 

21.  Zwei  gleiche,  gleichförmige  Stäbe,  welche  zum  Horizonte  gleich  geneigt 
sind,  tragen  eine  auf  ihre  höheren  Endpunkte  sich  stützende  Kugel.  Die  tieferen  Enden 
der  Stäbe  sind  an  Charnieren  in  einer  horizontalen  Ebene  befestigt.  Zu  finden  die 
Neigung  eines  Stabes  gegen  den  Horizont. 

Ist  2  a  =  der  Länge,  Gi  =  dem  Gewichte  eines  Stabes,  r  =  dem  Halbmesser  und 
G^  =  dem  Gewichte  der  Kugel,  2  c  =  der  gegenseitigen  Entfernung  der  zwei  Chamierc, 
dann  ist  der  verlangte  Winkel  &  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(c  — 2acoff^)2|(öi4-ö'2)2oo««^4-Ö22«w8^j=:r2((?i-hÖ2)2co»«^. 

22.  Zwei  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AiOBi,  ^2^-^  (^ks-  ^^^)  i°  ®üier 
vertikalen  Ebene  sind  mit  einander  durch  ein  glattes  Chamier  in  ihrem  Mittelpunkte  O 

verbunden.  Ihre  tieferen  Enden  Bi,  B2  stützen  sich  auf  eine  glatte 
horizontale  Ebene,  ihre  höheren  Enden  A^^A^  sind  durch  eine  Schnur 
aneinander  gefesselt.  Zwischen  den  Stabteilen  Ai  0,  A^  0  liegt  eine 
Kugel  C.    Welches  ist  die  Spannung  der  Schnur. 

Wenn  bezeichnet:  r  den  Halbmesser,  Gi  das  Gewicht  der  Kugel, 
2  a  die  Länge  xmd  G^  das  Gewicht  eines  jeden  der  Stäbe,  a  die  Nei- 
gung eines  jeden  Stabes  zur  Vertikalen,  T  die  Spannung  der  Schnur, 
dann  ist 

Plgnr  19».  r^^lT ^'^  "^  (^_^2  +  Oi)aWffia 

""  2asiffiaC08a 

23.  Sechs  dünne,  gleichgeformte  Stäbe  von  gleicher  Länge  und  gleichem  gege- 
benen Gewichte  sind  durch  glatte  Ghamiere  in  ihren  Endpunkten  so  mit  einander 
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verbunden»  dass  sie  die  sechs  Kanten  eines  Tetranders  bilden.    Welches  ist  die  L&ngen- 
spannnng  eines  jeden  der  Stäbe  in  der  tiefsten  Fläche  des  Körpers? 

Mit  0  als  Gewicht  eines  jeden  Stabes  ist  die  verlangte  Spannung  gleich  -     -- 

24.  Ein  schwerer  Bing  ist  mittelst  irgend  einer  Anzahl  gleicher  Fäden,  welche 
symmetrisch  an  ihn  befestigt  sind,  in  einem  festen  Punkte  aufgehängt.  Ein  anderer 
Bing  von  demselben  (Gewichte  und  kleinerem  Halbmesser  ist  im  Gleichgewichte,  wenn 
er  sich  auf  die  Fäden  in  ihren  Mittelpunkten  stfitzt.  Welches  ist  das  Verhältnis  der 
Tiefen  der  Binge  unter  ihrem  Auf bängepunkte  ? 

Die  Tiefen  stehen  in  dem  Verhältnisse  2:8. 

25.  Drei  gleiche  Stäbe  sind  in  Buhe,  die  höheren  Enden  zweier  derselben  sind 
an  Charniereu  befestigt,  welche  in  einer  unbekannten  Entfernung  von  einander  in  einer 
horizontalen  Ebene  liegen,  ihre  tieferen  Enden  sind  mit  den  Enden  des  dritten  Stabes 
durch  Gelenke  verbunden.  Zu  finden  die  grOsste  Neigung  eines  der  höheren  Stäbe  zu 
der  Richtung  des  Druckes  an  seinem  oberen  Charnier. 


Die  verlangte  Neigung  ist  arc  y8in=i  —  \ 


26.  Zwei  gleiche  Kugeln  sind  in  einen  hohlen,  vertikalen  Cylinder  gelegt,  welcher 
an  beiden  Enden  offen  ist  und  auf  einer  horizontalen  Ebene  ruht.  Das  Gewicht  einer 
jeden  Kugel  ist  G^  und  ihr  Halbmesser  r\,  der  Halbmesser  des  Cylinders  r^.  Zu 
finden  den  kleinsten  Wert  des  Gewichtes  G^  des  Cylinders,  bei  welchem  er  durch  die 
Kugeln  nicht  umgeworfen  werden  kann. 


<?»  =  2ö,(l-;^< 


27.  Ein  Umdrehungsparaboloid  ist  mit  seinem  Scheitel  abwärts  und  seiner  Axe 
vertikal  zwischen  zwei  zum  Horizonte  gleich  geneigte  Ebenen  gelegt.  Zu  finden  das 
grOsste  Verhältnis,  in  welchem  die  Länge  des  Paraboloides  zu  seinem  Parameter  stehen 
kann,  so  dass,  wenn  der  Körper  mittelst  einer  Ebene  durch  seine  Axe  und  die  Schnitt- 
linie der  geneigten  Ebenen  geteilt  wird,  die  zwei  Teile  im  Gleichgewichte  bleiben  können. 

Es  sei  a  =  der  Neigung  einer  der  Ebenen  zu  der  Vertikalen,  /»  =  der  grössten 
Länge  der  Axe  des  Paroboloides,  p  =  seinem  Parameter,  dann  ist 


yi 


h        15      l  +  8iffia 

—  =  ^1t. r^ COSa. 

p       64         stn^  a 


m 

28.  Drei  gleiche,  schwere  Stäbe,  in  der  Lage  der  drei  Kanten  einer  umgekehr- 
ifin  dreiseitigen  Pyramide,  sind  unter  folgenden  Umständen  im  Gleichgewichte.  Ihre 
oberen  Enden  sind  durch  Fäden  gleicher  Länge  verbunden  und  ihre  unteren  Enden 
sind  an  ein  Charnier  gefesselt,  um  welches  sie  sich  l^ei  nach  allen  Bichtungen  drehen 
können.  Zeige,  dass  das  Wachstum  der  Spannung  der  Fäden,  entsprechend  einem  ge- 
gebenen kleinen  Wachstum  ihrer  Längen,  sich  umgekehrt  ändert  wie  8itiß&,  wenn  ^ 
die  Neigung  eines  jeden  der  Stäbe  zu  dem  Horizonte  bezeichnet. 
12—27.    Walton,  p.  93—98.    28.    Walton,  p.  199. 
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Vierter  Abschnitt. 

(rleichgewicht  von  Stabsystemen. 

Bei  Problemen  dieser  Art  ist  es  oft  angemessen,  von  Diagrammen  Gebranch  zu 
machen,  in  welchen  die  yerschiedenen  Glieder  des  Systemes  für  das  Ange  in  emem 
Zustande  durchsichtiger  Trennung  erscheinen,  indem  die  Aktionen  and  Reaktionen 
durch  pfeilartige  Linien,  welche  nicht  ineinander  laufen,  angedeutet  werden.  Dadurch 
wird  der  Studierende  vermeiden,  beim  Anschreiben  der  Gleichungen  fär  das  Gleich- 
gewicht in  Zeichenfehler  zu  verfallen,  zu  welchen  er  geneigt  ist,  da  er  oft  Wirkungen 
und  Gegenwirkungen  mit  einander  verwechselt.  In  der  That  löst  sich  das  Problem 
hierbei  von  selbst  unter  der  Erwägung  des  Gleichgewichtes  mehrerer  deutlich  von 
einander  unterschiedener  Einzelsjsteme. 

1.     Zwei  gleichförmige  Stäbe  J[C,  BC  {Vig.  200) 
sind  miteinander,  in  einer  vertikalen  Ebene  liegend,  bei  C 
durch  ein  glattes  Gelenk  verbunden,  ihre  anderen  Enden 
sind  durch  zwei  glatte  Charniere  A^  B  an  einer  vertikalen 
i'  Ebene  befestigt.    Man  soll  die  Grösse  und  Richtung  der 
Vyf      X'     Pressungen  auf  die  Charniere  und  die  gegenseitige  Reak- 
Vp^      tion  der  Stäbe  an  dem  Gelenke  bestimmen. 
*2  Lasse  sein^C=2a,  BC=:2b,  «,/?  die  Neigungen 

Figur  200.  je^  Stäbe  zur  Vertikalen,  tga  =  m,  tffß  =  n,  P,Q  die 
Gewichte  der  Stäbe  ÄC^  BC.  Indem  wir  die  horizontalen  und  vertikalen 
Componenten  der  in  den  Punkten  A^  C,  J5,  C  wirkenden  Kräfte  in  dem 
Diogramme  andeuten,  erhalten  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen,  Momente 
um  C  nehmend,  für  den  Stab  AC 

jr4-^"=o,   (1)       r-r"-p  =  o,   (2) 

X.2aco8a-hY.2a8ina'-P.a8ina=^Q,  oder  2jr4-2mr- mP=0,  (3) 
för  den  Stab  B  C 

^-X"=0,     (4)  Y'— e-Y"=0,     (5) 

Y.2bsinß-'X\2bco8ß^Q.b8inß=^Q,  oder  2nY'— 2jr-nQ=0.  (6) 
Nun  bekommen  wir  durch  (1),  (2),  (3),  sowie  durch  (4),  (5),  (6) 

2J:"+2mY"=mP,     (7)  2  X"— 2  w  r"=  n  (g.     (8) 

Aus  (7)  und  (8)  folgt 

A-=^^-"   (P+«),     (9)         Y"=.  1^^-11!^,    (10) 

so  dass  mit  (1),  (4)  und  (9) 

X=-\-^{P+Q\     (11)        x'=\-^{P-^Q),     (12) 

sowie  mit  (2),  (5)  und  (10) 

mP  +  n(2P+Q)  ,_nQ  + m(2Q  + P) 

^= 2(m  +  nY-'     ^^^^       ^-  2{fn  +  n)         '     ^^*^ 
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Damit  sind  die  Componenten  der  Pressungen  in  den  Punkten  A,  G,  B. 
der  Stäbe  AC,  BG  ermittelt ,  die  verlangten  Grössen  und  Richtungen 
dieser  Pressungen  sind  daher  jetzt  als  bekannt  anzusehen. 

2.  In  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eines  ebenen 
Polygones  ABGDE.,,.  (Fig.  201)  und  rechtwinkelig 
zu  ihnen  in  der  Ebene  des  Vieleckes  ist  eine  Beihe 
von  Kräften  P,  Q,  Ä , . . . ,  die  proportional  den  ent- 
sprechenden Seiten  sind,  angebracht.  Die  Seiten  des 
Polygons  sind  vollkommen  starr  und  fähig,  sich  frei 
um  die  Winkelpunkte  ^,  2^,  C,  2) , . . .  zu  bewegen. 
Die  Gestalt  des  Polygones  soll  so  bestimmt  werden, 
dass  es  im  Gleichgewichte  ist,  wenn  die  Längen  der 
Figur  201.  Seiten  gegeben  sind. 

Es  mögen  bezeichnen  p,  ^,  r, « , . . .  die  gegenseitigen  Wirkungen  der 
Seiten  des  Polygones  in  den  Winkelpunkten  J.,  B,  G^D,,, .,  welcher  Rich- 
tungen in  gewissen  Linien  öBßn  cGy,  dB 8^...  liegen  werden. 

Für  das  Gleichgewicht  der  Seite  B  G  haben  wir ,  indem  wir  die 
Kräfte  Q,  q,  r  rechtwinkelig  und  parallel  zu  ihr  zerlegen  und  Momente  um 
den  Mittelpunkt  von  BG  nehmen, 
Q  =  qsin4.GBß  +  rsin2i.BGc,  (1)     qco8  2i,GBß=reo8  2i.BGc,     (2) 

qsin  2j:  GBß^rsin  2i  B  Gc.     (3) 
Die  Division  von  (3)  durch  (2)  giebt 

tg2iGBß  =  tg4.BGc,     sodass     2iGB  ß  =  2S.BGc,     (4) 
folglich  auch  durch  (2)  oder  (3)    q  =  r.    (5) 
Weiter  bekommen  wir  mit  (1)  und  (3) 

q  =  2r8in2iBGo. 
In  derselben  Weise  finden  wir,  dass 

Ä==2r*in2j:Z>6V, 

,    ,  ,       .  ,  Q       sin2^BGc 

und  daher  ist  ^  ==  -r—  ^  ^,  .    - 

R       8in2^iJGY 

Zufolge  der  Annahme  ist  aber  auch 

Q_BG      8inß.BDG      ,,        sin  2^  B  Gc      sin  2^  B  DG 

R  ""■  i)G~~  8ir^2i.  GB  JD'       ^  ^^    sin  2iBCy~~  sin2^GBn 

Ferner  sagt  uns  die  Geometrie,  dass 

2i,BGC'^2i,JDGY  =  2i:BDG-{-2i.GBD, 

folglich  sehen  wir  sofort,  dass 

2i.BGc^4,BDG.     (6) 

In  gleicher  Weise  können  wir  darthun ,  dass  auch  2iGBß  —  2iB AG, 

daher  ist  vermöge  (4) 

2i,BDC=2iBAG.     (7) 
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Durch  die  Belation  (7)  ist  es  offenbar,  dass  ein  durch  die  drei  Punkte 
A^  B,  C  gehender  Ereis  auch  durch  den  Punkt  D  gehen  muss.  In  ähn- 
licher Weise  können  wir  weiter  zeigen,  dass  dieser  Kreis,  weil  er  durch 
2?,  (7,  D  geht,  ebenfalls  durch  E  gehen  muss  und  so  fort.  Folglich  sehen 
wir,  dass,  wenn  die  Seiten  des  Polygones  folgerecht  mit  Gleichgewicht 
angeordnet  sind,  alle  seine  Eckpunkte  auf  dem  umfange  eines  Kreises  liegen 
müssen. 

Aus  (5)  schöpfen  wir  p  =  q  =zr  =  8= ,  daher  sind  die  gegen- 
seitigen Pressungen  in  allen  Winkelpunkten  einander  gleich.  Es  ist  auch 
durch  (6)  klar,  dass  alle  die  Linien  a a,  bß^  cy^...,  Tangenten  an  den 
durch  die  Eckpunkte  A^B,C,D,...  gehenden  Kreis  sind. 

Der  Wert  der  gegenseitigen  Pressungen  in  den  Winkelpunkten  wurde 
leicht  erhalten,  auch  haben  wir  gezeigt,  dass  Q=2r8in2i.BOc,  weil  aber 
2(.BCc  gleich  ist  dem  halben  durch  B C umspannten  Mittelpunktswinkel 
des  dem  Polygone  umschriebenen  Kreises,  so  ist  klar,  dass 

V.BO 

8in2i.BCc  =  is  j»    »    folglich  r  =  Radius  X  ^^^» 
^  Badms         °  BC 

und  daher  p  =  ^  =  r  =  Ä  =  .,..  =  fc^, 

wo  Q  den  Halbmesser  des  Kreises  und  k  das  Verhältnis  zwischen  irgend 

einer  der  Kräfte  und  der  korrespondierenden  Seite  des  Polygones  bezeichnet. 

Fass,  M^moires  de  St.  Pötersbonrg,  1817,  1818,  p.  46. 

Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  folgende: 

Es  seien  die  Kräfte  P,  Q,  Ä, . . .  nach  ihrer  Grösse  durch  die  Linien 

2.AB,2.BC,  2. CD,...,  indem  sie  zu  ^  JB,  BC.OD, proportional 

sind,  dargestellt.  Anstatt  der  in  dem  Mittelpunkte  der  Seite  AB  wir- 
kenden Kraft  bringen  wir  zwei  Kräfte  A  B  an,  eine  an  dem  Ende  Aj  die 
andere  an  dem  Ende  B.  Ebenso  bringen  wir  anstatt  der  im  Mittelpunkte 
von  B G  wirkenden  Kraft  2.B  G  eine  Kraft  BG  in  G  und  eine  solche  in 
B  an,  dem  Endpunkte  der  Seite  AB,  was  freisteht  zu  thun,  weil  der 
Punkt  B  auf  AB  fest  verbunden  ist  mit  dem  Punkte  B  auf  BG;  jede 
dieser  Kräfte  ist  rechtwinkelig  zu  B  G,  Nun  ist  gemäss  dieser  Verteilung 
der  Kräfte,  die  einzelne  Kraft,  welche  BGumG  drehen  kann,  die  Wirkung 
des  Stabes  AB  auf  das  Ende  B  von  BG,  und  daher  ist  es  für  das 
Gleichgewicht  von  BG  nötig,  dass  diese  Wirkung  genau  entlang  BG 
stattfinden  kann.  Folglich  wird  umgekehrt  die  Wirkung  von  B  G  auf  A  B 
gänzlich  in  der  Richtung  GB  vor  sich  gehen;  diese  Wirkung  möge  durch 
B  bezeichnet  sein.  Also  wird  die  Linie  ^  JS  in  dem  Punkte  B  von  einer 
Kraft  A B  rechtwinkelig  zu  A B,  einer  Kraft  B  G  rechtwinkelig  lu  BC 
und  einer  Kraft  B  in  der  Bichtung  von  B  G  angegriffen.    Aber  durch  das 
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Prinzip  des  Parallelogrammes  der  Er&fte  sind  die  Kräfte  AB  und  BC 
in  B  äquivalent  einer  einzelnen  Kraft  J.C,  welche  rechtwinkelig  zm  AC 
wirkt.  Für  das  Gleichgewicht  von  AB  haben  wir  daher,  Momente  um 
A  nehmend, 

B.AB.8in4.ABO=AC.AB.coB2^BAC, 
oder  B8m2(.ABG==AC.co8  2(.BAG. 

Gleicherweise  ist  für  das  Gleichgewicht  der  Seite  CD 

B.8in2^BCD  =  BD.cos2i.BDC, 
^,  8in2S.ABC_AO.co8  2(.BAC 

*  ^^  9inZi.BGD'^  BB.co82S.BBC 

Aber  durch  die  Geometrie  ist 

8zn2SBAC      XÖ'^'*^^-^^'      BB  8in2SABO 


8in2SBBC      BC     .    ^„^^       AC  8in2SBCB 

:^jz.8tn2SBCD 

Folglich  erhalten  wir  durch  diese  zwei  Relationen 

welches  zeigt,  dass  alle  Eckpunkte  des  Polygones  auf  dem  Umfange  eines 
einzelnen  Kreises  liegen  müssen,  ein  mit  dem  vorigen  übereinstimmendes 
Besultat. 

3.  Bin  ebenes  Viereck  ABCB  (Fig.  202) 
wird  aus  vier  starren,  gleichförmigen  Stäben  gebildet, 
welche  sich  um  die  Winkelpunkte  A^  J?,  C,  B  frei  be- 
wegen können.  Die  Eckpunkte  A,  C  und  B,  B  des 
Viereckes  sind  durch  Fäden  von  gegebener  Spannung 
aneinander  gefesselt.  Die  für  das  Gleichgewicht  des 
Figur  203.  Viereckes  nötigen  geometrischen  Bedingungen  sind  zu 

ermitteln. 
Es  seien  P,  Q  die  gegebenen  Spannungen  der  Fäden  AC^  B  B^  K^ 
Zy,  Jlf,  N  die  Aktionen  und  Reaktionen  zwischen   den  vier  Punktpaaren 
(^,  B)  (J?,  C),  (0,  D),  ( A  A). 

Die  am  Punkte  A  in  der  Richtung  A  wirkende  Kraft  P  ist  äqui- 
valent einer  Kraft  in  der  Richtung  AB 

8in2SCAB         8in2SADB  BO  ^     BO.AB 
'"     8in2iBAD~     8in2SBÄDÄÖ~'     BB.OA 
und  einer  gewissen  Kraft  F  in  AB. 

Gleichweise  ist  die  Kraft  Q,  welche  auf  den  Punkt  B  in  der  Rich- 

OC  AB 

tung  BB  wirkt,   äquivalent  einer  Kraft  in  BA  =  Q  v  ^'     v>»  und  einer 

A.  0  ,iJ JtS 
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gewissen  Kraft  O  in  BG.    Folglich  ist  der  Punkt  A  zweifellos  darcb 

eine  Kraft  F—  N  in  AD  und  eine  Kraft  P  ^--'  ^  ^ — K  in  AB  be- 

BD.OA 

ansprucht,  daher  haben  wir  für  sein  Gleichgewicht 

F-N=0,   md  P^^-K=0.    (1) 

Gleicherweise  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Punktes  D 

G-L  =  0,     und     ^^-g4|._^=o.     (2) 

Durch  (1)  und  (2)  bekommen  wir 

OD. AB  _      PC. AB 

BD.OA^  ^ AC.Oä 
und  daher  P.OD  _    Q,OC 

BD.OA^ÄCTÖB* 
welches  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Viereckes  ist. 

Euler,  Acta  Acad.  Petrop.  1779,  P.  II,  p.  106. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  jedoch  auch  so  lösen.    Für  das  Gleichgewicht 
des  Stabes  AB  ist  hier,  Momente  um  B  nehmend, 

N.BD.8in2i.BDA=^P.B0.8in2iB0C, 
und  für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  CD,  Momente  um  C  nehmend, 

N.  CA.sin2i.CAD  =  Q.  CO. sin  2iB0G, 
folglich  ist  unverkennbar 

BD.sin2^0DA  BD.AO  _P.BO 

~CA.sin2^0AD*  ÄCLDO"^  qTCO 

4.     Vier  gleichförmige,  starre  Stabe  AB,  BC,  CD,  DA  (Fig.  203) 
sind  so  mit  einander  verbunden,  dass  sie  fähig  sind,   sich  frei  um  die 

Winkelpunkte  des  ebenen  Viereckes,  welches 
sie  bilden,  zu  drehen.  Je  zwei  in  einer  Ecke 
zusammenstossende  Seiten  sind  durch  Fäden 
aa,  bß,  cy^dd  von  gegebener  Spannung  mit 
einander  verbunden.  Die  Gestalt  des  Vier- 
eckes zu  bestimmen,  welche  dem  Gleich- 
pigiiraos.  gewichte  entspricht. 

Es  seien  J., B^  (7,  D  die  Spannungen  der  Fäden  aa^  bß,  c y,  dS. 
Die  Kraft  J.  in  a  a  an  dem  Punkte  a  ist  äquivalent  einer  Kraft  in  B  A 

.sinaaD aa  Aa.Da 

sinAaD  ,     .  ^     DA         aa.D A 

Aa 
und  einer  Kraft  in  AD 
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.     .                 sinaAa,     -  ^       -n, 
jSmAaa  _.                   aa  .Aa.JJa  , 

sinAaD  .^^AD         aa.DA" 

amaAD. — :^- 
aD 

Aber  die  Kraft  Ä  m  aD  ist  äquivalent  einer  Kraft  in  ^D 

__    .fSinaDB ,  'Da ., Ba.DA  __   .Aa.Ba 

"      8iü~ÄBB~      '~~~7bA'^      Da.^Ä^     äcc^l 

airiAD  B,^f^-: 
VA 

und  einer  Kraft  in  £i> 

gin,  J)  A      — 
.sinADa .,  'Da .,Aa,BD  ^     Aa.Aa.B D 

""      sinADB ""       ~T~~ZB  ~~     AB.Da"     a'a.DA.BÄ 

Daraus  erkennen  wir,  dass  die  auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung  aa 

wirkende  Kraft  A  äquivalent  den  drei  Kräften  ist 

.aD.Aa  .      ,j   .       -    ^         .Aa.aB  .       .  ^       ,    . 
A-Tfi in  jy^  auf  J.,     A-r=F, in  AD  auf  A, 

AJJ.aa  AB.aa 

.aA.Aa.BD  .      ^-r,       ^  T> 

^  -rT{ — T-^ in  B  D  auf  B. 

AD.AB.aa 

Gleicherweise  ist  die  Kraft  J,  wirkend  auf  den  Punkt  a  in  der  Uichtung 
aa  äquivalent  den  Kräften 

A--^ in  DA  auf  A,    A        '      -  in  AB  auf  ^ 

AjS  .  aa  A  JJ  .a  a 

_                                      .aA.Aa.DB  .     ^^      ^  ^ 
und  A—-:f.-—r-- in  DB  auf  D. 

AV  .  AB .  aa 

Nun  sind  diese  drei  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  den  drei  vorher- 
gehenden und  daher  bringt  der  Faden  aa  mit  einer  Spannung  A  den 
nämlichen  Effekt  hervor,  er  kann  demnach  ersetzt  werden  durch  einen 
Faden  BD  mit  der  Spannung 

.  aA.  Aa. B D 
A  B .  AD  .aa 

Auf  demselben  Wege  können  wir  zeigen,  dass  die  Spannung  von  cy  äqui- 
valent ist  der  Spannung  eines  Fadens  BD,  welche  gleich  ist 

cC.Cy.BD 

ÜB.CD.cy 

Folglich  sind  die  Spannungen  von  aa.cy  zusammen  äquivalent  der  Spannung 
eines  Fadens  BD,  welche  ist 

Aa^.Aa.BD^  Cc.Cy.BD 

BA.DÄ.aa^     BC.DC.cy 
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In  gleicher  Weise  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Spannungen  von  hß^ 
dd  äquivalent  sind  der  Spannung 

AB.CB.bß^     AB.CB.di 
in  einem  Faden  A  C. 

Folglich  wird  durch  das  Resultat  des  vorhergehenden  Problemes  die 
Gleichgewichtsbedingung  ausgedrückt  durch  die  Relation 
OB.OB^B.Bß.Bb     B.BS.Bd\OA.OarA.Aa.Aa      C.Cy.Cc^ 
BB^  \AB.CB.hß^ AB.CB.diJ       ac^  \BA.BA,aa^ BaBaey)' 
Elller,  Act.  Acad.  Petrop.  1779,  P.  2,  p.  106. 

5.  Zwei  gleiche,  stabfOrmige  EOrper  AB,  AC,  beweglich  um  ein  Chumier  in  ^, 
befinden  sich  anf  dem  konvexen  Umfange  eines  Kreises  in  einer  yertÜLalen  Ebene.  Zu 
finden  ihre  gegenseitige  Neignng,  wenn  sie  im  Gleichgewichte  sind. 

Es  sei  2  a  die  L&nge  eines  jeden  der  St&be,  2^  ihre  gegenseitige  Neigung, 
r  der  Badins  des  Kreises.    Dann  wird  sich  für  ^  die  Gleichung  ergeben 

6.  Drei  gleichförmige  St&be  AB,  BG,  CB  von  derselben  Dicke  und  den 
Längen  1,21,1  resp.  sind  in  B  and  G  durch  Chamiere  verbunden  und  ruhen  auf  einer 
vollkommen  glatten  Kugel  mit  dem  Radius  21  so,  dass  der  Mittelpunkt  von  BG  und 
die  Enden  von  AB,  GB  mit  der  Kugel  in  Berührung  sind.  Zu  vergleichen  die 
Pressung  in  dem  Mittelpunkte  von  BG  und  die  Pressungen  in  A  und  D  mit  dem 
(Gewichte  der  drei  Stäbe. 

Es  sei  (?  das  Gesamtgewicht  der  drei  Stäbe,  B  der  Druck  in  jedem  der  Punkte 
A  und  B,  R'  der  Druck  im  Mittelpunkte  von  BG,  dann  wird  sich  ergeben 

ö  ~"  40'       ö  "  100' 

7.   Vier  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AB,BG,GD,DE 
(Fig.  204)  sind  nut  ihren  Enden  durch  Chamiere  verbxmden 
und  ruhen  im  Gleichgewichte  in  einer  vertikalen  Ebene.    Die 
Distanzen  AE  und  GF,  von  welchen  die  letztere  senkrecht  zu 
'K~A     AE  und  vertikal  ist,  sind  gegeben.   Welches  sind  die  Gleich- 
Figur  204.  gewichtsbedingungen  ? 

Wenn  a,ß  die  Horizontalneigungen  von  AB  und  EB, 
BG  und  BE,  so  müssen  wir  erhalten 

tga  =  Stgß. 
Ziehe  JBJT  rechtwinkelig  zu  AE,  lasse  sein  GF=a,  AF=b,  FK=x,  BK^g, 
dann  ergiebt  sich  durch  die  Gleichung  in  a  und  ß  und  die  geometrische  Beschaffenheit 
der  Figur 

a2-h  252  —  (a4  +  a2  62  4.54)?  2a2  +  62  __  («4-1-  «262  -f-  64)i 

^= 2& '  y  = U 

Diese  Werte  von  x  und  y  wurden  durch  Couplet  erlangt  in  seinen  Becherches  sur  la 
Construction  des  Combles  de  Charpente,  in  Les  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences 
de  Paris,  1731,  p.  69. 

1-7.    Walton,  p.  103-113. 
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Zweite    Abteilung. 

Oleichgewicht  unTeränderlicher,  materieller  Systeme  mit  Bttcksicht 
auf  Beibang.    Die  sich  berfihrenden  Oberflächen  sind  rauh. 

statische  Reibung  ist  der  Widerstand  gegen  die  relative  Bewegung  zweier  sich 
berührender  I  materieller  KOrper,  er  ist  die  Folge  der  Baaheit  der  sich  berührenden 
Flächen.  Wenn  die  materiellen  EOrper  vollkommen  glatte  Oberflächen  besässen,  so 
würde  ihr  gegenseitiger  Druck  in  jedem  Punkte  der  Berührungsflächen  in  der  Richtung 
einer  bestimmten  geraden  Linie  liegen  und  diese  Richtung  abhängig  sein  von  der 
Gestalt  der  Oberflächen  der  Körper.  Wird  aber  die  Rauheit  der  sich  berührenden 
Flächen  in  Erwägung  gezogen,  dann  wird  der  Reibungswiderstand  sich  in  jedem  Punkte 
in  einer  Richtung  äussern,  welcher  senkrecht  ist  zu  der  Richtung  des  vollkommener 
Glattheit  entsprechenden  gegenseitigen  Druckes.  Die  Ermittelung  der  GrOsse  des 
Reibungswiderstandes  für  bestimmte  Substanzen  und  für  gegebene,  sich  berührende 
Oberflächen  kann  nur  durch  Experimente  geschehen. 

Angenommen,  es  bezeichne  E  den  gegenseitigen  Totaldruck  zweier  Körper,  die 
sich  mit  zwei  ebenen  Flächen  berühren,  F  die  grösste  Kraft,  welche  die  Reibung  zur 
Verhinderung  der  relativen  Bewegung  ausüben  kann ,  so  ist  F  als  das  Mass  der  sta- 
tischen Reibung  zu  nehmen.  Nach  der  Ausführung  zahlreicher  Experimente  wurde 
AmontoDS,  welcher  zuerst  diesen  Gegenstand  wissenschaftlich  erörterte,  dahin  gebracht 
zu  folgern,  dass  —  so  lange  als  die  Massen  dieselben  blieben  —  F  sich  direkt  mit  B 
ändert  und  unabhängig  von  der  Grösse  der  Berührungsfläche  ist.  (M^moires  de  TAca- 
d^mie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  206.)  Wenn  also  /u  eine  gewisse  konstante 
Grösse  bezeichnet,  deren  Wert  durch  Experimente  erlangt  worden  ist,  werden  wir  für 
irgendwelche  bestimmte  Substanzen  haben 

F=ß.B 
und  vrird  /i  der  Reibungscoöfficient  genannt  Indessen  ist  diese  Relation,  obgleich  sie 
allgemein  von  den  Mathematikern  angenommen  worden  ist,  wahrscheinlich  nicht  ganz 
richtig.  Muschenbroek  (Introdukt  ad  PhiL  Nat.  Tom.  I,  cap.  9,  1762.  Lect.  Phys. 
Exp.  Tom.  I.  p.  241)  und  der  Abb^  Nolet  (Läfons  de  Physique,  Exp^rimentale,  Tom.  I, 
p.  230,  1754)  schlössen  aus  Experimenten,  dass  der  Wert  von  fi  in  gewissem  Grade 
von  der  Grösse  der  Berührungsfläche  abhängt  und  dass  er  für  eine  gewisse  Berührungs- 
fläche nicht  für  alle  Werte  von  R  unveränderlich  bleibt.  Bossut  (Tratte  de  M^canique, 
Part.  I,  chap.  4,  sect.  1,  p.  178)  stimmte  mit  Amontons  in  der  Annahme  überein, 
dass  fi  unabhängig  von  der  Berührungsfläche  sei,  aber  er  erkannte,  dass  der  Wert 
von  ß  mit  wachsendem  R  abnimmt.  Verschiedene  Experimentatoren  haben  ihre  Arbeit 
demselben  Gegenstande  gewidmet  und  sind  zu  verschiedenen  Schlüssen  gekommen. 
Professor  Yince  (Philosophical  Transactions  1785,  Part.  I,  p.  165)  folgerte  aus  den 
Resultaten  sehr  vieler  sorgföltig  ausgeführter  Experimente,  dass  der  Reibungscoefficient 
wirklich  mit  wachsendem  R  abnlnimt,  dass  er  ferner  bei  gegebenem  Dracke  abnimmt, 
wenn  die  Berührungsfläche  vermindert  wird.  Indessen  geht  aus  den  sehr  wertvollen 
Experimenten  von  Coulomb  (M^moires  präsent  a  TAcadämie  Tom.  X,  1785)  und 
Ximenes  (Terria  e  Pentica  delle  Resist.  de*  Sol.  ne*  loro  Attr.  Pisa  1782)  hervor,  dass 
die  Änderung  von  ^,  welche  ihren  Grund  in  irgend  einer  Änderunc^  der  Berührangsfläche 
hat,  äusserst  klein  und  von  unregelmässigem  Charakter  ist,  und  dass  sie  sehr  wenig 
mit  wachsendem  R  abnimmt.    Bossut  (Tratte  de  Mäcanique,  Part  I,  chap.  4,  seci  1, 
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p.  178)  hat  bemerkt,  dass  die  statische  Friktion  zwischen  zwei  Substanzen  dadurch 
grosser  wird,  wenn  man  ihnen  gestattet,  einige  Zeit  hindurch,  ehe  die  Bewegung  be- 
ginnt, in  Berührung  zu  bleiben,  eine  Beobachtung,  welche  durch  die  Experimente  von 
Coulomb  vollständig  bestätigt  wurde. 

Wenn  die  sich  berührenden  Oberflächen  keine  ebenen  Flächen  sind,  so  wird  der 
ReibungscoSfficient  dadurch  eine  Änderung  seines  Wertes  erfahren,  im  allgemeinen  ist 
er  dann  abhängig  Yon  der  Gestalt  der  sich  berührenden  Oberflächen  und  der  Beschaffen- 
heit der  Substanzen.  Die  Reibung  zwischen  einem  festen  und  einem  hohlen  Cjlinder 
ist  von  Coulomb  und  Ximenes  untersucht  worden,  welche  sie  viel  kleiner  als  diejenige 
zwischen  zwei  ebenen  Flächen  derselben  Substanz  gefunden  haben.  Der  Reibangs- 
co^fßcient  ist  indessen  annähernd  konstant,  wie  in  dem  Falle  ebener  Berührungsflächen. 

Die  Reibung,  von  welcher  wir  eben  gesprochen  haben  and  welche  entsteht,  wenn 
sich  zwei  Körper  aufeinander  gleitend  bewegen,  wird  die  gleitende  Reibung  genannt.  Die 
Rauheit  der  Substanzen  erzeugt  aber  auch  eine  der  relativen  Bewegung  entgegen- 
wirkende Kraft  in  dem  Falle  wo  ein  KOrper  genötigt  ist,  auf  einem  anderen  KOrper 
entlang  zu  rollen  ohne  zu  gleiten.  In  diesem  Falle  haben  wir  die  sogenannte  Reibung 
der  Cohäsion,  sie  ist  wahrscheinlich  abhängig  von  der  gegenseitigen  Anziehung  der 
Oberflächenteilchen  beider  KOrper.  Diese  Gattung  von  Reibung  wurde  zuerst  durch 
Bossut  bemerkt  und  später  durch  Ximenes  und  Coulomb  sorgfältig  in  dem  Falle  er- 
forscht;  wenn  ein  Cylinder  auf  einer  Ebene  rollt,  wobei  gefunden  wurde,  dass  die  Rei- 
bung der  Cohäsion  sich  umgekehrt  wie  der  Durchmesser  des  Cylinders  ändert. 

Die  Reibung,  welche  zwischen  zwei  sich  berührenden  Substanzen,  die  sich  in 
Bewegung  befinden,  entsteht  und  dynamische  Reibung  genannt  wird,  ist  viel  bedeutend 
kleiner  als  die  statische  Reibung.  Die  dynamische  Reibung  wird  gemessen  durch  die 
Kraft,  welche  nötig  ist,  den  Körper  im  Bewegungszustande  zu  erhalten,  die  statische 
Reibung  durch  die  Kraft^  welche  erforderlich  ist,  einen  Körper  aus  dem  Zustande  der 
Ruhe  in  denjenigen  der  Bewegung  überzuführen.  Der  Unterschied  in  der  Grösse  der 
statischen  und  dynamischen  Reibung  wurde  zuerst  bemerkt  von  Camus  (Traitö  des 
Forces  Mouvantes)  und  Desaguliers  (Cours  de  Physique)  und  später  von  mehreren  an- 
deren Experimentatoren.  Professor  Vinco  ermittelte  durch  Experimente,  dass  die  dy- 
namische Reibung  für  harte  Substanzen  eine  konstante  Ejraft,  welches  auch  die  Ge- 
schwindigkeit der  relativen  Bewegung  sei,  dass  sie  aber  im  Falle  von  weichen  Körpern 
bedeutend  zunimmt,  wenn  die  Geschwindigkeit  wächst.  Die  Zapfenreibung  ist  voll- 
ständig durch  Coulomb  in  Les  M^moires  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1790  be- 
trachtet worden.  Die  Reibung  und  Steifigkeit  von  Seilen  wurde  zuerst  experimentell 
erforscht  durch  Amontons,  worüber  sich  in  dem  oben  erwähnten  Schriftstücke  Näheres 
findet,  sodann  durch  Coulomb  und  Ximenes.  Weiteres  über  diesen  Gegenstand  findet 
der  Leser  in  der  theoretischen  Mechanik  von  Weisbach.  In  neuerer  Zeit  sind  mehr- 
fache Versuche  ausgeführt  worden  zum  Zwecke  der  Bestimmung  des  Reibungs- 
co€flicienten. 


Erster  Abschnitt. 

(xleichgewicht  materieller  Punkte. 

l.  Ein  schwerer  Punkt  M  befindet  sich  auf  einer  unter  dem  Winkel 
a  zum  Horizonte  geneigten  Ebene,  an  ihm  wirke  eine  Kraft  P  so,  dass 
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ihre  Bichtung  in  der  Vertikalebene  durch  die  Linie  des  schnellsten  Falles 
der  geneigten  Ebene  liegt  und  mit  dieser  Linie  den  Winkel  ß  einschliesst. 
1)  Wie  gross  muss  bei  vorhandener  Reibung  die  Kraft  P  sein,  um  den 
materiellen  Punkt  die  geneigte  Ebene  hinaufzuziehen  ?  2)  Wie  gross  muss 
unter  denselben  Verhältnissen  P  sein,  damit  der  Punkt  durch  sie  im 
Gleichgewichte  erhalten  werde? 

Ist  O  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  Jf,  dann  greifen  an 
dem  Punkte  M  vier  Kräfte  an,  nämlich  ö,  P,  und  die  zu  AB  senkrechten 
Reaktionen  Ni^  N^  entgegenwirkend  den  in  die  Normale  zm  AB  fallenden 
Componenten  von  O  und  P,  so  dass  die  Gesamtreaktion  der  geneigten 
Ebene  {Ni  —  N^).  Der  Druck  (A'i  —  N^)  erzeugt  die  entlang  der  El)ei]e 
wirkende  Reibung,  welche  sich  als  eine  Kraft  ii  (Nx  —  N2)  repräsentiert, 
und  ist  diese  Kraft  im  ersten  Falle  als  Widerstand  der  Kraft  P,  im 
zweiten  als  Hilfskraft  von  P  anzusehen. 

Indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senk- 
recht zur  geneigten  Ebene  zerlegen,  MBX 
als  Abscissenaxe ,  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade 
M  Y  als  Ordinatenaxe  ansehen  (Fig  205) ,  er- 
halten wir 


Figur  205. 

Kräfte  X 

G  —  Osina 

P  -i-Pcosß 


Y 

—  Gcosa 
-♦-  Psinß 


Kräfte 


X 

0 
0 


Y 

0, 


womit  sich  die  Gleichgewichtsbediugungen  ergeben 

P cos ß  --  G sina  T  fi{Ni  —  A'2)  =  0, 
Psinß  —Ocosa-h  {Ni  —  JVg)  =  0. 

Für  den  Druck  auf  die  schiefe  Ebene  folgt  aus  (2) 

(Ni  —  A^2)  =  Gcosa  —  Psin  ß, 

Pcos  ß  —  Gsina 


±/^ 


(1) 

(2) 

(3) 
(4) 


Durch  (1)  haben  wir     (A^i  —  A2)  = 

Daher  ist  mit  (3)  und  (4) 

±  fi{Gcosa  —  Psinß)  —  Pcosß  —  Gsina^ 

woraus  P  =^  G — ^-7-  -  — ö"  (^) 

cos  ß  ni  fA  sin  ß 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Kraft  P  für  beide  Fälle  bestimmt,  das 
obere  Zeichen  entspricht  dem  Falle  der  Bewegung  die  geneigte  Ebene 
hinauf,  das  untere  der  Gleichgewichtslage.  Führen  wir  an  Stelle  des 
ReibungscoeflBcienten  jtt  den  Reibungswinkel  ^  ein,  dann  ist  11  =  tgq^  und 
wir  erhalten 
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stna 


p=:a 


stng 

C08Q 


C08a 


-  .   sing    ,    ^ 


^  sin  a  cos  q  ±  cos  a  sin  q 

cos  ß  cos  Q  ±  sin  ß  sin  q 


COSQ 

P^a«^(^±Q)  (G) 

COS  (ß  -+-  Q) 

Für  einige  spezielle  Fälle  ergeben  sich  damit  folgende  Resultate: 

Ist  die  Bichtnng  der  Kraft  P  parallel  zur  Falllinie  der  geneigten 
Ebene,  dann  ist  /?  =  0,  folglich 

P=  O  (stn  a±_acosa)  =  G ^^ ^• 

COSQ 

Wirkt  die  Kraft  P  in  horizontaler  Richtung ,  dann  ist  /?  =  —  «, 

cos  ß  •■=  cos  a,  sin  ß  =  —  sin  a,  daher 

_     ^sina  ±,  ucosa       ^-      /     .     x 

P=0 ^—. —  =  G  tg (a  ±  g). 

cosa  -+-  II  stna  ^  ^ 

Befindet  sich  der  materielle  Punkt  auf  einer  horizontalen  Ebene,  so  wird 
a  =  0,  die  Kraft  zum  Fortscbieben  ist 

lA  ^       sin  g 


p=a 


=a 


cosß  -+-  fxsinß         cos (ß  —  g) 
und  wenn  in  diesem  Falle  ß  =  0  ist,  so  wird  P=(iG  =  Otgg. 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  auch  auf 
rein  geometrischem  Wege  gelangen.  Stellen  wir 
uns  die  Reibung  als  eine  am  Punkte  M  thätige 
Kraft  vor,  welche  mit  der  Normalen  MN  zu  der 
schiefen  Ebene  AB  den  Reibungswinkel  g  ein- 
schliesst,  dann  ist  im  ersten  Falle  MQi^  im 
zweiten  MQ^  die  Richtung  dieser  Kraft,  wobei 
2i,NMQi=2i:NMQi=g  (Fig.  206)  und  es 
muss  im  ersten  Falle  JfQi,  und  im  zweiten  MQ^  die  Resultante  ans 
P  und  O  sein.  Der  verlangte  Zustand  ist  also  hergestellt,  wenn  das 
Parallelogramm  OQi  PM^  resp.  GQ^Pi  M  so  beschaffen ,  dass  die  Re- 
sultante MQi^  resp.  MQ^  ^^^  ^^^  Normalen  den  Reibungswinkel  g  ein- 
schliesst.  Im  ersten  Falle  wirkt  die  Reibung  der  Kraft  P  entgegen,  es 
ist  daher  die  Richtung  der  Resultanten  so  anzutragen,  dass  dieselbe  zwischen 
N  und  P  fällt  und  GQi  PM  das  verlangte  Parallelogramm  ist ,  aus 
welchem  sich  ergiebt: 

P:G  =  sin2i.GMQi:sin2(,PMQi. 
Nun  ist  aber  ^  G  MQi  =  2j:  GMN-h  2^  NMQi  =«  +  (>, 
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womit  P:G  =  sin {cc  -h  QJieinlß  -h  f^—  Q^\f 

P :  O  ^=  sin{a  -i-  g) :  cos (ß  —  q% 

folglich  P=  a  -r-7^ ^  • 

8tn  (ß  —  Q) 

Im  zweiten  Falle  ist  eine  kleinere  Kraft  nötig,  wir  haben  die  Eichtung 
der  Besultante  MQ2  so  an  die  Normale  ^  iV  anzutragen,  dass  sie  zwischen 
dieselbe  und  O  Mt,  sodann  aus  6r,  der  Sichtung  von  MQ2  und  der 
Bichtung  von  P  das  Parallelogramm  MPi  Q2  G  zu  bilden.  Wir  be- 
kommen damit  auf  gleiche  Weise  wie  vorhin,  oder  wenn  wir  in  der  so- 

eben  gefundenen  Gleichung  an  die  Stelle  von  q  — q  setzen,  P=0 — ^-r — ^. 

Diese  Werte  sind  mit  den  oben  gefundenen  identisch.  Die  kleinste  Ver- 
grösserung  der  ersten  Kraft  bewirkt  eine  Bewegung  die  geneigte  Ebene 
hinauf,  die  kleinste  Verminderung  der  zweiten  eine  solche  die  schiefe 
Ebene  hinab.    Der  materielle  Punkt  bleibt  demnach  in  Buhe  solange  als 

p^^fjMsLtA  und  p^ö*i«4^4 

COS  (ß Q)  COS  (ß  -+-  Q) 

2.  Ein  materieller  Punkt  vom  Gewichte  O  wird  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  mit  einer  Kraft  P  fortgezogen,  welche  mit  dieser  Ebene  den 
Winkel  «  einschliesst  (Fig.  207).  Bei  welchem  Winkel  a  wird  die  Zug- 
kraft ein  Minimum? 

Zerlegen  wir  P  parallel  und  senkrecht  zn  der  hori- 

iA.<<^}         zontalen  Ebene,  so  ist  der  Druck  auf  dieselbe  (G — PsincL)^ 

^  welcher  die  Beibung  ^(O  —  Psina)  erzeugt.    Die  Be- 

ngur  207.  wegung  parallel  zur  Ebene  erfolgt  mit  einer  Kraft  Pcos  a, 

daher  haben  wir  die  Bedingung 

ß  Q 

Pcosa  =  u(G  —  Psina)^         woraus  P= : 

'^  ^  '  cos  a  4-  |W  sin  a 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  konstant,  so  dass  sein  Wert  nur  von  dem 
Nenner  abhängen  kann.    Mit  y  =  cosa  +  f.i  sin «,  ist  aber  -^^  =  —  sin  a 

4-  u  cos  a,  -j--^  =  —  (cos  a-h  fisin  a).    Die  erste  Ableitung  wird  gleich 

Null  mit  tga  =  fij  in  welchem  Falle  j~  =  —  Vi  4-  /a*,    also   negativ 

ist.    Daher  wird  der  Nenner  mit  tga  =  fi  ein  Maximum,  folglich  der 
Bruch  ein  Minimum.     Der  verlangte  Minimalwert  von  P  ist  mithin 
^  i^ö  ^  aG 

Pmin  = Z =^flGc0Sa:=:      ,         > 

cosa  -b  tffasma      ^  ^1  4-  [i^ 


] 
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Für  Fuhrwerke  auf  schlechten  Strassen  kann  jea  =  0*1  angenommen  werden. 
Damit  bekommen  wir  ^^«  =  0*1,  ^a  =  6^  Folglich  ist  die  Richtung 
der  Zugstange  oder  Zugseile  bei  Fahrwerken  um  6^  zur  horizontalen  Fahr- 
bahn geneigt  anzunehmen. 

3.  Zwei  schwere  Punkte  Pi,  P^  (Fig.  208)  ruhen  auf  zwei  geneig- 
ten Ebenen  Ci  A,  C^A^  sie  sind  dwch  einen  gewichtslosen  Faden  ver- 
bunden, welcher  über  eine  glatte  Bolle  O  in  der  Vertikalen  durch  A 
läuft.  Welches  ist  die  Lage  von  P^  und  Pg«  ^^tul  Pi  von  P^  eben 
nur  in  der  Ruhe  erhalten  wird? 

0  Es  sei  a  die  Länge  des  Fadens  i^i  O  P2 ,   T 

/\  seine  Spannung,  welche  durchweg  dieselbe  sein  wird, 

/a\  ^1  ^^  Gewicht  von  Pi,  G^  dasjenige  von  P2.    Fer- 

y^  ^^^*4  ^^^  s®^^°  Ml »  /*«   ^^®  Reibungscoefficienton  für   die 

c/^ ~^<5^     Ebenen  Ci  A,  C2A,  Ri,  B^  die  Reaktionen,  «i ,  a« 

Fignr  308.  die  Vertikalneigungon  der  beiden  Ebenen,  &i ,  1^2  ^^ 

Vertikalneigungen  der  beiden  Teile  des  Fadens. 

Indem  wir  die  am  Punkte  Pi  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senk- 
recht zur  Ebene  Ci  A  zerlegen,  erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  dieses 

Punktes 

Ml  Äi  H-  Tco8{ai  —  ^1)  =  Gl  cosai,  (1) 

Äi  +  Tsin  («1  —  ^1 )  =  öl  sin  «i .  (2) 

Auf  dieselbe  Weise  ist  für  das  Gleichgewicht  von  P2 

/tA2  -B2  4-  Ö2  C08  «2  =  Tcos  («2  —  ^2)1  (3) 

P2  +  Tsin  («2  —  ^e)  =  02  9in  «2 •  (*) 

Aus  (1)  und  (2),  sowie  aus  (3)  und  (4)  folgt 

T I  cos  («1  —  ^1)  —  jtAi  sin  («1  —  ^1)  I  =  öl  {cosai  —  /*i  sin  «i), 

T  i  cos  («2  —  **^2)  +  /^  «*w  («2  —  ^2)  I  =  Ö2  (cos  a2-\-  fH  «?w  «2)7 
und  wenn  wir  T  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminieren, 

O2  {cos  az  ■+- 1^2  sina^)  |  cos  (ai  —  ^1)  --  jUi  sin  («i  —  ^1)  | 

=  öl  (cos «1  —  /ii  «Mai)  I  cos («2  —  ^2)  +  1^2  *^*^*  («2  -  ^a)  r 

Führen   wir  hier  den  Reibungswinkel  ein,  so  ist  jui  =<^^i,  i^E  =  ^^^2 
und  geht  damit  die  Gleichung  über  in 

Ö2  cos  («2  —  ^2)  <?ö*  («1  —  ^1  "^"  ^1 ) 
=  Gl  cos (ai  -\-  Qi)  cos  («2  —  ^2  —  ^2)-  (5) 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie,  wenn  OA  =  k  gesetzt  wird, 

ksinai  n  t>  ^      hsina^ 

O  Py  =      .     ,  — -T »  l^  ^2  — 


sin  («1  —  ^1 )  «w  («2  —  ^2) 
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und  daher,  weil  OPi  -^  OP^^a  ist, 

Jcsinai  ksina^ 

8tn{ai — ^1)       &in{a2 — ^2) 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  müssen  die  Winkel  ^1  und  ^2  nun 
noch  bestimmt  werden. 

4.  Gegeben  die  halbe  Summe  und  der  halbe  Unterschied  des  grössten 
und  kleinsten  Winkels,  welchen  die  Bichtung  einer  Kraft,  einen  schweren 
Punkt  auf  einer  geneigten  Ebene  unterstützend,  machen  kann  mit  der 
Ebene,  und  die  kleinste  Elevation  der  Ebene,  bei  welcher  der  materielle 
Punkt,  ohne  irgendwie  weiter  unterstützt  zu  sein,  auf  ihr  herabgleiten 
würde.  Zu  bestimmen  den  Winkel,  bei  welchem  die  nämliche  Kraft  den- 
selben Punkt  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  von  derselben  Elevation 
halten  würde. 

Es  bezeichne  e  den  kleinsten  Winkel,  welchen  die  Kraft  mit  der 
rauhen,  den  Punkt  unterstützenden  Ebene  einschliessen  kann,  P  die  Grösse 
der  Kraft,  B  die  Reaktion  der  Ebene  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst ,  fi  den 
BeibungscoSfäcienten,  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  O  das  Gewicht 
des  materiellen  Punktes.  Damit  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  des 
materiellen  Punktes  durch  Kräftezerlegung  parallel  und  senkrecht  zu  der 
geneigten  Ebene 

Pcose  =^  fiR  -h  Gsina,  Psine-h  R=  Ocosa. 

Durch  Elimination  von  R  aus  diesen  Gleichungen  bekommen  wir 

P{co8  e  -h  fJL  sin  e)  =  G{fA  cos  a  -+•  sin  a).  (1) 

Es  sei  nun  q  die  kleinste  Elevation  der  Ebene  für  den  nicht  gehaltenen 
materiellen  Punkt,  bei  welcher  er  auf  ihr  heruntergleitet,  dann  wird 
tgQ  =  fi  sein,  und  wir  erhalten  vermöge  (1) 

P=a^±4-  (2) 

COS  {€ Q) 

Wenn  e  den  grössten  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Bichtung  der  Kraft 
mit  der  geneigten  Ebene  in  Übereinstimmung  mit  dem  Gleichgewichte 
des  Punktes  einschliessen  kann,  dann  wird  die  Beibung  mit  der  grössten 
Intensität,  welche  sie  auszuüben  vermag,  die  Ebene  hinaufwirken,  folglich 
erhalten  wir  durch  (2),  /i  negativ  nehmend,  oder  — ^  für  ^  setzend  und 
e   für  «  wählend, 

COS  (€    -h  Q) 

Ist  nun  «"  der  Neigungswinkel  von  P  im  Falle  einer  glatten  Ebene  der- 
selben Elevation,  so  bekommen  wir  mit  (2),  q  =  0  und  «"  für  €  setzend, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  ana]yi.  Mechanik.  J.  82 
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P=-G 


sina 


€08  € 


ff 


(4) 


Aus  (2)  und  (3)  folgt 

cos {e  —  q)  -h  cos {e'  +  q)  =  -^\  sin {a  -h  q)  -^  sin  (a  —  ^)  J» 

und  daher  bekommen  wir,  wenn  S  =  ^  Te'  +  « Y  ^  =  ö  T«  —  «^   S^ 
setzt  wird, 

2  cos  S  cos  (D  -h  (»)  =  2  -=  sin  a  cos  Q  =  2  cos  e"  cos  ^,  mit  (4), 

mithin  ist 


,,        COSS         fTi    ,       \ 
cos  €    =  COS  (JJ  -f-  ^), 


COSQ 

welche  Gleichung  den  verlangten  Winkel  bestimmt. 

3  und  4.  Walton,  p.  52—54. 


Figur  209. 


5.  Auf  der  Erdoberfläche  befindet  sich  an  einer  gewissen  Stelle  ein 
Sandhaufen.    Welches  ist  dessen  BOschungslinie? 

Es  sei  Figur  209  ein  Schnitt  durch  den  Mittel- 
punkt M  der  Erde  und  den  Sandkörper  in  vertikaler 
Richtung,  so  dass  Si  S2  der  Schnitt  durch  die  Erdober- 
fläche, AB  der  Schnitt  durch  die  Oberfläche  des  Sand- 
körpers, welcher  aus  einzelnen  materiellen  Punkten 
(Sandkörnern)  besteht.  Die  Erde  sei  kugelförmig  ge- 
dacht. Jedes  materielle  Teilchen  des  Sandkörpers  be- 
findet sich  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft,  welche 
nach  dem  Erdmittelpunkte  M  hin  gerichtet  ist.  Denken 
wir  uns  an  irgend  einer  Stelle  der  Böschungslinie  des 
Sandkörpers  ein  materielles  Teilchen  B,  so  wird  die  Tangente  BC  im 
Punkte  B  an  die  Böschungslinie  mit  der  durch  den  Kugelmittelpunkt 
gehenden  Geraden  B M  stets  denselben  Winkel  machen  müssen,  wenn 
Gleichgewicht  sein  soll.  Mit  BD  _L  BM  muss  also,  wenn  2i.  CBD  =  a. 
tga  =  in=  dem  Reibungscoöflicienten  sein,  damit  ein  Heruntergleiten  des 
Punktes  B  auf  der  Linie  BÄ  nicht  stattfinden  kann.  Es  bezeichne  R=AM 
den  Halbmesser  der  Erdkugel,  r  =  B  M  den  Abstand  des  Punktes  B  von 
dem  Erdmittelpunkte,  (p  den  Winkel  AMB.  Lassen  wir  den  Winkel  y  zu- 
nehmen um  rfy  =  2^BMm,  schneidet  die  Richtung  von  BD  in  n  den 

Fahrstrahl  Mm^  so  haben  wir  Bn=rd(f.  mn=-dr^  tga=^    =-, — 

^  ^        Bn      rd(f 

Da  nun  für  den  Gleichgewichtszustand  tga=^ii  sein  muss,  so  ergiebt  sich 

die  Bedingung 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

l{r)  =  fig>  +  C. 
Mit  y  =  0  ist  r  =  Ä,  daher  1{R)  =  C,  wodurch 

Z(r)  =  /uc/)4-/(Ä).  KJ)""^*'  ^'-r^Be"^. 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale.  Mithin  ist  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  die  Böschungslinie  eines  Sandhaufens  eine 
logarithmische  Spirale. 

Für  Flüssigkeiten  ist  der  ReibungscoeflScient  ju  =  0 ,  folglich  die 
Gleichung  ihrer  Böschungslinie  r  =  R^  d.  h.  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keiten ist  kugelförmig. 

6.  P  ist  der  tiefste  Pnnkt  des  ranhen  ümfanges  eines  Kreises  in  einer  verti- 
kalen Ebene,  auf  welchem  ein  schwerer  Punkt  ruhen  kann;  die  Reibung  sei  gleich 
dem  Drucke.    Welches  ist  die  Horizontalneigung  des  Halbmessers  durch  i^? 

it 
Der  verlangte  Winkel  ist  =  -^  • 

4 

7.  Eine  gegebene  Kraft  P,  welche  in  horizontaler  Richtung  wirkt,  h&lt  gerade 
einen  KOrper  von  gegebenem  Gewichte  O  auf  einer  rauhen  Ebene  mit  der  Neigung  &. 
Derselbe  Körper  kann,  ohne  gehalten  zu  sein,  nur  auf  einer  Ebene  von  demselben 
Material  mit  der  Neigung  a  ruhen.    Welches  ist  der  Winkel  i>? 


&  =zare  {  ig  =  — — -^z      l. 


8.  Ein  schwerer  Punkt  ist  auf  eine  rauhe  Ebene  mit  dem  Neigungswinkel  a 
gebracht  worden.  Zu  ermitteln,  ob  es  leichter  sein  wird,  den  Punkt  au&uheben,  oder 
die  Ebene  entlang  zu  ziehen. 

Es  wird  leichter  sein,  den  schweren  Punkt  zu  heben  oder  entlang  zu  ziehen, 

je  nachdem  pi  ^. — — ^ — ;r- 

nn 


9.  Ein  (Gewicht  wird  auf  einer  rauhen  geneigten  Ebene  durch  eine  ihm  genau 
gleiche  Kraft  gehalten.    Welches  ist  die  Richtung  dieser  Kraft? 

Bezeichnet  ^  die  Neigung  der  Kraft  zu  der  schiefen  Ebene,  a  die  Neigung  der 
Ebene,  ß  den  Reibungsco^fficienten,  so  ist 

wo  ß  irgend  einen  Wert  zwischen  —  arc  {tg  =  n)  und  +  arc  {ig  =  /ti)  besitzen  kann. 
6—9.    Walton,  p.  54—55. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Gleichgewicht  eines  einzeben  Körpers. 

1.  Ein  gerader  stabförmiger  Körper  AB  vom  Gewichte  O  stfitzt 
sich  mit  seinem  unteren  Ende  gegen  eine  horizontale,  mit  seinem  oberen 
Ende  gegen  eine  vertikale  rauhe  Ebene  (Fig.  210).  Die  vertikale  Ebene 
durch  AB  ist  senkrecht  auf  den  beiden  Stützflächen.  Der  Stab  tragt 
in  dem  Abstände  a  von  dem  unteren  Ende  in  dem  Punkte  D  eine  Last 
P;  21  ist  die  Länge  des  Stabes,  welcher  unter  einem  Winkel  a  zum 
Horizonte  geneigt  ist,  und  es  greife  G  in  seinem  geometrischen  Mittel- 
punkte an.  Zu  bestimmen  die  Gleichgewichtslage  des  Stabes  AB  und 
die  Reaktionen  1^,  722  der  Ebenen  in  den  Punkten  A^  B. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  lösen  1)  durch  Eräfte- 
zerlegung,  2)  durch  Anwendung  der  Eräftepaare, 
3)  durch  Benutzung  der  in  den  Stützpunkten  ent- 
stehenden Beaktionen. 

1)    Zerlegung  der   Kräfte.      Nach   dem 
Hebelgesetze  sind  die  in  den  Stützpunkten  A  und 
B  vertikal  abwärts  wirkenden  Eräfte,  hervorge- 
Fignr  210.  ^racht  durch  P  und  a  (Fig.  210), 

Pi=^-P,  P^  =  ilP^  Gi=Ö2  =  ^ö. 

Sind  ^1 ,  /i2  die  Beibungscoefficienten  für  die  horizontale  und  die  vertikale 
Ebene,  ist  S  der  Druck  in  der  Richtung  des  Stabes,  H  seine  Horizontal- 
componente,  V  seine  Vertikalcomponente  in  .^1,  so  haben  wir  fQr  den 
Druck  in  B 

{p2 -i- G^  ^  li2  Ri)  cotg  a  =  R2,    woraus    Bj  =  ^— ^ ^ — ^ — 

l  +  jW2  ^^  a 

Der  Druck  in  der  Richtung  des  Stabes  ist 

Ä  = > 

€ina 

und  dessen  genannte  Componenten  sind 

F=  S8ina  =  P2  +  Ö2  —  jU2  7^2»  H={P2  -h  G^  —  IH  B^) cotg a. 

Für  das  Gleichgewicht  muss  nun  die  Bedingung  erfüllt  werden 

folglich  muss  sein: 


V     21      2    y  1  4-  uo  CO 


jU2  cotga 


Ml 


^P  +  iö 


[21  — a  ^        1  _        a    _       1  ^  21  2 


21 


2  21  2  1  +  f*2  cotg  a      ^     I 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  nach  einer  einfachen  Bechnung 

womit  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 

Für  dieselbe  erhalten  wir  als  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  Ä  und  B 

(P+G) 


Bi^Pi+Oi  +  F  = 


A  = 


1  +  /ii  jiia 

O2)cotffa      fAi(P-\-a) 


In  dem  besonderen  Falle  ^  wo  die  beiden  Stützebenen  von  gleicher  Be- 
schaffenheit, also  jL(i  =  jti2  =  ju  ist ,  bekommen  wir  durch  diese  Besultate 


tffa=^ 


_  CPa4-ö  0  ( l+i**) 


—  ^1 


B,= 


P+G 


1?2  = 


fiiP-hG) 


2ixl(P'¥G)  '^        ^^'       l-h  fi^         ^^  1H-Ai2 

2)    Anwendung  der  Kräftepaare.      Verlegen  wur  die  beiden 

Kräfte  P  und  G  parallel  ihrer  Richtung  nach 
dem  Fusspunkte  A  des  Stabes  (Fig.  210  a),  dann 
wirkt  ausser  der  Kraft  P-^-G  in  ^  das  Kräfte- 
paar {Pa-h  Gl)co8a.  Dieses  Paar  bringen  wir 
auf  die  Breite  ÄC=2leosa,  so  ist  die  Kraft 

Pa-^Gl 


des  neuen  Paares 


21 


Ein    Teil    dieser 


Kraft  wird  durch  die  Reibung  an  der  vertikalen 

Wand  absorbiert.    Bringen  wir  das  Paar  auf  die 

Breite  BC=2lsina,  so  wirken  seine  Kräfte  normal  zur  vertikalen  Ebene, 

und  es  muss  sein 

Pa-hGl) 


Mo  2 1  sin 


ina=  i- 


womit 


It2{tga-h  flt)  = 


21 

Pa-hGl 
21 


—  jLl2  -K2  j  2  Z  C08  a. 


(1) 


Die  hierdurch  bestimmte  Kraft  R^  muss  dem  Beibungswiderstande  in  A 
gleich  sein ,  welcher  durch  den  Normaldruck  (P  -f-  ö  —  jU2  -R2)  hervorge- 
bracht wird;  dadurch  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung 

-Ra  =  i^i  (^-1-  ö  —  iU2  -B«)»    oder    -B2  (1  +  Mi  f*2)  =  (^-^  ö)jwi, 

d.h.   J?,='*»-(^±^.  (2) 

Mit  (1)  und  (2)  ist  nun 


21 
woraus  folgt:         tffa  = 


{Pa 


1  +  /Ml  /is 


2fiil{P+G) 


—  IH 
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Noch  ist  der  Druck  auf  die  horizoutale  Ebene 


R^  =P^G-fi2lk  = 


a 


1  +Ahfi2 


/^»» 


Fignr  210  b. 

Kräfte 

X 

0 

0 

P 

0 

Ri 

0 

«2 

^ 

Mi-Ri 

—-niB 

^-^2 

0 

3)  Verwendung  der  in  den  Stützpunk- 
ten A  und  B  entstehenden  Beaktionen  JZ] 
und  iJ^.  Wir  wählen  die  Ebene  ACB  (Kg.  210  b) 
als  Coordinatenebene  mit  C  als  Ursprung.  CAJ^ 
als  Abscissen-,  CFjlC^,  positiv  abwärts,  als 
Ordinatenaxe,  womit  wir  das  Kräfte-  und  Momen- 
tentäfelchen  bekommen: 

Y  X  y  xY—yX 

G  Icosa  —Isina  Oleosa 

P  — (2i— a)co«a  —(2l—a)sina  F(2l''a) cos a 

—  Rl  2lcosa  0  — Ri.2lco9a 

0  0  — 27«ina  Ii2'2l8ina 

0  2  Icosa  0  0 

—  JU2JB2  0  — 2/ «na  0 


Daraus  ergeben  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 

Ä2  — /^i  ^1  =  0>        (0  P'hG  —  Ri'-fi^R^^  0, 

Oleosa  -f  P(2Z  —  d)cosa —  Ri  .2lcosa  4-  -R2  »2lsina  =  0. 
Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt 


Bi  = 


P-hG 


(4) 


-Rft  = 


1  4-  i^i  jWa 


(2) 
(3) 

(5) 


1  -4-  jUi  jUa 
und  nun  bekommen  wir  mit  (3),  (4),  (5) 

^''-         2ii,l{P+G)  ^' 

womit  die  Aufgabe  analytisch  vollständig  gelöst  ist. 

2.  Ein  gleichförmiger  Stab  AB  (Fig.  211) 
stützt  sich  mit  seinem  tieferen  Ende  A  auf 
eine  rauhe,  horizontale  Ebene  KL.  Das  andere 
Stabende  B  ist  an  einem  gewichtslosen  Seile 
befestigt,  welches  über  eine  in  der  vertikalen 

Ebene  durch  A  B  gelegene  glatte  ßoUe  E  läuft 

und  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  wird.    Zu 
Figur  an.  bestimmen   die   Lagen ,    in   welchen   der  Stab 

folgerecht  im  Gleichgewichte  sein  kann. 

Lasse  sein  8  den  Schwerpunkt  des  Stabes  und  G  sein  daselbst  ver- 
tikal abwärts  wirkendes  Gewicht,  ^,  <p  die  Horizontalneigungen  von  AB, 
BE  fvLV  irgend  eine  Gleichgewichtslage,  AS  =  BS  =  a^  F  die  Grösse 
der  Reibung  entlang  Z/üT,  welche  bei  A  hervorgerufen  wird  und  recht- 
winkelig zu  der  vertikalen  Reaktion  der  Ebene  auf  den  Stab  wirkt. 
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Für  das  Gleichgewicht  des  Stabes  haben  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung  zerlegen  und  Momente  um  A 
nehmen, 

F=  Pco8  y ,  ( 1 )  Ä  -f-  F^in  (p  =  G,  (2)  Ga  cos  ^=  P.2  a  sin  (y  -  d).  (3) 
Nehmen  wir  F=XR,  wo  >l,  wenn  fx  den  ReibungscoeflScienten  für  die 
Reibung  zwischen  dem  Stabende  A  und  der  Ebene  bezeichnet,  irgend 
einen  Wert  zwischen  0  und  fi  besitzen  kann,  so  haben  wir  mit  (1) 

XR  =  Pcosq>y     (4) 
mit  (2)  und  (4)  Pcostp  +  X  Pmi  (p  =  XG, 

oder,  mit  X==tge  Pco8{(p  —  €)  =  G  sin  a, 

welche  Gleichung  den  Wmkel  ip  bestimmt,  da  P,  G^  e  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden.  Ist  a  bekannt,  dann  kann  ^  durch  (3)  ermittelt  werden. 
Dadurch,  dass  für  e  irgend  welche  Werte  zwischen  Null  und 
arc{tg=fi)  gegeben  sind,  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Gleichgewichtslagen. 
Wird  z.  B.  ^  =  0  angenommen,  so  ist  mit  (4)  Pco8q>  =  0j  und  daher 

y  =  -»  folglich  durch  (3)   Gcosd  =  2Poo8^^  demnach  Ö  =  2P,   in 

welchem  Falle  ^  unbestimmt  bleibt  und  irgend  einen  Wert  haben  kann, 

oder  ^  =  p-  Mit  ^  =  ^  folgt  aus  (2)  B  =  G  —  P,  und  daher  müssen  wir 

7t  1 

haben,  wenn  ^  nicht  gleich  75  ist,  B  =  P  =^  -^G.    Also  sehen  wir,  dass 

das  Ende  B  des  Stabes  in  der  vertikalen  Linie  durch  E  liegen  muss  und 
dass,  wofern  AB  nicht  vertikal  gestellt  ist,  das  Gewicht  P  dem  halben 
Gewichte  des  Stabes  gleich  sein  muss.  Wenn  der  Stab  vertikal  gestellt 
ist,  wird  P  irgend  einen  Wert  zwischen  0  und  G  besitzen,  aber  nicht 
grösser  als  G  sein,  weil  R  nicht  negativ  sein  kann. 

Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  folgende.  Wir  nehmen 
die  Coordinatenebene  in  der  Ebene  der  Kräfte,  den  Stützpunkt  A  als  Ur- 
sprung rechtwinkeliger  Goordinaten  mit^Z^^als  Abscissenaxe,  ATj.AJC^ 
positiv  nach  oben,  als  Ordinatenaxe.  Den  Faden  BEP  denken  wir  uns 
zwischen  B  und  E  durchschnitten  and  an  den  Schnittpunkten  die  Kräfte  T 
in  den  Richtungen  £jEJ  und  EB  angebracht,  wodurch  das  ganze  System 
in  zwei  einzelne  Systeme  zerfällt,  das  erste  ist  der  Stab  mit  den  an  ihm 
wirkenden  Kräften  G,R,iiR  und  T,  das  zweite  die  Rolle  mit  den  Kräften 
T  und  P,  so  dass  offenbar  die  Fadenspannung  T  =  P  sein  muss.  Für 
die  am  ersten  Systeme  wirkenden  Kräfte  erhalten  wir: 

Kräfte     X  Y  X  y  xY-^yX 

0         0  —G  acos^  asinß'  —Oacosß- 

B         0  R  0  0  0 

T    Pcosq>  Tsintp  2aco8^  2a8in^  ^FasinqjcoaO  —  2Pacosg>sin{h 
ixR    —fiR       0             0              0  0 
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Daians  ergdieo  sieh  ftr  das  Gleidigeincht  die  Bedingm^en 

Peas9-fiB  =  0,    (1)  Pm^-hR  —  G^O,    (2) 

2  P#wi  (g^  —  &)  —  Gcos&  =  0.    (3) 

Ist  das  Gewidit  P  ausser  dem  Stabgewichte  gegeben,  so  handdt  es  sich 

bei  bekanntem  Werte  des  Reibongscoeffidenten  um  die  Bestimmang  des 

Winkels  ö. 

Mit  (1)  mid  (2)  ergiebt  sieh 

Pcosip=f$R,    (4)          Pnng>  =  G  —  R.     (5) 
Ans  (5)  folgt  

Sin  if  —  — p— ,    ca8ip=  ^ ^ '—•  W 

Dnreh  Substitution  des  Wertes  von  cos  ff  aus  (6)  in  (4)  wird 

y/P^'-(G^R)^=^liR,    oder    ««(1 -h/i*)  — 2ÖÄ  =  1>«- C«, 
woraus 

wenn  Y(l+fi*)'P*^fi^G*  =  M  gesetzt  wird 

Fähren  wir  non  diesen  Wert  der  Reaktion  in  (4)  and  (5)  ein,  so  kommt 

Pca»9.  =  j^-j{ö±JMJ.     (8)    P«h«p  =  j-i-,j/t«<?  +  Jf),    (9) 
Aus  der  Momentangleicbung  (3)  bekommen  wir 

^    ^      2Ptinq,  —  G 

welche  Gleichung   mit  Aea  durch  (8)  und  (9)  gegebenen  Werten  von 
Peo8<f  und  Pnntp  fibergeht  in 

^^"      2f.{G±M)    •     ^^^^ 
Da  für  die   Beaktion  22  und  die  Tangente  des 
Winkels  ^  zwei  Werte  sich  ergeben,  so  ist  klar, 
dass  das  System  zwei  Gleichgewichtslagen  besitzt, 
das   Gewicht  P  liegt  dabei  entweder  ausserhalb 

j^ }^-T   (^S-  211,  S.  502)  oder  innerhalb  des   Hächen- 

Fjguraiil  Streifens  AB  (Pig.  211a). 

Für  den  Winkel  (p  bekommen  wir  mit  (8)  und  (9) 

fi^G^TM       .-.. 

'^'^  =  fi{a±-M-)     ^^^^ 

Ist  die  Sichtung  des  Fadens,  bei  welcher  Gleichgewicht  stattfinden 
soll,  gegeben,  so  haben  wir,  ^  als  bekannt  vorausgesetzt,  das  Gewicht  P 
und  den  Winkel  &  zu  ermitteln. 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  P  und  R, 
Mit  (1)  ist 
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R=^^^,  (12) 

welcher  Wert,  in  (2)  eingefahrt,  liefert 

P=  —r-^ (13) 

fA  Sin  g>  +  coa  ip 

Mit  (12)  und  (13)  wird 

G 
Ä=. (14) 

Die  Gleichung  (3)  der  Momente  sagt  uns,  dass 

^  ^      2P8in(f  —  a 

^^=      2Pcosg^     ' 
und  wenn  wir  den  Wert  von  P  aus  (18)  hier  einsetzen,  so  wird 

womit  auch  der  gesuchte  Winkel  bestinmit  ist. 

Endlich  kann  noch  der  Winkel  ^,  bei  welchem  Gleichgewicht  statt- 
finden soll,  gegeben  sein,  dann  sind  P.B  und  q>  zu  ermitteln. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben 

P=J^f  aRtgq>-hB'-G  =  0, 

SO  dass 

•       g=,^^,      .     (16)         P=-^-^2 (17) 

l  -i-  fJttff  q>  fAsmgf  -{-  cos  ip 

welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (14)  und  (18)  identisch  sind 

Mit  diesem  Werte  von  P  gehen  wir  nun  in  die  Gleichung  (3),  wo- 
durch folgt 

2^rin»^co,»^^  \  (18) 

^  II  COS  d'  j» 

Diese  Belation  hätte  auch  aus  (18)  abgeleitet  werden  können.  Wir  sehen, 
dass  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Falle  zwischen  &  und  (p  eine 
von  G  und  P  unabhängige  Beziehung  besteht. 

Mit  (16),  (17)  und  (18)  erhalten  wir  nun  für  die  Reaktion  B  und 
das  Gewicht  P  die  Gleichungen 

^=W^9^)'  ^''^  ^=2(r^,T)>'^'^i-^2^'^*>^-<2^> 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  würde  es  sich  noch  darum  handeln, 
spezielle  Fälle  zu  betrachten,  was  jedoch  dem  Studierenden  überlassen 
bleiben  mag. 

Ente  Losung:  Walton,  p.  77. 

8.    Ein  Balken  A  B  wird  durch  eine  gegebene  Kraft  P,  welche 
unter  einem  gegebenen  Neigungswinkel  zum  Horizonte  wirkt,  und  eiuQ 
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Stütze  CD  gehalten.  Die  Lage  des  Balkens  zu  finden,  wenn  er  in  dem 
Zustande  ist,  über  den  Punkt  C  von  A  nach  B  zu  gleiten.  Die  Stütze 
und  der  Balken  seien  relativ  rauh. 

Es  mögen  (Fig.  212)  BA,  PA  die  horizontale 
Linie  KL  in  den  Punkten  jP,  E  treffen;  iS  sei  der 
Schwerpunkt  des  Ba)kens,  G  sein  daselbst  angreifendes 
Gewicht. 

Lasse  sein  J. Ä  =  a ,  CS  =  x,  2iFEL  =  a^ 
2i,AFE=^d',  iJ  =  der  Eeaktion  der  Stütze,  recht- 
winkelig zu  A  B^  dann  wird  ia  R  der  Eeibungswiderstand  sein,  von  welchem 
B  A  die  Richtung  ist. 

Für  das  Gleichgewicht  des  Balkens  haben  wir,  indem  wir  die  Kräfte 
in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung   zerlegen   und  Momente   um    G 
nehmen, 
Pcosa—E8in&—fARco8&—0,{l)  Psina-^Rcoit&-'G'-fARsin»=0,  (2) 

Ga)Cos&  —  P{a  H-  x) 8in{a  —  &)  =  0.     (8) 
Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  hier 

C08&  —  jw  sin  ^  _  6r  —  Psin  a 
sin^  -\-  fi  cos  ^  P  cos  a 

und  daher 

Pcosa(l  -{-  fitff&)  =  (ö  —  Psina)  {tg'&^^), 
P (cos a  +  fisina)  —  fiG  =  \G  -h  P(ficosa  —  sin a) } tff  ^. 

fi  =  tgQ  genommen ,  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  cos  q  multi- 
pliziert, wird 

Pcos  (^  —  a)  —  G  sin  q  =  }  Psin  (q  —  a)  -{-  G  cos  q  \  ig  ^, 

c.  _P  <^08  {q  —  a)  —  G  sin  q 
Psin  {q  —  a)  -\-  G  cos  q 
wodiurch  die  Neigung  des  Stabes  gegen  den  Horizont  bestimmt  ist. 

Ist  &  bekannt,  dann  können  wir  x  durch  die  Gleichung  (3)  bestimmen, 
womit  dann  die  Lage  des  Balkens  vollständig  gefunden  ist.  Wenn  der  Balken 
in  dem  Zustande  ist,  in  der  Richtung  zu  gleiten,  welche  der  vorausgesetzten 
entgegengesetzt  ist,  so  haben  wir  in  den  Formeln  die  Grösse  ju  durch  —  jtt, 
oder  Q  durch  —  (>  zu  ersetzen ,  womit  dieselben  dann  alle  dem  letzteren 
Falle  angepasst  sind. 

V^alton,  p.  78. 

4.  Ein  gleichförmiger  Stab  liegt  über  einem 
festen  Punkte  A  und  unter  einem  festen  Funkte  B 
(Fig.  213)  und  wird  im  Gleichgewichte  erhalten  durch 
die  Reibungswiderstände  in  den  Punkten  A  und  B. 
Unter  welchen  Verhältnissen  ist  der  Stab  im  Gleich- 
gewichte? 
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Lasse  sein  Ri,R2  die  Beaktionen  der  festen  Punkte  Ä,B  auf  den 
Stab,  fiRi,  fiB2  die  Reibungswiderstände  daselbst,  S  den  Schwerpunkt 
des  Stabes,  G  sein  daselbst  vertikal  abwärts  wirkendes  Gewicht,  AB=a, 
a  =  der  Horizontalneigung  von  ^ ^,  26  =  der  Länge  des  Stabes,  AS  =  x. 
Zerlegen  wir  die  an  dem  Stabe  wirkenden  Kräfte  parallel  und  senkrecht 
zu  seiner  Richtung  und  nehmen  wir  Momente  um  5,  so  gelangen  wir  zu 
den  Gleichgewichtsbedingungen 

/i(JSi  -I-jB«)— ÖÄma  =  0,     (1)         JRi— öco«a  — Ä2=0,     (2) 

i2ia?  — J?2(a?-f-a)  =  0.     (3) 
Mit  (1)  und  (2),  sowie  mit  (2)  und  (3)  bekommen  wir 

2fiR2  =  G  {sin  a  —  [icoa  a),     (4)         aR2=G  ic  cos  a.     (5) 
Daher  ergiebt  sich  mit  (4)  und  (5) 

Weil  222  ni<^Iit  negativ  sein  kann,  so  kann  in  (5)  auch  x  nicht  negativ 
sein.    Überdies  ist  auch  durch  die  Geometrie  klar,  dass  x<b'-a.   Wenn 

{tga  —  iA)'>h^a^  oder  a  <  ^  ,  ^"    ist,    kann  kein   Gleichgewicht 
^fi  Zb  —  a 

stattfinden. 

Walton,  p.  83. 

5.  Ein  gleichförmiger  Stab  ruht  innerhalb  eines  rauhen  vertikalen 
Kreises.  Die  Lage  des  Stabes  zu  erforschen,  wenn  die  Reibung  eben  nur 
das  Gleichgewicht  erhalten  kann. 

Es  sei  (Fig.  214)  die  Länge  des  Stabes 
AB=^2a^  sein  Mittelpunkt  S  Angriffspunkt 
seines  Gewichtes  G,  ß  die  Horizontalneigung  des 
Stabes,  O  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  0A  = 
OB  =  r  =  dem  Radius  desselben,  so  dass  auch 
2^GSQ=ß,  wo  SQ  die  Gerade  durch  O.  In 
den  Stützpunkten  A  und  B  des  Stabes  wirken 
Figur  2u.  jjg  Reaktionen  Ri  und  R^  des  Kreises,  gerichtet 

nach  seinem  Centrum  O,  und  es  sei  2i.0AB  =  2^0BA=a.  Die  CoeflB- 
cienten  der  Reibung  in  den  Punkten  A^B  seien  verschieden,  |Ui,jU2,  so 
dass  die  Widerstände  der  Reibung  daselbst  fxi  Ri^  fi2^y  der  erstere 
Widerstand  wirkt  senkrecht  zu  OA  abwärts,  der  andere  normal  zu  O  £  und 
aufwärts.  Mit  den  in  den  Punkten  S,  A^  B  angreifenden  Kräften  (r,  R^ , 
uiJ?!,  i22i  A*2  J^2  erscheint  der  Stab  als  freies  System,  für  welches  die 
Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen  sind.  Zu  dem  Ende  sei  A  Ursprung 
des  in  der  Ebene  der  Kräfte  gelegenen  Coordinatensystemes,  A  B  der  posi 
tive  Teil  der  Abscissenaxe,  AYl^AB^  positiv  nach  oben,  die  Ordinatenaxe. 
Damit  bekommen  wir  das  Kräfte-  und  Momententableau : 
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Krtfte  X  Y  X  y          xY^yX 

Q  -^Gsinß  ^öcasß  a  0          —Oacasß 

Ri  Ricosa  Risifia  0  0                   0 

R2  — R^cosa  JR2sina  2a  0          2222ama 

ßi  J3|  m Risina  -  fiiRiCosa  0  * 0                  0 

fiiR2  iU2i22«ma  fi^I^COSa  2a  0  2^/22aco5a 

Aus  dieser  Aufstellung  resultieren  die  drei  Bedingungen 

ifiiRi-h  fi2  /^2)^''wa4-  {Bi  —  R2)cosa  —  Gsinß  =  0,  (1) 

0*2 jB2  —  pLiBi)co8a  -i-  (JBi  -h  It^)8ina  —  (?  <?o*/9  =  0,  (2) 

2|Lt2  i?2  öo*«  4-  2  Ü2  «na  —  G€08ß  =  0.  (3) 

Die  Gleichung  (3)  giebt 

^  ^ ^.  (4) 

J  («fi  a  -h  fA2  C08  a) 

Mit  (2)  und  (4)  erhalten  wir 

ii,  =       .  ^-'^/^  (5) 

^  l«n  a — jiti  CO*  a) 

Nun  wird  mit  (1),  (4)  und  (5) 

tgß= f^tJ^ (6) 

2{«n*  a  —  (ßi  —  JU2)  sin  a  cosa  —  iii  jU2  coa^  ai 

und  wenn  wir  den  Beibungswinkel  einfuhren ,  also  iAi  =  igQi^  1^2 = ^  ^s 
setzen, 

t9ß=-r. — ?HL(?L±i?) ^ —     (j) 

2ffin^aco9Qi  C08q% — 8inac08a9in{gi  — q^) — C08^a8inQ\  siriQ^i 

oder,  mit  coaa  =— *  8ina  =  — Vr^  —  a^ 

r  r 

tgß= ^^"^^^  :,  (6') 

2|r*  —  a^  — (/«i — jUj)  a  V»**  —  *'  —  /»iMa«*} 

^  ß  =n «»(gi+e2)r« ^.j 

Durch  jede  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  die  Gleichgewichtslage  be- 
stimmt. Indem  wir  aus  (6)  oder  (7)  noch  coaß  ermitteln  und  seinen 
Wert  in  die  (4)  und  (5)  einführen,  erhalten  wir  die  Werte  der  Eeaktionen 
für  die  Gleichgewichtslage. 

Sind  die  Beibungscoefficienten  einander  gleich,  ist  also  1x^=11^=11, 
^i=^=ß,  dann  gehen  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  über  in 

fi,=    _^^?^.     (8)  R,.^  -^-±OS_ß_  (gj 

2  (wii  a  4-  jw  cos  a)  l  \stn  a  —  [i  cos  a) 

f^  o  — t fm (101 

^^^'^8in^a-ii^C08^a''r^-{l'hfi^)a^'  ^    ^ 

tgß=  ^^'^^g  =  —  _  -^-^?^  —..  (11) 
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Würde  in  den  Stützpunkten  Ä^B  keine  Reibung  stattfinden,  dann  wäre 
fii  =  /i2  =  0,  mithin 

^  8in^a      r^  —  a^  ^  2«ma       2\^r"  — a^ 

Die  Gleichgewichtslage  ist  also  in  diesem  Falle  dann  hergestellt,  wenn  der 
Stab  horizontal  liegt. 

6.    Ein  gleichförmiger,  schwerer  Stab  AB  (Fig.  215)  ist  mit  seinem 
Ende  Ä  auf  eine  rauhe  horizontale  Ebene  O  JC  gebracht  worden  und  stützt 

sich  gegen  eine  rauhe  Curve  KPL  m  einem  be- 
liebigen Punkte  P.    Die  Mittellinie  des  Stabes  und 
die  Curve  liegen  in  einer  vertikalen  Ebene.    Der 
Stab  ist  immer  im  Gleichgewichte,  gleichviel  in 
welchem   Punkt  P   er    die    Curve    berührt;   die 
Beibungscoefficienten  sind  für  die  Curve  und  die 
horizontale  Ebene  von  gleicher  Grösse.    Welches  ist 
die  Gleichung  der  Curve? 
Ziehe  MP  rechtwinkelig  zu  O^    Lasse  sein  iS  den  Schwerpunkt 
des  Stabes,  in  welchem  sein  Gewicht  O  angreife,  AS='a^  2^BAX^xy^ 
OM=^x^  PM=^y^  Bi^Ri  die  normalen  Reaktionen  der  Curve  und  der 
Ebene  auf  den  Stab.    Infolge  der  Reibung  wird  die  Curve  auf  den  Stab 
noch  eine  Kraft  fiRi  entlang  PB  und  die  horizontale  Ebene  eine  solche 
fi  B2  entlang  A  X  äussern.    Indem  wir  die  Kräfte  parallel  und  senkrecht 
zu  O  X  zerlegen  und  Momente  um  A  nehmen ,  ist  für  das  Gleichgewicht 
Bi8in&  =  fiBiCos& '\- fiB^^  oder  Bi(sin^  — 11  cos 'S)  =^  11  B%^     (1) 
2?i  coad'  +  iiBisin&  +  2^2=0,  oder  Bi{co8d^  +  iinnd)  -+-  B2  =  G,  (2) 
Bi.AP=^Gaco8»    oder    Bi.AM  =  Gacoa^S.  (3) 

Durch  (1)  und  (2)  bekommen  wür 

{l'{'li^)Bisin»  =  fAG, 
und  daher  mit  (8) 

(1  'hfA^)Ga8tn^C08^S=^fAG.AM,     (1  -\- fi^)  a8inSco8^&  =  fi.AM. 


Figur  216. 


Aber  es  ist  8in  ü^  =  -r^ 

da 

folglich  haben  wir 


dx  dx 

cos  d"  =  -r~*  AM=^y  -7— > 

da  ^  dy 


dx 
dy 


Mit  fi  =  tffQ  geht  diese  Gleichung  über  in 

^n%^  KdxJ  ~ ^ \dx)  ' 
welches  die  verlangte  Difierentialgleichung  der  Curve  ist. 
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Wem*  die  BeflNugaeoälicienten  Ar  die  Cunre  und  die  Ebene  rer-- 
neinedm  sind,  kdnnen  wir  die  Differentialglddiiii^  der  Cmre  mit  glödier 
f/eichtigkeit  anürteDeD. 

7.  Eine  homogene,  reehtwinkelige  Platte  Ä'Z.  J/ ^V 
(Fig.  216)  ist  auf  eine  rauhe  geneigte  Ebene  A  JB 
gebracht  worden.   Angenommen,  die  Hcnrixontalneiguiig 
der  Ebene  wachse  allmählich;  zu  findoi,  ob  das  Gleicb- 
gewicht  der  Platte  gestört  werden  wird  dnich   den 
Beginn  einer  rollenden  oder  gleitenden  Bewegung. 
Zuerst  setzen  wir  foraos,  dass  die  Platte  im  B^^riffe  sei  zn  gleiten. 
Es  sei  I{  die  ganze  Reaktion  der  Ebene  anf  die  Platte,  rechtwinkelig  za 
ihr  selbst,  tf  die  Horizontalneignng  der  Ebene  im  Augenblicke  des  Gleitens. 
Durch  S^l^fung  der  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  geneigten  Ebene 
bekommen  wir 

liJi — Gs?nq>  =  0^     R  —  Geosg>  =  0,     womit    tg^=-ii. 
Jetzt  nehmen  wir  an,  dass  die  Platte  um  die  Kante  K  Yor  dem  Anfsuige 
des  Gleitens  rolle,  dann  wird  die  Vertikale  durch  8  die  Kante  K  schneiden, 
wenn  tp  den  gehörigen  Wert  erlangt  hat.    Ziehe  S  H  rechtwinkelig  zn  der 
Ebene,  lasse  sein  HK=^a^  SH=^h^  dann  ist 

tg^  =  tg2i,KSH=^' 
Folglich  wird,  wenn  M  <  T'  Gleiten  stattfinde,  ehe  Bollen  eintritt,  wenn 

li>-r*  RoUen  ohne  Gleiten  eintritt.    Ist  fi  =  jf  so  erfolgt  gleichzeitiges 

Rollen  und  Gleiten. 

WaltoD,  p.  80. 

8.  Der  Keil  ist  dazu  bestimmt,  eine  Kraft  in  eine  andere  von 
anderer  Richtung  überzuführen.  Er  ist  im  allgemeinen  ein  normales,  drei- 
kantiges Prisma  ABiBz  (Fig.  217),  auf  dessen  einer  Seitenfläche  die 

Kraft  P  und  auf  dessen  anderen  Seitenflächen  die  zu 
''*'*  überwindenden  Widerstände  angreifen,  welche  Qi^Qt 
sein  mögen.  Der  Rücken  des  Keiles,  diejenige 
Seitenfläche  Bi  Bi,  auf  welche  die  Kraft  P  wirkt, 
ist  schmäler  als  die  beiden  anderen  Seitenflächen, 
Figilr 217.  die  Keilflanken.    Es  seien  die  Kräfte  P, Qi^Q%  so 

verteilt,  dass  ihre  Richtungslinien  in  eine  normale  Ebene  des  Prismas  hin- 
einfallen, und  Psei  so  gewählt,  dass  nur  eine  progressive  Bewegung  des 
Keiles  erfolgen  kann.  Die  Gleicbgewichtsbedingungen  für  die  drei  Kräfte 
P,  ^1 1  Q%  sollen  entwickelt  werden« 
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Zu  dem   Ende  seien  die  Winkel  des  Keiles  bezeichnet  wie  folgt: 

2^BiAB^=a,  2i.B2BiA=ßu  2j:5i^2^=fti  ^^QiMQ^^ßi-^  ß%. 
das  ist  derjenige  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Bichtungslinien  der 
Widerstände  Qi  und  Q2  schneiden,  diese  Richtungen  sind  senkrecht  zu 
den  Keilflanken,  jui  Qi,  ^Q^  die  Reibungswiderst&nde  auf  den  Seiten- 
flächen ABi^  ABz-  Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  muss  die 
Summe  aller  Kraftcomponenten  parallel  zur  Richtung  von  P  und  diejenige 
aller  Gomponenten  senkrecht  dazu  gleich  Null  sein,  so  dass 

P— -  Qicosßi—  Q^ cos ßi^  —  HiQxsin ßi  — 11^  Qzsinß^  =0,        (1) 
Qi  sin  ßi  —  Q2  sin  ß^  —  li\  Q\  cos  ßi  -h  jU2  Q^  cos  ß^  =  0.  (2) 

Mittelst  dieser  zwei  Gleichungen  lassen  sich  die  Widerstände  Qi  und  Q2 
berechnen.    Aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt  sich 

^2  __  *?w ßi  —  jUi  cos ßi_ 

Q  i       sin  ßz  —  fJt2  cos  ß^ 
Den  hieraus  genommenen  Wert  von  Q2  führen  wir  in  die  Gleichung  (1) 
ein,  dann  wird 

Stnp2 fil2COS(>2 

Nach  einiger  Umformung  dieser  Gleichung  gelangen  wir  zu 

p 

—  {sin ß2—fi2  cos ft)  =  (1  —  jUi iHi) sin (ßi  4-/?2)  —  Om  +  /is)  cos {ßi  -f  ft )• 
Vi 

Es  istaber  2j:(i5i4-/?2)  =  180^— a,  also«m09i4-/92)  =  *ma,  cosißi-\-ß2) 
=  —  cos  a,  folglich  erhalten  wir 

P  (1  4-  jUi  fA2)  sin  a  -h  {fii-+- 1^2)  cos  a 

Qi  sinß2  —  li2cosßo 

Hiernach  hat  die  geringste  Yergrösserung  der  Kraft  P  eine  Bewegung 
des  Keiles  im  Sinne  dieser  Kraft  zur  Folge.  Diese  Kraft  ist  zu  bestimmen, 
wenn  der  Keil  als  Spaltungsmittel  dienen  soll.  Wird  aber  der  Keil  als 
Befestigungsmittel  verwendet,  so  sind  die  Beibungswiderstände  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  thätig,  indem  die  Kraft  dann  ein  Zurückgehen  des 
Keiles  zu  verhindern  hat.  Wir  haben  dann  nur  nötig,  in  der  obigen 
Gleichung  /ii  und  jUs  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  zu  wählen  und 
erhalten  dadurch  sofort  die  Gleichgewichtsbedingung 

P       (1  —  11\Ih)  *2w a  —  (jtti  +  112)  cos a 

—  ^^  —        • 

Q  i  sin  /?u  -h  /i2  cos  ß2 

In  diesem  Falle  wird  aber  gewöhnlich  verlangt,  dass  gar  keine  Kraft  auf- 
gewendet werden  darf,  um  ein  Zurückgehen  des  Keiles  zu  verhindern,  dass 
derselbe  vielmehr  noch  gewaltsam  gelöst  werden  muss,  wodurch  P  nicht 
nur  Null,  sondern  einen  negativen  Wert  annimmt.  Es  ist  dieses  der  Fall, 
sobald  der  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  negativ 
ausfällt,  weshalb  sein  muss 
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(l  —  fiifH)^na<(ßii-^  fit)eosa,     oder    tga<Y^ — —- 

Bezeichnen  wir  die  Beibongswinkel  entsprediend  mit  ^,  ^  dann  rnnss 
ako  sein 

tga<  tg{Qi  +  Q^\  oder  a  <  ^  -*-  ^, 

d.  h.  der  Winkel  a  mass  kleiner  ak  die  Summe  der  Beibungswinkel  sein. 
In  OebranehsfäDen  macht  man  diesen  Winkel  erheblich  kleiner.  Der  Keil 
hat  gewöhnlich  zwei  besondere  Formen,  das  Dreieck  ABiB^  ist  entweder 
gleichschenkelig  oder  rechtwinkelig.  Ist  das  Dreieck  gleichschenkelig,  so  ist 

^j  =-  ^2  =  — - —  und  alsdann 

Für  das  rechtwinkelige  Dreieck  haben  wir,  wenn  ^|=90^  A=ö~"» 

Q2  = ZI- : — '     77-  =  ^^ 1^ -. =tg{a±Q)±tpQ. 

cos  a  -i-  fi  9tn  a      (^  1  cos  a  -^  fi  sin  a 

Die  oberen  Zeichen  gelten  für  den  Fall,  dass  der  Eeil  eine  Progressiv- 
bewegung im  Sinne  der  Kraft  P  annehmen  soll,  die  unteren  Zeichen  dafür, 
dass  der  Keil  nicht  zurückgeht,  wenn  auch  keine  Kraft  P  wirkt  Dient 
der  Keil  als  Befestigungsmittel,  dann  hat  er  die  Form  eines  rechtwinke- 
ligen Prismas,  soll  sich  derselbe  von  selbst  nicht  lösen,  so  muss  die  Be- 
dingung erfüllt  sein  tga<  ^^ — ~t  oder  a  <  ^1  +  (>«.  Ist  nun  beispiels- 
weise  der  Keil  von  Schmiedeisen,  dann  können  wir  setzen  jUi  =  jU2  =  0'16 
und  68  ist  dann  tga<^  zu  nehmen.    Da  nun  der  Befestigungskeil  so 

beschaffen  sein  soll,  dass  er  sich  von  selbst  nicht  löst,  wenn  nicht  besondere 
umstände  wirken,  so  fragt  es  sich  noch,  wie  gross  die  Kraft  P  sein  muss, 
um  einen  solchen  Keil  zu  lösen.  Für  den  Gleichgewichtszustand  hat  sich 
herausgestellt,  dass 

P  /  V  tga  -h  u 

^  =  ty(«  +  ^)-H*J.^=j^P^-H/i. 

Für  jti  =  0'16  und  tga  =  0'0i  erhalten. wir  beispielsweise  P:Qi  =  0'36. 
Die  Kraft  Pi ,  welche  den  KeU  löst,  muss  in  entgegengesetztem  Sinne  wie 
P  wirken,  so  dass  die  Beibungswiderstände  ebenfalls  im  entgegengesetzten 
Sinne  wie  vorhin  wirken,  weshalb  sein  muss 

Qi  M—fitga       n 

Für  jti  =  0'16  und  ^a  =  0*04  ergiebt  sich  Pi:Qi=z  0*28.  Sonach  werden 
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7 
ungefähr  -  der  Kraft  P  genügen ,  um  den  Keil  zu  lösen.     Die  Neigung 

der  Keilflanke  zu  der  Länge  des  Keiles  wird  gewöhnlich  ^r^  bis  —  der  Länge 

20        15 

gemacht. 

9.    Ein  Stab  AB  (Fig.  218)  kann  sich  nach  jeder  Bichtung  frei 

um  den  Endpunkt  A  bewegen,  welcher  durch  ein 
glattes  Charnier  an  einer  horizontalen  Ebene  be- 
festigt ist,  und  stützt  sich  mit  seinem  Ende  B 
gegen  eine  rauhe,  vertikale  Ebene  LMN.  Welches 
Figur  218.  ist  die  äusserste  Gleichgewichtslage  des  Stabes? 

Durch  A  ziehe  AO  rechtwinkelig  zu  der  Ebene  LMN^  verbinde 
O  mit  B.  Der  Ort  von  B  ist  ein  Kreis  in  der  vertikalen  Ebene  LMN 
mit  dem  Mittelpunkte  in  O.  Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  AB, 
iu  ihm  wirke  sein  Gewicht  G  vertikal  abwärts,  AHV  die  Projektion  von 
ASB  auf  die  horizontale  Ebene,  H  diejenige  von  S,  und  V  diejenige 
von  B.  Ziehe  HK  rechtwinkelig  zu  J^O  und  KS.  R  sei  der  Druck 
zwischen  Stab  und  vertikaler  Ebene,  so  dass  ^  R  der  Beibungs widerstand, 
welcher  in  der  Bichtung  der  Tangente  zu  dem  Orte  von  JB,  rechtwinkelig 
zu  OJB  in  der  Ebene  LMN  und  von  L  gegen  M  wirken  wird.  Ferner 
sei  AS-=a,  J?S  =  6,  415^0  =  «,  2i,B0L  =  &.  Danüt  erhalten 
wir  für  das  Gleichgewicht  des  Stabes,  Momente  \an  AO  nehmend, 

G.HK  =  iiR.OB,  (1) 

und  die  horizontale  Linie  durch  A,  welche  rechtwinkelig  zu  AO  ist,  als 
Momentenaxe  ansehend,  dabei  beachtend,  dass  die  vertikale  Componente 
von  juü  fAReos2f.BOV  ist, 

G.AK-'R.Br—fiR.AO.co8  2i.BOr.  (2) 

Femer  ist  durch  die  Geometrie 

I1K=  SK.cos&  =  asinacos&^ 

OB  =  {a-hb)8ina,       AO .coa 2$.  BO  V  =  {a -\- b)cosa co8&, 
AK=  acosa,       B  V  =  O B . sin&  =  {a  -h  b)  ain a sin &. 
Mit  diesen  Werten  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 

Gasina  cos  d- =  fi  R  (a  -\-  b)  sin  a,  (8) 

G  a  cos  a  =  R{a-h  b)  sin  a  sin  v^  -h  jli  R  (a  -^  b)  cos  a  cos  &,        (4) 
Indem  wir  die  Gleichung  (4)  durch  die  (3)  dividieren,  bekommen  wir 

,      1 

tg^  =  —  tg  a. 

Dieses  Problem  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  lösen.  Nehmen  wir 
Momente  um  die  vertikale  Linie  durch  A,  so  haben  wir,  weil  iiRsind' 
die  Horizontalcomponente  von  iiR  ist, 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    L  33 
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R.OV—fiRsind'.AO=0,     und  daher    OB .cos&=fAstn&.AOj 
aber  weil  OB  =  OÄ.iga^  so  ergiebt  sich  schliesslich 

tg&=  — tga. 

Walton,  p.  80. 

Um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  d.  h.  um  auch  die  Reaktionen 
in  den  Stützpunkten  A  und  B,  welche  wir  jetzt  mit  Ri  und  R^  bezeich- 
nen wollen,  gleichzeitig  mit  der  Gleichgewichtslage  zu  bestimmen,  schlagen 
wir  das  analytische  Verfahren  ein. 

Der  Stab  AB  (Figur  218a)  befindet  sich 
zwischen  zweiaufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen, 
welche  wir  als  Coordinatenebenen  wählen,  und  zwar 
die  horizontale  Ebene  als  Ebene  der  ay,  die  ver- 
-^  tikale  Ebene  als  Ebene  x  z.  Die  Anfangslage  ABi 
des  Stabes  habe  die  Eigentümlichkeit,  dass  eine 
Figur  218  a.  durch  ihn  gelegte  vertikale  Ebene  die  beiden  Stütz- 

ebenen in  seinen  Projektionen  auf  diese  Ebenen  schneidet,  welche  wir  zu 
Axen  der  y  und  der  z  wählen,  so  dass  O  Ursprung  des  Coordinaten- 
systemes.  Bewegt  sich  der  Stab  und  rückt  der  Punkt  Bi  nach  Bj  dann 
gelangt  er  in  die  Lage  A  .B,  welche  wir  als  die  äusserste  Gleichgewichts- 
lage ansehen  wollen.  Es  beschreibt  dabei  der  Stab  einen  Teil  der  Fläche 
eines  Kreiskegels,  der  Punkt  Bi  einen  Kreisbogen  in  der  Ebene  der  xz 
vom  Halbmesser  OBi  =  OB=r,  und  es  sei  2i.BiA0=  2i.BA0  =  ay 
2^BOJC=^d'.  Das  Gewicht  G  des  Stabes  greife  wieder  in  seinem 
Schwerpunkte  S  an  und  es  sei  ^  S  --=  a,  S  ä  =  b.  Im  Punkte  A  wirkt 
auf  den  Stab  der  unbekannte  Beaktionsdruck  Ri  der  horizontalen  Ebene, 
seine  Componenten  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  seien  JC,  F,  Z.  Im 
Punkte  B  wirkt  die  Reaktion  R2  der  vertikalen  Ebene  senkrecht  zu  ihr, 
welche  den  Reibungswiderstand  fi  R^  erzeugt,  thätig  in  der  Richtung  der 
Tangente  in  B  an  den  Kreisbogen  Bi  B  von  B  nach  Bi . 

Damit  erhalten  wir  das  Tableau 


Kräfte 

X 

Y 

z 

X 

y 

z 

G 

0 

0 

-ö 

a  sin  a  cos  & 

bC08  a 

a  sin  a  sin  d- 

B, 

X 

r 

z 

0 

{a  -+-  h)  COS  a 

0 

^2 

0 

R^ 

0 

r  cos  ^ 

0 

r  sin  & 

ßK^ 

—  ^  i?2  sin  ^ 

0 

fxRocosß^        f  cos  & 

0 

r  sin  ^ 

Kräfte 

yZ- 

-zY 

zX      xZ 

xY      yX 

G 

—  6r  6  COS  a 

G  a  sin  a  cos  0- 

0 

Ri 

Z(a-^ 

'  h)  cos  a 

0 

X{a-\-h)  cos  a 

H, 

-i?2 

r  sin  ^ 

0 

Ro  ^  c^^  ^ 

ß^i 

0 

—  ßR^r 

"  0 
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aus  welchem  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen  ergeben: 

JT— iiii?2«n;?=0,  (1)     r-t-Ä2=0,  (2)     Z—G'^fiR2€os»=^0,  (3) 

Z{a'h  b)cosa  —  Obcosa  —  R^r  sin  ^  =  0,  (4) 

Oasinacos^  —  ^üg  r  =  0,  (5) 

J?2  r  Cö5  ^  —  Jf  (a  -4-  b)  cos  a  =  0.  (6) 

Für  den  Beaktiousdruck  im  Punkte  B  ergiebt  sich  durch  (5) 

r-,         Gabina  COS  d-      OacosS- 

fjLr  fi^a-hb)  ' 

weil  r  =  (a  -h  &)  sin  a  ist. 

Mit  (1)  und  (5),  (2)  und  (5),  (8)  und  (5)  erhalten  wir: 

TT      />«    .         .    a        a       Oasin^cos& 
Jl  =  G  —  stna  sm  d'cosd-  = w »  (8) 

_j  Ga  sin  a  cos  ^  Ga  cos  & 

T=  -  E,  = — =  --^_^,  (9) 

Z=ö(l~^^^^=ö(l-^^).  (10) 

Durch  (6),  (7)  und  (8)  finden  wir: 

tg^  =  jtga.  (11) 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  äusserste  Gleichgewichtslage. 

Da  nun  die  äusserste  Gleichgewichtslage  bekannt  ist,  so  kOnnen  wir 
für  dieselbe  auch  die  Reaktion  B^  und  die  Componenten  der  Beaktion  Ri 

darstellen.     Ans  (11)  folgt.  r.nstS^=i  ^ —    -.    sin 3-  = 


womit  die  Relationen  (7),  (8),  (9),  (10)  übergehen  in 

£1%  —  ,  —  —   jL  t  -A  —  T  — a T~9 —  * 

^fiH  +  {a  +  b)tg^tt 

^  ^^^  ^  7 TT"; — ä sr'"v"' 

{a^b){ii^-^tg^a) 

SO  dass  sämtliche  gesuchten  Grössen  bekannt  sind,  denn  es  ist 

Befindet  sich  der  Stab  in  der  Lage  A  B\ ,  also  in  der  Ebene  der 
y  z^  dann  ist  ^  =  0,  und  demnach : 

Rl  =  — -f r:  >  -X.  =  0,  y  = -—  I 

jtt  (a  -f-  o)  jW  (a  -h  5) 

10.  Ein  gleichförmiger  Stab  Yom  Gewichte  (r,  welches  in  seiner  Mitte  angreift 
stützt  sich  mit  seinem  nnteren  Ende  gegen  eine  rauhe,  horizontale  Ebene  und  gegen 
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eine  ranhe,  horizontale  Linie.    Die  vertikale  Ebene  dnrch  den  Stab  ist  senkrecht  auf 

der  Stfitzebene  und  der  stützenden  Geraden.     Zn  bestimmen   die  Gleichgewichtslage, 

wenn  im  Abstände  a  von  dem  unteren  Ende  ein  Gewicht  P  angreift  und  der  Beibungs- 

coSfficient  für  die  sich  berührenden  Teile  gleich  ist. 

Es  sei  2  7  die  Länge  des  Stabes,  a  seine  Horizontalneigung,  dann  wird  gefanden 

werden 

fi         {P-hO)! 


sin  2  a  =  4 


l-hju^    Pa-^-Ol 


11.  Ein  Stab  stützt  sich  auf  zwei  horizontale,  parallele  Zapfen  in  einer  zu  den 
Zapfen  senkrechten  Ebene.  Die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  und  die  Pressungen 
zu  bestimmen. 

Ist  a  die  Horizontalneigung  des  Stabes,  bestimmt  durch  die  Lage  der  Zapfen, 
21  die  Länge  des  Stabes,  h  die  Entfernung  der  Zapfen,  a  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes des  Stabes  vom  nächsten  Zapfen   und  O  das  Stabgewicht,   so  sind  die  Pres- 

sungen  -^G — .  —  ^  »  und  für  das  Gleichgewicht  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein 

btg a^{2a  -^  b)tg  g. 

12  Eine  Platte  von  gleicher  Dicke  stütze  sich  mit  ihrem  Mittelpunkte  auf 
einen  rauhen,  horizontalen  Gylinder,  beider  Richtungen  seien  senkrecht  zu  einander. 
Zu  finden  das  grOsste  Gewicht,  welches  an  dem  einen  Ende  der  Platte  angehängt  wei- 
den kann,  ohne  dass  dieselbe  von  dem  Cylinder  herabgleitet. 

Es  sei  Ö  das  Gewicht  der  Platte,  P  die  angehängte  Last,  r  der  Halbmesser 
des  Gylinders,  2a  die  Länge  der  Platte*  tgX  der  BeibungscoSfficient ,  dann  wird  P 
durch  die  Gleichung  gegeben  sein 

P  rX 

O  "^  a  —  rX 

13.  Ein  Stab  AB  (Fig.  219),  von  welchem  das  Ende  B  gegen 
eine  rauhe,  vertikale  Ebene  C  D  drückt,  wird  durch  einen  an  den  festen 
Punkt  C  der  Ebene  gefesselten,  gewichtslosen  Faden  gebalten.  Zu  finden 
die  Lage  des  Stabes  unmittelbar  vor  dem  Eintritte  einer  Bewegung, 
wenn  Faden  und  Stab  in  einer  zu  der  Stützebene  normalen,  vertikalen 
^^  Ebene  liegen. 

Es  sei  der  Stützpunkt  B  des  Stabes  hoher  gelegen  als  der  Punkt 
Figur  219.     Ay  a  die  Länge  des  Stabes,  AC  =  1,  2i.ACB  =  ^,  2CÄBD=ip,  dann 
kann  ^  durch  die  Gleichung  gefunden  werden 

(4  a2 _ 4  ?2 __  ^2 n)  tg2^  ^2fil^tg&'^4a^-l^  =  0, 
und  sodann  wird  g)  bestimmt  sein  durch  die  Gleichung    asinip  =  1  sin ^. 

Wenn  B  in  dem  Falle  ist  abwärts  zu  gleiten,  so  muss  ft  durch  -  fi  ersetzt 
werden. 

14.  Ein  stabfOrmiger  Korper  von  durchweg  gleichem  Querschnitte  ist  zwischen 
zwei  rauhe  Ebenen  gelegt,  welche  die  Horizontalneigungen  a^ ,  a^  besitzen  imd  denen 
die  Reibungswinkel  qi,  q2>  zukommen.  Die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab  ist  senk- 
recht auf  der  Schnittlinie  beider  Ebenen.  Den  Grenzwert  der  Horizontalneigung  des 
Stabes  zu  finden,  bei  welchem  er  ruhen  wird,  sowie  die  Relationen  zwischen  dem  Kör- 
pergewichte und  der  Normalreaktion  jeder  der  Ebenen. 
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Lasse  sein  &  =  dem  verlangten  Grenzwinkel,  2?|,  F^  die  Normalreaktionen  der 
£benen,  G  das  Gewicht  des  Stabes,  welches  in  seiner  Mitte  angreife.  Damit  wird 
sich  ergeben 

2tg  &  =  cotg  («2  -^92)  —  <^o^9  («1  —  (>i)» 

Ml G R2     

€08  Qi  sin  (02  -+•  P2)  ~  ^*"  («1  —  ?i  -+-  «2  +  ^2)  ~~  cö*'  p2  sin  («j  —  (>|)" 

15.  Eine  schwere,  rauhe,  gleichförmige  Stange  geht  über  dem  einen  und  unter 
dem  anderen  von  zwei  festen,  rauhen  Zapfen  hinweg,  welche  parallel  und  horizontal 
sind,  in  einer  vertikalen  Ebene  rechtwinkelig  zu  ihnen.  Die  Länge  der  kürzesten 
Stange  zu  ünden,  welche  in  einer  solchen  Lage  ruhen  wird. 

Es  sei  a  die  Entfernung  der  zwei  Zapfen,  a  die  Horizontalneigung  der  Stange, 

dann  ist  die  gesuchte  Länge  der  Stange  gleich  a(\-\ — tg a\ 

16.  Ein  Stab  ist  an  eine  vertikale  Wand  gelehnt  und  steht  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  auf.  Wie  weit  kann  er  sich  wegen  der  Reibung  von  der  vertikalen  Lage 
entfernen? 

Ist  a  die  Horizontalneigung  des  Stabes,  9  der  Winkel  der  Vertikalebenc  durch 
ihn  mit  der  auf  beiden  gegebenen  Ebenen  senkrechten  Ebene,  so  ist 

l  —  2fitga  =  fi  Yfi^  cos^  tp  —  sin^  <p 
die  Bedingung  der  äussersten  Gleichgewichtslage,  also  jedenfalls  9>^  q. 

17.  Ein  Stab,  welcher  um  ein  glattes  Charnier  an  seinem  tieferen  Ende  be- 
weglich ist ,  ruht  mit  seinem  anderen  Ende  auf  der  Oberfläche  einer  festen ,  rauhen 
Kugel.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  und  das  Charnier  liegen  in  einer  horizontalen 
Linie.    Welches  ist  die  Grenzlage  des  Gleichgewichtes? 

Es  sei  A  das  tiefere,  B  das  höhere  Ende  des  Stabes,  C  der  Mittelpunkt  der 
Kugel ,  2iBAC  =  ßj2iBCA  =  a,  ö-die  Horizontalneigung  der  Ebene  ABC  hei 
einer  Grenzlage  des  Stabes,  dann  ist 

tg{>'  =  —  cosatg  ,^. 

18.  Eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  C  wird  durch  einen  horizontalen  Faden 
BC  auf  einer  geneigten  Ebene  AB  im  Gleichgewichte  erhalten.  Welches  ist  die 
Spannung  des  Fadens? 

Es  sei  G  das  Gewicht  der  Kugel,  T  die  Spannung  des  Fadens,  a  die  Horizontal- 
neigung der  schiefen  Ebene,  dann  ist 

^  51«  a  —  fiCOSa         "  »in  {a  —  q) 
COS  a  —  ftSl>n  a  COS  (a  -♦-  p) 

19.  Eine  homogene,  starre  Halbkugel  kann  mit  ihrer  krummen  Oberfläche  auf 

einer  horizontalen  Ebene  rollen;  die  Reibung  verbindere  alles  Gleiten.     Das  Moment 

eines  Paares  zu  finden,   welches  sie  in  der  Ruhe  erhalten  kann,   wenn  ihre  Basis  mit 

dem  Horizonte  einen  Winkel  von  300  einschliesst. 

Ist  G  das  Gewicht  und  a  der  Radius  der  Kugel,  so  wird  das  Moment  des  Paares 
3 
gleich  sein  T^Oa. 
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20.  Eine  Kugel  liegt  zwischen  zwei  gleich  geneigten  Ebenen,  welche  sich  in 
einer  Horizontalen  scheiden.  Wie  gross  muss  ein  horizontaler  Druck  auf  die  Ebenen 
sein,  damit  die  Kugel  in  die  Hohe  geht? 

Ist  G  das  (gewicht  der  Kugel,  r  ihr  Badius,  a  die  Yertikalneigung  der  Ebenen, 

d  das  StQck  der  Geraden,   längs  welcher  der  Druck  stattfindet,  zwischen  den  zwei 

Ebenen^  dann  ist  der  erforderliche  Druck 

0  r  cos  Q 

d  sin  (a  —  q) 

21.  Eine  Kugel  vom  Halbmesser  a  wird  eben  auf  einer  unter  einem  Winkel 
von  450  zum  Horizonte  geneigten  Ebene  durch  einen  gewichtslosen  Stab  gehalten. 
Das  tiefere  Ende  des  Stabes  ist  durch  ein  Chamier  mit  der  geneigten  Ebene,  das  höhere 
durch  ein  solches  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  in  einem  Punkte,  wo  der  Halbmesser 
parallel  zu  der  Ebene  ist,  verbunden.  Der  Stab  und  der  Kugelmittelpunkt  liegen  in 
einer  vertikalen,  die  geneigte  Ebene  rechtwinkelig  schneidenden  Ebene.  Die  Länge 
des  Stabes  zu  finden,  wenn  der  Eeibungswinkel  gleich  q  ist. 

Die  gesuchte  Stablänge  ist  gleich  acosecQ, 

22.  Ein  gerader  Kreiskegel  befindet  sich  mit  seiner  Basis  auf  einer  rauhen  ge- 
neigten Ebene.  Die  Neigung  der  Ebene  wächst  stetig.  Zu  erforschen  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  beginnende  Bewegung  gleichzeitig  rollend  und  gleitend  ist. 

Wenn  ß  den  Indilferenzwinkel  bezeichnet  und  2  a  der  Vertikalwinkel  des  Kegels 
ist,  so  wird  die  verlangte  Bedingung  durch  die  Gleichung  ausgedruckt 

tgß  =  Atga. 

23.    Eine  quadratische  Platte  ABCD  (Fig.  220)  mit  vertikaler 

Ebene  stützt  sich  mit  einer  ihrer  Seiten  A  D  gegen  eine  vertikale  Wand, 

welche  zu  der  Ebene  der  Platte  senkrecht  ist.    In  B  stützt  sich  die 

Platte  auf  einen  rauhen  Zapfen.     Welches  ist  der  kleinste  Wert  des 

Beibungscoöfficienten,  wenn  derselbe  für  die  Wand  und  den  Zapfen  gleich 

gross  ist? 
Figur  220.     °  /^ 

24.  Eine  homogene  rechtwinkelige  Platte  AB  (Fig.  221)  von  gegebenem  Ge- 
wichte G  wird  eben  an  einer  rauhen  vertikalen  Wand  B  C  mittelst  eines  Gewichtes  P 
gehalten,  welches  an  einen  Faden  gefesselt  ist,  der  durch  einen  glatten  Ring  0  senkrecht 

über  B  läuft  und  in  A  angeknüpft  ist. 

Den  kleinsten  Wert  des  Normaldruckes  auf  die  Wand  und  die 
entsprechende  Grösse  von  P  zu  finden. 

Wenn  q  den  Reibungswinkel  bezeichnet,  so  ist  der  kleinste 

Wert  des  Normaldruckes— ö'cof^p  und  die  entsprechende  Grösse  von 


Figur  221. 


25.  Eine  elliptische  Platte  mit  vertikaler  Ebene  ruht  auf  einer  rauhen  horizon- 
talen Ebene  und  lehnt  sich  gegen  eine  rauhe  vertikale  Wand ;  die  drei  Ebenen  sind  auf 
einander  senkrecht.  Die  Coöflicienten  der  Reibung  zwischen  Platte  und  horizontaler 
Ebene,  sowie  zwischen  Platte  und  vertikaler  Wand  sind  fii  und  ^9.  Die  grosse  Axe 
der  Ellipse  ist  unter  einem  Winkel  von  45 0  gegen  den  Horizont  geneigt  und  die  Platte 
eben  im  Begriff  herabzugleiten.    Welches  ist  die  Excentricität  der  Ellipse? 

(l-f-|U2) 


=/^ft 
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26.  Ein  elliptischer  Cylinder  liegt  zwischen  einer  glatten  vertikalen  und  einer 
rauhen  horizontalen  Ebene.  Die  grosse  Axe  der  Ellipse  ist  unter  einem  Winkel  von 
450  zum  Horizonte  geneigt.  Durch  die  Reibung  ist  der  Cylinder  gerade  am  Gleiten 
Terhindert.    Welches  ist  die  GrOsse  des  Reibungsco^fficienten? 

Wenn  e  die  Exceutricität  der  Ellipse  bezeichnet,  so  ist  der  verlangte  Reibungs- 

coSfficient  gleich  -ä^^- 

27.  Wenn  eine  Person  versucht,  eine  zweigriffige  Schublade  herauszuziehen 
durch  den  Zug  an  einem  der  Gri£fe  in  einer  Richtung  senkrecht  zu  ihrer  Vorderseite, 
die  Bedingung  zu  finden^  unter  welcher  die  Schublade  feststecken  wird. 

Die  Schublade  wird  feststecken,  welches  auch  die  angewandte  Kraft  sei,  wenn 
der  Reibungsco^fficient  nicht  kleiner  ist  als  das  Verhältnis  einer  Seite  der  Schublade 
zu  dem  Abstände  ihrer  Griffe. 

11-27.    Walton,  p.  84—88. 


Dritter  Abschnitt. 

Grleichgewicht  mehrerer  Körper. 

1.    Zwei  gleiche,  homogene  Kreiscylinder  M^^M^  (Fig.  222)  liegen 
mit  ihren  Axen  parallel  auf  einer  horizontalen  rauhen  Ebene  und  berühren 

sich.  Auf  diese  Cylinder  stützt  sich  ein  dritter 
Cylinder  so,  das3  alle  drei  Cylinderaxen  zu  einander 
parallel  sind.  Der  Coefficient  der  Reibung  zwischen 
je  zwei  Cylindern  ist  ^ui,  zwischen  einem  Cylinder 
und  der  Ebene  [jl^.  Welches  sind  die  Gleichgewichts- 
bedingungen, sowie  die  Eelation  zwischen  ^  und 
^21  wöon  alle  Berührungspunkte  zugleich  fortgleiten? 
Es  sei  Gx  das  Gewicht  des  oberen,  Q^  dasjenige  eines  der  unteren 
Cylinder,  i2i  die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  dem  oberen  und  einem 
der  unteren  Cylinder,  F^  der  Reibungswiderstand  zwischen  je  zwei  Cylindern, 
jß2  die  Reaktion  der  horizontalen  Ebene  auf  einen  der  unteren  Cylinder, 
F<i  der  Reibungswiderstand  für  einen  Cylinder  und  die  Ebene,  die  Winkel, 
welchen  die  Verbindungslinien  MMx ,  J/if2  der  Cylindermittel  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  den  Cylinderaxen  mit  der  Vertikalen  einschliessen 
2Jl  Ml  üf  öl  =  2Jl  M%  MGi  =  a,  r2  sei  der  Radius  eines  der  unteren  Cylin- 
der.    Der  obere  Cylinder  ist  der  Bedingung  unterworfen 

Gl  —  2  jRi  €08  a  — 2  Fl  sin  a  =  0,  (1) 

oder,  weil  Fi  =  ^1  jf?i  ist, 

Gl  —  2  7?i {cos  a  +  iiisin  a)  =  0, 

woraus 

^1  =  .TT ^ --^  (2) 

2  {cos  a  -h  fii  sin  a) 


'•2/> 


'xj*'^aö?»'»>*as 


irj**r:- 


rTTk 


<^, — Jt»  -  H  K^M*t^F  i>fk€t=^*}. 


iZi 


Fl — R  #>Ä  a  — F  'Trism  =  Oi-     ^4> 


Avi  ^i;  -,s/l  ^>;  *XT^*^»  *.i.*fc 


•y2«r 


=  t^^- 


S'tU  ^i^^l>ia  wir  rr.h  f2;  nr.'i  ^5) 


Ih  = 


O. 


Mit  H;,  ^?)  mA  (Tj)  wiri 


R,= 


2G>'-'  <?i 


'^-         2 
Oureb  (4j,  (5;  and  (7)  bekommen  wir 


/;? 


/v 


iiz 


Ox 


^h^    oder    iH  =  a-P7^-7^tg^ 


to^ 


•^> 


«7) 


(ö) 


(9> 


(10) 


20t'^Gi''2  "^      2Gt^Gi^2 

Ffir  den  Zu?$tand  de9  Gleichgewichtes  müssen  daher  die  Bedingungen  er- 
f&llt  mn 


,  «^ 
^^2    -^1' 


ör^  2 

W^jjl  6'|  <  2  fi^2  -f-  6'i  ist ,  80  werden  die  Berührungspunkte  der  unteren 
Cylinder  zuerst  fortgleiteo,  wenn  fii  =  fi2  und  Gi  allmählich  grösser  wird. 
Sollen  alle  Berührungspunkte  zu  gleicher  Zeit  fortgleiten,  dann  muss  sein 

.     f*  4  öl  u      «  1  G2  fll fl2 

tg^.^.t,u  und  2ö,  +  ö;^2-  =  '^'  ^^  <?,=^' 


2.  Die  höheren  Enden  Kx^K^  zweier  gleichförmiger  Stäbe  AK^, 
A  Kn  (Fig.  228),  welche  sich  in  einer  vertikalen  Ebene  um  den  festen 
Punkt  A  drehen  können,  an  welchem  ihre  tieferen  Enden  befestigt  sind, 

sind  durch  einen  gewichtslosen  Faden  K1K2,  verbun- 
den. Eine  schwere  Kugel  ist  zwischen  die  beiden 
Stäbe  gelegt  und  der  Faden  sei  verkürzbar.  Welches 
ist  die  Spannung  des  Fadens  in  dem  Momente,  wo  die 
Kugel  im  Begriffe  ist,  aufwärts  zu  springen,  wenn  die 
Coefficienten  der  Reibung  zwischen  der  Kugel  und  den 
Stäben  gegeben  sind. 
Lasse  sein  lix,  lio  die  Reaktionen  der  Stäbe  auf  die  Kugel,  recht- 
winkelig zu  ihren  Längen,   Fi.F^  die  Reibungswiderstände  entlang  den 


FlKur  228. 
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Stäben,  2 « =  dem  von  beiden  Stäben  eingeschlossenen  Winkel,  T  =  der 
Spannung  des  Fadens  A'iÄ'2,  G  =  dem  Gewichte  der  Kugel,  Gi=  dem- 
jenigen eines  Stabes,  2a  =  der  Länge  eines  jeden  der  Stäbe,  ^L  das 
Lot  von  A  auf  K1K2. 

Für  das  Gleichgewicht  der  Kugel  haben  wir,  die  Kräfte  parallel  und 
rechtwinkelig  m  AL  zerlegend  und  Momente  um  den  Mittelpunkt  O  der 
Kugel  nehmend, 

{Fl  -h  F2)  cosa-i-G  —  {El  4-  R^)  «««  «  =  0.  (1) 

{F2  —  Fl)  sin  ci  —  {Ri—  R2)  cos  a  =  0.  (2> 

J\.0J5i— Fg.  0^:2  =  0,     oder    J\  — i^2  =  0.  (3) 

Mit  (2)  und  (3)  bekommen  wir 

R2  =  Ri.  (4) 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  die  Kugel  in  dem  Zustande  sei,  durch  das 
Zusammenziehen  des  Fadens  in  ihrer  Lage  gestört  zu  werden,  einer  oder 
beide  der  Berühnmgspunkte  Fi ,  E2  der  Kugel  und  der  Stäbe  müssen  dann 
im  Zustande  des  Gleitens  entlang  dem  entsprechenden  Stabe  sein.  Das 
Gleiten  sei  im  Begriffe  bei  Fi  Platz  zu  greifen,  dann  haben  wir,  wenn 
fii  der  CoeflScient  der  Reibung  zwischen  dem  Stabe  Ki  und  der  Kugel 
ist,  jPi=iUijRi,  und  daher  durch  (1),  (3),  (4) 

2  fii  Ri  C08  a  -h  G  —  2Ri  sin  a  =  0 
und,  wenn  wir  noch  ^j  =  tgQi  setzen, 

jj   ^   <?  ^  <^  cos  Qi  ^g. 

2  (sin  a  —  Hi cos a)       2  sin  {a  —  qi) 
Ferner  ist  mit  (3)  und  (4) 

^  =  ^  =  /ii ,     und  mithin    F2,  =jWi  -R2- 

Wir  sehen  folglich,  dass,  wenn  /t2  der  CoeflScient  der  Reibung  zwischen 
der  Kugel  und  dem  Stabe  A  K^  ist,  jUi  nicht  grösser  als  /i2  ist,  weil  der 
grösste  Wert  von  F^  [i^  R^  sein  wird.  Wenn  ^i  kleiner  als  ik%  wäre,  so 
würde  die  Kugel  bei  dem  geringsten  Wachstum  der  Spannung  von  Ki  K^ 
beginnen  entlang  A  K^  zu  rollen  ohne  zu  gleiten ,  und  wenn  jUi  =  jU2 
würde,  so  würde  die  Kugel  gleichzeitig  in  beiden  Punkten  zu  gleiten 
beginnen. 

Weiter  haben  wir  für  das  Gleichgewicht  von  AKi,  Momente  um  A 
nehmend,  wobei  daran  erinnert  sei,  dass  die  Aktionen  und  Reaktionen 
zwischen  Kugel  und  Stab  gleich  und  entgegengesetzt  sind, 

J?i . ^ jBi  -f-  Gi.asina  —  T.2acosa  =  0 

und  daher,  wenn  r  der  Halbmesser  der  Kugel  ist, 

Ri  r  cotg  a  -h  Gi  asina  —  2Ta  cos  a  =  0, 

folglich,  für  Ri  seinen  durch  (5)  gegebenen  Wert  setzend. 
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und  daher 


GrcosQiCOsa 
2  sin  a  sin  (a  —  qi) 


Giasin  a  —  2Ta  cos  «  ==  0, 


T= 


Gr  cos  Qi 


-^oGitffa. 


Figur  224. 


4  a  sin  a  sin  {a  —  Qi)       2 
WaltoD,  p.  98. 

S.  AB  (Fig.  224)  ist  ein  gleichförmiger,  um  seinen  Mittelpunkt  D 
beweglicher  Stab,  CE  ist  ein  zweiter  Stab,  welcher  um  ein  Charnier  in 
der  vertikalen  Linie  durch  D  drehbar  und  gegen  den  Stab  AB  drückt. 

!C        An  das  Ende  B  von  A  B  ist  ein  Gewicht  P  gehän^ 
und  beide  Stäbe  sind  in  einer  vertikalen  Ebene  ge- 
legen.    CD,  AD,  BD  sind  Linien  gleicher  Länge. 
Die  Grösse  des  Winkels  ^  CD  ist  in  dem  Augenblicke 
*^  beobachtet  worden,  wo  der  Stab  AB  in  dem  Zustande 

ist,  in  welchem  sein  Ende  A  in  der  Kichtung  CE  zu 
gleiten  beginnt.  Welches  ist  der  Coefficient  der  Reibung  zwischen  den 
zwei  Stäben? 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  CE,  B  die  gegenseitige  Wir- 
•kung  der  zwei  Stäbe,   rechtwinkelig  zu  CE,  2i.ACD=ß  =  2^CAD^ 
AD=a=BD,  CS=b,  iQ  das  in  S  angreifende  Gewicht  des  Stabes  CE. 
Pur  das  Gleichgewicht  von  CE  ist,  Momente  um  C  nehmend, 

B.2acosß=-AQ.bsinß,   oder    aBcos ß  =  2b.Qsinß  (1) 

und  für  das  Gleichgewicht  von  AB,  Momente  um  D  nehmend, 
B.acosß=iiiR,asinß-hP.asin2ß  oder  B{cosß  —  fisinß)=Psin2ß.  (2) 
Mit  (1)  und  (2)  ist  nun  hier 
2bQsinß 


acosß 
woraus 


{cosß  —  fisinß)  =  2 Psinßcosß^  bQil  —  fi tgß)  =  a Pcosß, 


^*  = 


Walton,  p.  100. 


bQ—aPco8ß 
bQtgß 


4.  Ein  Gewicht  G  ist  in  dem  Mittelpunkte  eines  starren,  gewichts- 
losen Stabes  Oi  O^  aufgehängt  (Fig.  225), 
welcher  die  Mittelpunkte  Oi,  O^  zweier 
gleicher,  gleich  schwerer  Räder  verbindet, 
die  sich  auf  einer  rauhen  geneigten  Ebene 
befinden.  Das  Rad  Oi  ist  gehemmt.  Zu 
finden  die  grösste  Neigung  der  schiefen 
Ebene  für  das  Gleichgewicht  des  Gestelles. 

Es  sei  P  das  Gewicht,  r  der   Halbmesser  eines  jeden  der  Räder, 


Figur  225. 


in\ 
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Ol  O2  =  2  a,  y  =  der  Horizontalneigung  der  Ebene.  Fernör  seien  Ri ,  Äg 
die  Reaktionen  der  Ebene  auf  die  Räder,  rechtwinkelig  zu  ihr  selbst. 
fxRi,  F  die  Reibungswiderstände  an  den  Rädern  Oi ,  O2  parallel  zur  Ebene 
wirkend,  Xi.Yi  die  Componenten  der  Wirkung  des  Rades  O2  auf  den 
Stab  Ol  O2  parallel  und  senkrecht  zu  der  Ebene,  X^.Y^  die  gleichen 
Componenten  der  Reaktion. 

Für  das  Gleichgewicht  des  Rades  Oi  und  des  Stabes  Oi  O2 ,  beide 
als  ein  System  betrachtet,  bestehen  die  Bedingungen,  indem  wir  die  Kräfte 
parallel  und  senkrecht  zu  der  schiefen  Ebene  zerlegen  und  Momente  um 
Ol  nehmen 

iiA  i2i  =  -Xi  +  (P  4-  ö)  «m  9,     ( 1 )       ü?i  H-  Fl  =  ( JP  4-  (?)  cos  y ,     (2) 

fi Rir  -h  2  a  Yi^=  G a cos  (f.  (3) 

Weiter  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Rades  O2 1  Momente  um  den  Be- 
rührungspunkt dieses  Rades  mit  der  Ebene  nehmend, 

J^2  r=Pr  sin  y ,     oder     Jl2  ==  P sin  y .  (4) 

Mit  den  Gleichungen  (1)  und  (4),  beachtend,  dass  A'i  durch  die  Be- 
schaffenheit der  Aktion  und  Reaktion  gleich  ^1  ist,  bekommen  wir 

fjiRi  =  {2P'+-G)sin(p.  (5) 

Ferner  ist  vermöge  (2)  und  (3) 

IX R^r  =  2a(P-h  G)  cos (p  —  2aRi=  Ga cos  tp^ 

(2  a  —  iur)  i?i  =  a  (2  P4-Ö)  cos  <p.  (6) 

Nun  erhalten  wir  durch  (5)  und  (6)  für  die  verlangte  Neigung  der  Ebene 

^  a  -  fir 
Haben  wir  (p  bestimmt,  dann  kennen  wir  Ri  durch  (5)  und  JC2  oder  Jli 
durch  (4),  daher  Yi  zufolge  (2).    Auch  ist  es,  wenn  F  die  einzige  Kraft, 
welche  an  dem  Rade  O2  wirkt,  die  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  geht, 
offenbar,  dass  dann  F  gleich  Null  sein  muss. 
Walton,  p.  101. 

5.  Auf  einer  rauhen  horizontalen  Ebene  liegen  n  homogene  Kugeln 
gleicher  Grösse  und  gleichen  Gewichtes  so  in  Berührung,  dass  ihre  Mittel- 
punkte die  Ecken  eines  regelmässigen  Polygones  bilden.  Auf  diese  Kugeln 
wird  eine  weitere  Kugel  von  anderer  Grösse  und  anderem  Gewicht  so 
gebracht,  dass  sie  jede  der  unteren  Kugeln  berührt.  Die  Berührungspunkte 
der  oberen  Kugel  und  der  unteren  Kugeln  sind  dann  offenbar  die  Eckpunkte 
eines  dem  ersteren  Polygone  ähnlichen  Polygones.  Der  Coefficient  für  die 
Reibung  zwischen  der  oberen  und  jeder  der  unteren  Kugeln  ist  fii ,  zwischen 
jeder  der  unteren  Kugeln  und  der  Ebene  fi2*  Welches  sind  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen,  sowie  die  Relation  zwischen  fii  und  jit2,  wenn  alle 
Berührungspunkte  zugleich  fortgleiten? 
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Es  sei  Gl  das  Gewicht  der  oberen,  G^  dasjenige  jeder  der  unteren 
Kugeln,  Bi  die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  der  oberen  und  einer  der  un- 
teren Kugeln,  Fl  der  Beibungswiderstand  daselbst,  R^  die  Beaktion  der  Ebene 
auf  jede  der  unteren  Kugeln,  F^  der  Reibungswiderstand  daselbst,  ai  der 
Halbmesser  der  oberen,  a2  derjenige  einer  der  unteren  Kugeln.  Die  Mittel- 
punkte sämtlicher  Kugeln  liegen  in  den  Eckpunkten  einer  regulären  n-seitigen 
Pyramide,  von  welcher  eine  Seite  der  Grundfläche  gleich  2  ogi  der  Mittel- 
punkt der  oberen  Kugel  die  Spitze,  die  Kante  zweier  Seitenflächen  gleich 
{ai  4-  ae)  =  6.  Das  Gewicht  der  oberen  Kugel  wirkt  in  der  Höhenlinie 
dieser  Pyramide  vertikal  abwärts  und  zerlegt  sich  in  Componenten,  deren 
Richtungen  mit  den  Kanten  der  Seitenflächen  zusammenfallen;  diese  sind 
gleich  und  entgegengesetzt  den  Reaktionen  i^i.  Der  Reibungswiderstand 
Fl  in  dem  Berührungspunkte  zwischen  der  oberen  und  einer  der  unteren 
Kugeln  wirkt  senkrecht  zu  Mj  in  der  Ebene  durch  die  Höhenlinie  und 
die  entsprechende  Kante  der  Pyramide  nach  oben.  In  dem  Berührungs- 
punkte einer  der  unteren  Kugeln  mit  der  Ebene  wirkt  vertikal  aufwärts 
die  Reaktion  M2  ^^^  Ebene  und  der  Reibungswiderstand  F^  der  Ebene  in 
der  Richtung  nach  der  Horizontalprojektion  der  Spitze  der  Pyramide.  Der 
Winkel,  welchen  eine  Seitenkante  der  Pyramide  mit  ihrer  Höhenlinie  ein- 
schliesst,  sei  a. 

Sehen  wir  die  obere  Kugel  als  ein  freies  System  an,  so  wirken  an 
demselben  das  Gewicht  Öi ,  die  n  Kräfte  Ei  und  die  n  Kräfte  Fi ,  welche 
unter  sich  im  Gleichgewichte  sein  müssen.  Zerlegen  wir  daher  diese 
Kräfte  in  horizontaler  und  vertikaler  Richtung,  dann  ist  die  Gleichgewichts- 
bedingung für  die  obere  Kugel 

Gi  —  nßiCO8a  —  nFiS2na  =  0^  oder  Gi  —  nRi  {cosa-h  fisina)  =^0^  (1) 
weil  Fl  =  ,ai  Bi  ist. 

Betrachten  wir  jede  der  unteren  Kugeln  als  ein  freies  System,  so 
wirken  an  demselben  die  Kräfte  G2,  Bi,  B2,  F^  F2.  Indem  wir  diese 
Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Richtung  zerlegen  und  Momente  um 
den  Kugelmittelpunkt  nehmen,  erhalten  wir  für  dasselbe  die  Gleichgewichts- 
bedingungen 

<T2—  B2  -hBiCOsa  -h  Fl  sma  =  0,  (2)     F2  —  Bisina-^-  Ficosa  =  0,   (3) 

F2  02  -  Fia2  =  0,     oder    F2  —  F1  =  0.  (4) 

Aus  (3)  und  (4)  folgt 

Fl  sina  a         .,  sina  « 

— ^  -=  :; =  tg  77»     oder     ui  =  -z —  tg  jr^  U>) 

so  dass  mit  (1)  und  (5) 

Äi  =  -7 ^ .— ,  =  -<?!.  (6) 

n  (cos  a  -i-  fXi  sina)       n 

Durch  (1),  (2)  und  (4)  ergiebt  sich 
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n 
Mit  (3),  (4)  und  (6)  erhalten  wir 

und  nun  ist  mit  (7)  und  (8) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (9)  geben  die  gesuchten  Gleichgewichtsbedingungen. 
Damit  alle  Berührungspunkte  zu  gleicher  Zeit  fortgleiten,  muss  gleichzeitig 
den  Gleichungen  (5)  und  (9)  Genüge  geschehen  und  folgt  aus  ihnen 
dafür  die  Bedingung 

gi = ^iL=a.  (10) 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  tg  ^   durch    bekannte   Grössen    auszu- 

drücken.  Ist  r  der  Halbmesser  des  dem  Polygone  der  Mittelpunkte  der 
unteren  Kugeln  umschriebenen  Kreises,  dann  haben  wir 

TV  1     r 

sin  a  = =  T'  cos  a  =  -7  V  ^^  —  rS 

ai  +  ^2       f>  ^ 

also  tp-  = 


folglich  ist  auch 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Kugeln  sämtlich  von  gleicher  Grosse  und 
gleichem  Gewichte,  also  a^  =  02  =  a,  6  =  2  a,  (?i  =  Ö2  =  G,  erhalten  wir 

R,  =  1g,   (6')         r,  =  '^±1g,  (T) 

n  n 

^       2a-+-V4a2  — .,.2 

__      1      .   a  __  _1 r 1 „ 

^2-„  +  1^^2"n-hl2a4-V4a2-r2'"n-4-l^^-  ^^  ^ 

Daraus  erkennen  wir,  dass  in  diesem  Falle  fi2  nur  gleich  dem  (n+l)**"*  Teile 
von  fii  zu  sein  hat  für  den  Gleichgewichtszustand,  was  überdies  durch  die 

^2  1 


Gleichung  (10)  sich  ergiebt,  denn  aus  ihr  folgt  —  ==  - 

Buht  die  obere  Kugel  auf  drei  ihr  gleichen  Kugeln,  dann  sind  die 
Mittelpunkte  der  vier  Kugeln  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit  den  Kanten- 
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2a  a  2a 

läDgen  2  a,  es  ist  n  =  3,  r  =  — =f  daher  tff-^  = 


^  '    (2,V4.'-^')Vä 


::  =  0*32,  und  mithin 


V2  + VF 
i?i=^ö,       Ä2=|ö,       /ti^O-32.       i«2^|fii^008. 

t 

Stützt  sich  die  obere  Engel  auf  vier  ihr  gleiche  Kugeln,  dann  li^en  die  Mit- 
telpunkte aller  Engeln  in  den  Ecken  einer  regulären  vierseitigen  Pyraoiide^ 

es  ist  5  =  2a,  n  =  4,  r  =  a ^2,  womit  <^ ö  = 7=  =  1*42,  daher 

Liegen  fünf  Engeln  auf  der  horizontalen  Ebene,  so  haben  wir,  da  jetzt  die 
in  Frage  kommende  reguläre  Pyramide  fünfseitig  ist ,  5  =  2  a ,  r  =  5,. 


^  /2(l-^Vl) 

r  =  aj/2(l+  -7=\     Damit  ist  ««^ ^  = ,  *^    ,  — , 

^  2V5  +  VIO  — 2V5 

Iß  1 

6.  Zwei  gleiche  Balken  AC,  BC,  verbunden  durch  ein  glattes  Gbarnier  bei  C» 
sind  in  eine  vertikale  Ebene  gebracht  und  stützen  sich  mit  ihren  tieferen  Enden  A 
und  B  auf  eine  rauhe  horizontale  Ebene.  Es  sei  der  grOsste  Wert  des  Winkels  AGB 
bekannt,  fflr  welchen  Gleichgewicht  möglich  ist,  und  soll  der  Co^fficient  der  Reibnngs- 
widerstände  an  den  Enden  A  und  B  bestimmt  werden. 

Wenn  ß  der  grösste  Wert  des  Winkels  AGB  und  fi  der  Reibungscoöfficient  für 
die  Balkenenden  A,B  ist,  so  wird  gefunden  werden 

7.  Zwei  gleiche  Halbcylinder  sind  in  der  nämlichen  vertikalen  Höhe  horizontal 
gelegt,  ihre  rauhen  flachen  Flächen  stützen  sich  gegen  zwei  vertikale,  parallele,  ebene 
Flächen,  der  Abstand  dieser  Flächen  ist  nur  wenig  grösser  als  der  Diameter  eines  der 
Cjlinder.  Ein  glatter  Keil  mit  abwärts  gekehrter  Spitze  ruht  zwischen  den  zwei 
Halbcylindem  an  ihren  krummen  Oberflächen.  Man  soll  den  vertikalen  Winkel  des 
Keiles  unter  der  Voraussetzung  bestimmen,  dass  die  Cjlinder  in  dem  Zustande  seien» 
abwärts  zu  gleiten. 
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Es  sei  G  das  Gewicht  eines  der  Cylinder,   öi  dasjenige  des  Keiles,  2^  sein 
vertikaler  Winkel,  dann  ist 

^         2  0-^Ql 
6  u.  7.    Walton,  p.  102. 


Zweites  Kapitel. 

Schwerpunkt. 

Schon  Archimedes  gelangte  zu  der  Vorstellung  von  dem  «Schwerpunkte* 
oder  «Mittelpunkte  der  Masse'  materieller  KOrper  oder  eines  Systemes  materieller 
Punkte.  Berselhe  bestimmte  bereits  die  Schwerpunkte  verschiedener  Flftchen,  wie  aus 
seiner  Abhandlung ,  betitelt  ^^itinibtav  löog^nirtnaiv  Tj  ^vrga  nagäv  ininibtov'^ ,  zu  er* 
sehen  ist;  er  ermittelte  unter  anderem  den  Schwerpunkt  des  parabolischen  Konoides. 
Der  Gedanke  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  krummer  Linien  tauchte  in  La- 
Faille,  einem  niederländischen  Mathematiker,  zuerst  auf;  er  ermittelte  den  Schwer- 
punkt von  Teilen  des  Kreises  und  der  Ellipse  und  veröfTentlichte  darüber  im  Jahre 
1632  das  Werk  ,De  centro  gravit^tis  partium  circuli  et  ellipsis  theoremata*.  Die 
Theoreme  von  La-Faille  wurden  später  in  einer  eleganteren  Gestalt  und  mit  Erwei- 
terungen durch  Guldin  bekannt  gegeben  (Centrobaryca,  1635,  Lib.  I,  cap.  4,  5,  6,  7). 
Von  den  Nachfolgern  des  Archimedes,  welche  die  Lehre  vom  Schwerpunkte  weiter 
ausbildeten,  mOgen  noch  genannt  werden :  Pappus  (Mathemat.  Collect.  Lib.  8,  veröffent- 
licht in  der  ersten  Zeit  des  Jahres  1588),  Guido  Ubaldi  (In  duos  Archimedis  Aequi- 
ponderantium  libros  Paraphrasis,  1588),  Lucas  Valerius  (De  Centro  Gravitatis  Solido- 
rum,  1604),  Wallis  (Opera,  Tom.  I,  cap.  4  et  5,  1670),  Carrä  (M^sure  des  Surfaces, 
1700),  Varignon  (M6m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1714),  Clairaut  (Mdm.  de 
FAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1731,  p.  159). 

Für  ein  schweres,  aus  einzelnen  materiellen  Punkten  bestehendes  System  bezeichne 
m  die  Masse  eines  seiner  Punkte,  M  die  Gesamtmasse  des  Systemes,  Px  das  Gewicht 
eines  Punktes,  P  das  Gesamtgewicht,  Vi  das  Volumen  eines  Punktes,  V  das  Gesamt- 
volumen, q  die  mittlere  Dichtigkeit.  Bezüglich  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
systemes  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes,  ^^  y y  ig  die 
Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Systemes.  Damit  sind  für  ein  beliebiges  hetero- 
genes oder  homogenes  System  die  Schwerpunktscoordinaten 

Hmx  Smy  _       S  m  z 

Oder  .^=:^^r'        ^=^4^»        -=^- 

Mit  Sm  =  Mj  2Pi  =  P  ergeben  sich  hieraus  die  Momentengleichungen 

M^  =  Smx,       MTf=zSmy,       Mn  =  ^mz, 

oder  Px^SP^x,      Pi^  =  SPiy,      Pig^UPiZ. 

Für  ein  homogenes  System   ist  M  =  gVy   oder  g  =  M:V.    Die  mittlere  Dichtigkeit 

eines  Systemes,  welches  aus  einem  Aggregate  homogener  Massen  M\  M",  M",  .  .  .r 
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•deren  Yoltunina  V,  V\  V,  . . .  sind,  zosammengefletzt  ist,  bestimmt  sich  durch  die 
-Gleichung 

^  -  r  -f.  F"  -h  F'"  -4- . . .  "      r  +  F'  -t-  r"  -*- . . . 

Die  Dichtigkeit  eines  kontinuierlichen  heterogenen  Sjstemes   in  einem  bestimmten 

Punkte  ist  q  =  -j—  >  gleich  dem  Massenelement  daselbst,  geteilt  durch  sein  Volumen- 

element. 

Handelt  es  sich  um  ein  kontinuierliches  heterogenes  oder  hom<^nes  System, 
£0  gehen  die  Summationen  in  Integrationen  über  und  können  vir  sovohl  Parallel-  als 
auch  Polarcoordinaten  zug^nde  legen. 

a)  Anwendung  von  Parallelcoordinaten 

I.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen,  doppelt  gekrümmten 
Curvenbogens  von  der  Masse  m,  der  Länge  s  und  der  nach  irgend  einem  Gesetze  ver- 
ilnderlichen  Dichtigkeit  q  bestimmen  sich  durch  die  Gleichungen 

/sc"  /•*"  /»x"  /•*" 

wobei  der  Zusammenhang  zwischen  x,  y^  s  durch  die  Gleichungen  der  Cnrve  and 
^  *  =  l/d  fl;2  +  d  y2  _|_  d  ;8r2  gegeben  ist. 

Für  eine  homogene  Linie  ist  q  konstant,  so  dass 

/»«"  /•*"  /•«"  /•*" 

=  p«,    « =  /      ^*t      8^=1      xds,      sfssl      ydn,      a?  =  /      sds. 

Liegt  insbesondere  die  Curve  in  einer  Ebene,  dann  ist  j?  =  0 ,  7  =  0,  und  das 
letzte  Integral  fällt  fort. 

U.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  eben-  oder  krumm- 
flächigen Flächenstückes  bestimmen  sich,  wenn  M  die  Masse,  da>  ein  Element  der 
Fläche  bezeichnet,  durch  die  Gleichungen 

M-=  /       I      odtOf     Mä!  =  I       I      Qxdo,      Mv  =  I      I     Qydü», 

J^     J^  Ja*      Jff'  /x'    Jy' 

d  X  d  11  _ 

Mit  17=  0  als  Gleichung  der  Fläche,  flf®  = -^  wo  y  der  Winkel  ist,  welchen  das 

cos  y  ' 

dz 

Flächenelement  mit  der  zur  Ebene  der  x  y  parallelen  Ebene  einschliesst,  und  -=—  =  i?, 

o  X 

dz  ,  l 

;7--  =  g,  also  cos  y  =  — ==^,  erhalten  wir 


m 


Q  Z  d  €0. 


Jtf=  A    I     gdxdyyi'^-p'^^q^,      Mis  -  T  H  qxdxdy^l-^p^-^  q^, 

M^  =  I     j     py<ia:(fy|/l-h^2-Hg2,    Mj=zJ      j     Qzdxdy^l-Jfp'^  -^  q^. 

Befindet  sich  das  Flächenstück  von  der  Grösse  F  in  einer  Ebene,  nehmen  wir  die- 
selbe zur  Ebene  der  x y,  dann  sind  alle  z  und  ?  =  0,  cosy  =  1,  dto  =  dxdy,  womit 
<lie  vorstehenden  Gleichungen  übergehen  in 

/*"  ry"  rx"  ry"  rx"  ry" 

I     gdxdy,      Mn^  =:  I      j     gxdxdy,       Mff  =  1       1      gydxdy. 
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Ist  insbesondere  das  Flächenstück  homogen ,  also  q  konstant ,  dann  wird  M  =z  qF^ 
wodurch 

I     dxdy,     Fi!=l      I     xdxdy,     Ffssf      1     ydxdy, 

oder 

F=  r  (y"— y')  dx,     JPa?  =  H  x{y"-y')dx,     Fif  =  f  (y"^-y'^)dx. 

Ja'  Jx'  Jx' 

m.    Die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen,  beliebig  begrenzten 
Körpers  haben  wir  mittelst  der  Gleichungen  zu  bestimmen 

/      /     Q  dxdy  dz,  Mö:  =z  i      i      j     Qxdxdydz^ 

Jtf  y  =  III     QydxdydZy       M^  =  III     Q^dxdydz. 

Bei  homogenen  Körpern  ist  q  =  M:  V,  mithin 

I      I     dxdydz,  raf  =  /      /      /     xdxdydz, 

nx    ny    r^  n*    f*y    p* 

V^  =1  I      I      I     ydxdydz,  V'Szzzj     j      j     zdxdydz. 

Die  auf  z  bezüglichen  Integrationen  lassen  sich  hier  sofort  ausführen  und  er- 
halten wir  dadurch 


_"     .." 


y  =  r  r  (z"  '-z')dxdy,  Vnö^  r  r  x{z"  -if)dxdy, 

V^=  r^  r  y  {z"  —z')dxdy,  Vn  ^  T  T  (^'^  —  ^^)dxdy. 


Wenn  der  homogene  Körper  ein  Eotationskörper  ist,  dessen  Rotationsaze  mit  der  Aze 
der  X  zusammenfällt,  wird  ^  =  ^  =  0,  ir'  =  —  y, 


X, 


b)  Anwendung  von  Polarcoordinaten. 

In  manchen  Fällen  ist  es  vorteilhaft,  anstatt  Parallelcoordinaten  Polarcoor- 
dinaten zu  verwenden.  Bezeichnet  r  den  Badiusvektor ,  id*  den  Winkel  zwischen  ihm 
und  der  Polaraxe,  g>  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  von  ^  und  der  Fundamental- 
ebene ,  dann  ist  o;  =  r eos&,  y  =  nsin^cosg),  z  =  rsin^ singt ,  womit  die  Formehi 
für  Polarcoordinaten  aus  den  obigen  leicht  abgeleitet  werden  können. 

Für  einen  Körper  von  der  Masse  M  ergiebt  sich ,  da  dessen  Yolumenelement 
d  V=:  r'^ sin ^dtd-d-d^f 

M=  1 1 1 QT^sinß'drd-d'dq),  Mx  =  I  / 1 (}r^ sin&cos  ^drd&dg>, 

Mf  =  1 1 1 i^r^ 8in^ &cosg>drd&dq),       Mj  =  1 1  t gr^ ain^ ß-sintpdrdß^dtp. 

ist  die  Dichtigkeit  q  konstant,  dann  sind  nur  die  Formeln  erforderlich 

V=  1 1  Ir^ain&drd&dfp,  M:b  =  /  /  1  r^sin^cos&drd  0^dg>, 

M'g  =  I  j  Ir^ sin^ &  cos q)drd&dq>,        Mj  =  1  1  1  f^ sin'^ &sing>drd&dg>. 
Die  Grenzen  der  Integrationen  sind  hier  bei  jedem  besonderen  Falle  in  Erwägung  zu 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  34 
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ziehen,  jedoch  sind  die  Integrationen  bezüglich  t  allgemein  aneftthrbar,  wenn  q  kon- 
stant ist,  80  dass  mit  r'  und  r*'  als  Grenzen  von  r  noch  geschrieben  werden  kaDD 


Erste    Abteilung. 
Schwerpunkte  homogener  Systeme. 

Erster  Abschnitt. 

Schwerpunkte  von  Linien. 

1 .  Der  Schwerpunkt  einer  homogenen,  geraden  Linie  fällt  mit  ihrem 
geometrischen  Mittelpunkte  zusammen. 

a)  Analytischer  Beweis. 
Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei  y  =  ax-hb,  die  Coordinaten 
der  Endpunkte  der  von  ihr  in  Frage  kommenden  Strecke  seien  (x\  y)^ 
(po\  y").    Damit  erhalten  wir 


8 


8 


8 


=  /     y  1  -H  {j^ 'd 0?  =  V 1  +  a2  /^    d^  =  Vl -4- a2  («?'•  — ^')t 
y  =  V^  +  «^  /      {ax-^-h) da?=  -^  Vi  -h  a^  {x'  —  a?') {y'  -h y"). 


so  dass 


—  ^   X  k       f         ,  ,fy. 

x  =  —  =  -ö(^  -^^)i 


-  ^  8y 1 


2  (y'  ^  y")- 


Die  Werte  von  ^  und  y  sind  identisch  mit  den  Werten  der  Mittelpunkts- 
coordinaten  der  betrachteten  Strecke,  mithin  liegt  der  gesuchte  Schwer- 
punkt in  ihrer  Mitte. 

b)  Elementarer  Beweis. 

Es  sei  m  die  Masse  der  Geraden  AB  (Figur  22t)). 
XX y  eine  mit  ihr  in  einer  Ebene  gelegene  Gerade,  die 
Abscissenaxe,  a,  h  seien  die  Ordinaten  der  Endpunkte  A^  B, 
77  sei  die  Schwerpunktsordinate  SS\  Wird  AB  xanBC 
=  AB  verlängert ,  bezeichnet  yi  die  Ordinate  Si S'  des 
Schwerpunktes  Si  der  Strecke  B  C,  ^2  diejenige  des  Schwer- 
Fignr  226.  puuktes  der  Strecke  AC  =z  2,  AB,  so  muss  der  Momenten, 

gleichung  genügt  werden  my^myi  =  (w -f-  w) ^2»  wodurch  w  -f-  yi  =  2  y2-    Femer 
besteht,  weil  die  Schwerpunkte  ähnliche  Lage  haben,  die  Relation  {p — Ä):(yi— 5):(y2 — «) 


w    'IT' 

X    Ä'   s'  B'  s;  c'x 
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=  1:1:2.    Ans  diesen  zwei  Gleich nngen  folgt  ^  =  -^  (a  -f-  6).    Da  nnn  ^  =  SS'  die 

Mittellinie  des  Trapezes  ABB'  A'  ist,  so  liegt  der  Schwerpunkt  S  der  (geraden  A B 
in  ihrer  Mitte. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  etc. 

2.  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Dreiecksumfanges  fällt  mit 
dem  Mittelpunkte  desjenigen  Kreises  zusammen,  welcher  dem  Dreiecke 
der  Seitenmittelpunkte  eingeschrieben  werden  kann. 

Ist  für  das  Dreieck  ABC  (Fig.  227)  A' B'  C  das 
Dreieck  der  Seitenmittelpnnkte,  BC=a,  AC^hj  AB=zCf 
G D LAB  =  h,  der  Ahstand  des  Schwerpunktes  S  Ton 
AB  =  ^,  von  -4'JB'=7,  so  haben  wir  folgendes.  Die 
Massen  der  Dreiecksseiten  a,  h,  c,  proportional  deren  Län- 
gen, können  in  ihren  Mittelpunkten  A',  B',  C  angreifend 
\^  gedacht  werden.  Die  Resultante  aus  den  Kräften  a  und  c 
in  den  Punkten  A'  und  C  geht  durch  einen  Punkt  JD'  von 
ngTir227.  A'C,  für  denselben  ist  A'  D' :C  B'  =  cia  =  ABiBC 

=  A'B':B'C,  so  dass  B'  D'  eine  Schwerlinie  des  Systemes  ist  Mit  Bücksicht  auf 
die  Figur  ist  nun  sin  a' :  sin  {ß  -h  a")  =  A'  JD' :  A'  B',  sin  a"  :  sin  {ß  -h  a")  ^CB'iB'C 
=  A'jy:  A!  B',  daher  sin  a'  =  sin  a",  d.  i.  a'  =  a",  d.  h.  die  Schwcrlinie  B'  D'  hal- 
biert den  Winkel  A'  B'  C.  Für  die  Resultante  der  Kräfte  &,  c  in  den  Punkten  B',  C, 
sowie  di^enige  der  Kräfte  a,  h  in  A',  B'  gilt  das  entsprechende  Der  Durchschnitte* 
punkt  der  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  des  Dreieckes  der  Seitenmittelpunkte 
giebt  mithin  die  Lage  des  Schwerpunktes  S,  er  fäUt  zusammen  mit  dem  Mittelpunkte 
des  diesem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises.  Um  noch  den  Halbmesser  r  dieses 
Kreises  zu  finden ,  sei  ^  £  Momentenaxe ,  für  dieselbe  ist ,  mit  a  +  &  +  c  =r  ti, 
h      ,  (a-¥l)h  h  ch       F 


M 17  -  (a  +  &)  -^f  also  V  =  ^^  >>  ^^    >  ^  =  -s —  V  =  -ä—  =  — »  d.  h.  der  Abstand  des 


2u         '       2       *■       2w       u 
Schwerpunktes  S  von  den  Seiten  des  Mittelpunktsdreieckes  ist  konstant,  gleich  der 

Fläche  des  Dreieckes  ABC  geteilt  durch  seinen  Umfang,  folglich  r  =  'Jg  =  F:u, 

8.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  homogenen,  regulären 
Polygonzuges  von  einer  in  seiner  Ebene  gelegenen,  durch  den  Mittelpunkt 
des  eingeschriebenen  Kreises  gehenden  Geraden  ist  gleich  dem  Halbmesser 
des  eingeschriebenen  Kreises  mal  den  Quotienten  aus  der  Projektion  des 
Zuges  auf  diese  Gerade  und  der  Länge  desselben,  und  liegt  der  Schwer- 
punkt S  auf  der  durch  den  Kreismittelpunkt  gehenden  Symmetrieaxe 
des  Zuges. 

^ ^  ^  ^^  Ist  (Fig.  22S)  AB =1 

«-  .  ^^^    gegebene    Polygonzug, 

XOX  die  gegebene  Gerade, 
wobei  0  der  Mittelpunkt  des 
dem  Zuge  eingeschriebenen 
Kreises,  so  ziehe,  beachtend, 
dass  der  Schwerpunkt  einer 
jeden  Polygonseite ,  etwa 
CDz=:Jl,  in  ihrer  Mitte  J5 


JA' 


S'  0  CS'  D'     B' 

Figur  22a 
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liegt,  CC,  DD',EE'J-XX,  DF;XX  nnd  OE  =  r  =  dem  Badius  des  eingeschrie- 
benen Kreises,  alsdann  ist  mit  DF=/ip,  JFJ5J'=y,  Jl:^p=r:y,  oder  f/^{Jp:Jl).r, 

daher   die   Momentangleichung   mit   XX  als  Axe   ly  =  2(jl--^fr=rS/ip,  vro- 

raus  folgt jf=^r^^i  so  dass,  weil  2:Jp=zA'B'  =  p=det  Projektion  des  Polygon- 
zuges auf  die  Gerade  XOX, 

P 

Im  vorliegenden  Falle  befindet  sich  S  auf  der  Geraden  0  0,  denn  dieselbe  ist  Sjmmetrie- 
linie  des  Zuges,  und  mit  SS'±.XX  und  =^  ist  5  der  verlangte  Punkt 

Durch  Konstruktion  ISsst  sich  nun  S  wie  folgt  finden.  Man  mache,  nachdem 
OHJ-XX  gezogen  worden  ist,  OJ=l  =  ACDB,  OK=A'B'=p,  KL\\HJ, 
LS'XX,  so  ist  S  der  gewünschte  Punkt.  Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OHJ 
und  OKL  folgt  nämlich  OL:OK=OH:OJj  d.  i.  ■pipzrzril.  Wenn  Z>r  ist,  kann 
auch  so  verfahren  werden.  Man  ziehe  an  den  eingeschriebenen  Kreisbogen  eine  Tan- 
gente 'XX,  mache  A' M==h  A'N—p,  NS)XX,  dann  ist  S  auf  OG  der  verlangte 
Punkt.  Denkt  man  sich  n&mlich  A'  A,  MH  und  NS  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Ähnlichkeit  der  dadurch  entstehenden  Dreiecke,  dass  ^:r  =p:  Z  ist. 

4.  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  liegt  auf  dem  zu 
seiner  Sehne  senkrechten  Halbmesser  und  ist  seine  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkte  des  Bogens  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Halbmesser  und 
dem  Quotienten  der  Sehnen-  und  Bogenlänge. 

Denkt  man  sich  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Gerade  XOX  parallel  zur 
Diagonale  A  B,  die  Seiten  des  Polygonzuges  unendlich  klein,  so  dass  der  Zug  und  der 
ihm  eingeschriebene  Kreisbogen  zusammenfallen,  dann  ist  hier  die  Formel  unter  3 
direkt  anwendbar,  denn  man  hat  offenbar  mit  r  als  Halbmesser,  s  als  Bogen-  und  a 
als  Sehnenlänge 

a 

Bezeichnet  2  a  den  Centriwinkel  des  Bogens,  dann  ist  a  =  2  r  »n  a,  s  =  2  r  a,  mithin  auch 

sin  a 
v  =  r . 

a 

Durch  Konstruktion  ist  nach  der  ersten  Formel  die  Lage  des  Schwerpunktes  S  rasch 
auffindbar. 

^ ^ C ~..,-F  *)    ^^^  ^^^  Mitteltangente  des  Bogens 

J^^-r:rrr^p!>^v^. .-e'  jiB  (Fig.  229)  mache  Ci>=Bogen  ACy  ziehe 

^<f:; r y^y''  OD,AE\OC,  ES  AB,  dann  ist  5  auf  OC 

^*\         1          yy''  der  verlangte  Punkt,  denn  es  besteht  die  Pro- 

^       \  I  '       ' 

'^-o    i    ,-;''''  Portion  05:J5;iS  =  OC:C2>,  oder  ^:^=r:|^ 

0  j    •  « 

Figur  229.  a.l.f  =  r  — 

b)  Ist  der  Bogen  AB>ry  so  ziehe  die  Mitteltangente  durch  C,  mache  0J^= Bogen 
ABt  0(?=  Sehne  AB  und  GS'.  AB,  dann  ist  S  auf  OC  der  gewünschte  Punkt,  denn 
infolge  der  Konstruktion  besteht  die  Relation  OS:OC=.OG:OFy  d.  i.  y:r  =  a:s. 


^ 
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5.  Gegeben  ein  homogener  Kreisbogen  AB  (Fig.230) 

vom  Halbmesser  r  mit  dem  Mittelpunkte  O  und  dem 

Centriwinkel  2«;  verlangt  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 

seines  Schwerpunktes  S  für  einen  der  diesen  Winkel  ein- 

1,^  .X,     schliessenden  Halbmesser  als  Axe  der  x  mit  dem  ür- 

i'    s  IX  spnioge    in   O    und    den   Abstand    des   Schwerpunktes 

TigviT  280.  von    O. 

a)    Das  für  rechtwinkelige   Coordinaten    uns   zu   Gebote    stehende 
Gleichungensystom  ist 

^iH-f-T-J    dx,  8X— I     xdsy  sy=^l    yds. 

Mit  B B'a. O  JT  ist  x  =  OB'^r cos 2 a,  x'=  r.    Aus  der  Gleichung  des 

Kreises  ziehen  wir  -r^  = .  *  womit  wir  erhalten 

dx  yr^  —  x^ 

dx  ^  __  /*'*  xdx 


8 


y  =^r  I        dx=  2r^ 8in^ a, 

^r  CO8  2  a 


Mit  diesen  Werten  folgt 

8x_^  r  sin 2  «^  ^       sy      r  8in^  a 

~  8   ^       2a  ^"~   8  ^       a 

Nun  ist 

-  = .0      =tga  =  ty4-A0S, 

jc        r8in2a 

es  'halbiert  sonach  die  durch  S  und  O  gehende  Schwerlinie  den  Centri- 
winkel 2a,  also  auch  den  Bogen  AB,  Bezeichnet  z  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  vom  Coordinatenanfange,  dann  ist 

-2       -2      -2        <i/^8in^2a       8in^a\      r^sirfia     _      rsina         a  . 

Daraus  folgt,  dass  der  Schwerpunkt  S  auf  dem  den  Bogen  A  B  halbieren- 
den Badius  OC  liegt  und  sein  Abstand  vom  Mittelpunkte  des  Bogens 
gleich  der  vierten  Proportionalen  zu  dem  Radius,  der  Sehne  und  der 
Bogenlänge  ist. 

b)    Indem  wir  Polarcoordinaten  zugrunde  legen,  haben  wir 

Für  die  Kreislinie  ist  der  Fahrstrahl  konstant,  3^^-  =  0,  so  dass 

ad- 
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8  = 


d^  =  2ra,     sx^=r^  /     C09 d- d d' =  r^ 8m2 a^ 
womit  sich  ergiebt 


r*  sln^  a, 


in  2 


^8X r8ini^a 8y  ^rsin'^a 

Den  Wert  von  J  erhalten  wir  wie  vorhin. 

Galdin,  Centroharyca,  Lib.  I,  cap.  5,  p.  59. 
Wallis,  Opera,  Tom.  I,  p.  712. 

6.    Zu  finden  den   Schwerpunkt   eines  von  den   Punkten   {x\  y)^ 
(x\y')   b^enzten   Parabelbogens ,   wenn   die  Gleichung  der  Curve   ist 

Aus  der  Gleichung  der  Parabel  ergiebt  sich  —  =  ^,  so  dass 


8 


=  -i  jV2pa!+4ar«4-^pi(pH-4a;+2V2j>a!H-4a?2)-i-C(^ 


=  j^  {2(/)-f-4a;)V2pa;  +  4ar2— p«i[p+4a!-f-2V2par+4l^]  -hCJ'", 
sy=J^    yde  =  -J^    yVp^-hy^dy  =  ^J(p^+y'-r+cf 

=  1  ,j  (P  +  2  ar) yp^  +  2pa;  +  öj'"- 

Mit  diesen  Besultaten  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  beliebigen  Parabelbogens  die  Werte 


A"  = 


8 


P 


y"  Vp*  +y"* (2 y" +p')-y  VP^y'^  (2  y  +  p«) 


-P*i'-^^^^^yy"V^^y"- 
y  +  vp*  -t-  y  *M     

_  y'  \pi  +  y'i  +  p « ^y" jt^Pi+JL* 


y' -♦- Vp* -•- y'* 
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y=3{(p 


.+y"«)ä_(pÜ4.y'.)-» 


:    y"Vpt  +  y"l 


.y'^f^TTT-^^V^l^-^^^ßfi^^i 


y  +  y  p«  4-  y'« 

oder 

2  (p  +  4«")  V27Z+4Z«  —  2  (p  +  4«')  V^^'  — 4a;'8 

,y  +  4a;"4-  2V  2pa;"4-  4^"» 


__  1 

*      8 


— p«Z 


{ 


p  H-  4  a?'  -t-  2  V2pa?'-+-4a?'  * 


2  V2^":m7^  ^  2V2p^-4-  4a.-«4-pZ^--tl^-^ 


/?+.4a?'+2V2pÄr'-h4a7'« 


y:^^{p-i-2x')^fp^^i^^2^ 


i>-+-4a?'4.2V2üa?'-H4a?'2 


/>-+-4a?'4-2V2p 

Ist,  einen  speziellen  Fall  herausgreifend,  der  Schwerpunkt  eines  Bogens 
der  Parabel  vom  Scheitel  bis  zum  Parameter  zu  bestimmen,  dann  haben 

1  1 

wir  nur  in   den   vorstehenden  Formeln  a?'  =  y'=0,  a?"= -Tjt>,y"=— />  zu 

setzen,  womit  sich  f&r  seine  Coordinaten  ergiebt 

_^1    8y2--Z(l+V2)  _^2  2V2  — 1 

"^""8^  V2-f-Z(l^V2)'  ^""8^V2h-Z(1  +  V2)' 

Für  die  Parabel  ist  die  Abscissenaxe  Symmetrielinie,  so  dass  ihr  Schwer- 
punkt sich  in  dieser  Linie  befindet,  es  ist  dann  ^  =  0 ,  der  Wert  von  x 
bleibt  derselbe. 

7.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  homogenen  elliptischen  Bogens, 
wenn  die  Gleichung  der  Curve  ist  a^y^ -^h^x^^^  a^b^. 

Durch  Einführung  der  Excentricität  ^  =-V^a*— 6 ^  geht  diese Glei- 


chung  über  in  i/2=(l  —  ^2)(a*— a?^),  womit  sich  ergiebt  ds=y  —^ g-» 

oder,  mit  x  =^  asintp^  ds  =  a  Y^l  —  e^ sin^ (fd(f.     Damit  erhalten  wir 

8  =  ap  ^/\-e^9in}q>dip  =  a  j-B(y")  -  E{(p')\f  (1) 

wobei  unter  E(^)  das  elliptische  Int^al  der  zweiten  Gattung  zu  ver- 
stehen ist. 

Die  Integralrechnang  zeigt,  dass  die  Länge  des  Bogens  Ton  x=:0  bis  Xssx, 
oder  von  g>  =0  bis  ^"  =  q>  ausgedrflckt  ist  durch 
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IT. 


IL 


«tnyeotfy  —  Y 


l.l.S^/'l.S.S        1.3.5  .  1.5   .  ,  1    .  .  -v  , 

Der  lierte  Tdl  des  ümfuiges  der  Ellipse  ist 

.=-/»^i3^^.,4..ii-(iey-i(i-j^y 

Durch  die  Gleichoogen  (I),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 

2a[£(,")-^^»'.:j' 


'.  iS) 


y  =  ' 


o»  (1  —55  ^  eYai-jc"*  +  Va«  —  ^»  j;"M 
*  e Ya'  —  x'*  +  V«*  —  «« x*  r 

V  1—  ^*  j  j;"  y  a*  —  e*x"^  —  x\a-  —  e*x" 

a*        /"  .        ex'\ a^  —  e^x"^  —  e x"\e^—^*x*W\ 
4-  -  are  («n  = ^- -^ ^- jj 


r 

2a{E{9")-EQf'y]i 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  elliptischen  Qoadranten    sind 


7t 


hiemach,  mit  x'  =  0,  x"  =  a,  y'  =  0,  <p"  =  -5 


ad-  e')^  7/1  - 


w  = 


e 


8.    Zu  bestimtnen  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  homo- 
genen hyperbolischen  Bogens,  wenn  die  Gleichung  der  Hyperbel   lautet 

£j2  j^  12 

-  geht  diese  Gleichung  über  in  y^=(l  —  tf*)(j?*— a*). 


Mit  e^  = 


a 


a 


und  wenn  wir  x  =  — —  setzen,  da  stets  x>  a  ist,-  erhalten  wir 

8tn(p 


da 


=  r  -Z2 — r2-^'^=— ^ 1^:2-1 ^y- 


Damit  ergiebt  sich 


x^  —  a* 


51  w^  (p 


/ 


jK  1— -j^m^y 


sin^  g> 


dg). 
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Die  Excentricität  der  Hyperbel  ist  stets  grösser  als  die  Einheit,  so  dass^ 
ein  echter  Bruch  ist,  wodurch  mit  Jr  1 ^ein^y)  =  Jq> 

Jq)' 


sin^tp 


Nun  ist  —  ^  /     r  o      =  — — -J(p /  -r-  -^  e  1  Jq>  d  cp,  alsa 

J    sinrq>         8tng>  e     J  J(p        J 

8tn(p  8in(p  €      *      ^  ' 

^e\EW)^EW)\     (1) 

wo  F  die  elliptische  Funktion  der  ersten,  E  diejenige  der  zweiten  Gattung 
bedeutet. 

Für  den  vom  Scheitel  an  gerechneten  Bogen  ist  ä?'  =  a,  o?"  =  Xy 
q)'  z=i  -—,  if'  ^=  ^  zu  nehmen,  wodurch  seine  Länge 

F*  und  E'  bezeichnen  hier  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  der 
ersten  und  zweiten  Gattung. 

Die  Momente  des  Curvenbogens  bezüglich  der  Ordinaten-  und  Ab- 
scissenaxe  sind 

xy  — = ^dx  =  —ae  f        ,  T^   d(p,  (2) 

/x"  rr'  > 

yf^x^—a^dx^aeyfe^-l  ."^-da.    (3) 

j9>'    8m  (p 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 

liaecosq)'' ^(f"      ae€08(p'  Jtp       a{e^ — \)Aco8q)''-hJy'^)8in^'\ 

^  —  "ö" I  '•       ''2  •       ' ä  '  ^ ~7Z        '    i     Z    ^    ^"     '^ / ' 

^1        8inq>  ^  8in(p^  e  (C08(p  -h  J(p)8inip  I 


sin  <p  sin  q> 

1 


y  =  2 


TT 

Wird  der  Bogen  vom  Scheitel  der  Hyperbel  an  gerechnet,  so  ist  y'  =  -^r 
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f 

^     =  y    ZQ 


setzen,  mithin  /    /(^)df  =  /  /(^)«'f  —  /  /U)rff.  imd  «s 
sind  seine  Schwerpnnkteeoordinaten 

_  _  1  iaeeasipJif      a(^*—  1)  .^(«wqc  -f-  ^^)  ) 

9.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  des  Bogens  der  Cnrre  y^^sinx  tod 
jr  =  0  bis  a?  =  TT.         / 

Durch  die  Gleichung  der  Cur?e  ist 

s  =  ^^/\^co€^xdx=Y^ I    yi  —  ^sin^xdx=:y2Ein),      (l) 

indem  das  Int^pral  eine  elliptische  Funktion  der  zweiten  Gattung  ist. 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Abscissenaxe,  seine  Abscisse 

TT 

ist  ^  =  -0'  i'^sultiert  aus  der  Gleichung 

sy=^   f  «na?  Vi  -h  cos^xdx  =  V^  4- /(l  4-  V2), 

womit  und  mit  (1) 

_^V2+f(l  +  V2) 

^"  V2JE;(;r) 

WaltoD,  p.  26. 

10.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  Bogenstückes  der  Eettenlinie 

Für  einen  Bogen  von  dem  Punkte  {x\  y)  bis  zum  Punkte  (x\  y") 
haben  wir 


9 


(1) 
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«^  =  -5-/     x(e^-he    ^)dx 

1  £  -^'  t.  — ?1 

=-5-m|(a?"— m)^*— (a?"4-wi)tf    "*— (ar'— m)^*»-+.(a?'-l-m)^    "»l.    (2) 

=  -^m|mtf"*  -+-4a?" — m^     "• — (m^  •*  4- 4ä?' —  m^     *"  )}•  (8) 

Mit  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 


_  _  {x"  —  fw)  g"*  —  {x'  +  m)tf    "•  —  {x  —  fn)€^  +{x  -\-7¥i)e 


m 


X  —  „ 


^m  —  ^     t»  —  ^m   _^  ^     m 
a«"  aa?"  2*'  aar- 


1  m^ "*  -t-  4 a?"  —  me     **•  —  (m  ^  •*  -H  4  o?'  —  me     *•  ) 
4  £       Z£       ?!       ZZ 


Handelt  es  sich  mn  den  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Punkte  {x,  y) 
der  Curve,  so  ist  a?'  =  0,  y  ^=^m^  a?"  =  a?,  y'  =zy^  womit  sich  für  den- 
selben ergiebt 

X  s  2x  2  X 

{x  —  m)e^  —  (x-hrnje   *"             _       m^*"-h4a?  — m^    *** 
a?  = — -f  v= • 

^«i    ^»  ^    ^•» 

11.    Bestimmung   des  Schwerpunktes  eines  beliebigen,   homogenen 
Cycloidenbogens. 

Y  c  a)  Wir  nehmen  (Fig.  231)  den  Scheitel  0 

der  Gurve  ÄCB  2ils  Coordinatenursprung ,  die 


z 


\       Cycloidenaxe  C  JT  zur  Abscissen-,  die  Tangente 


27      C  F  in  C  an  die  Curve  zur  Ordinatenaxe  recht- 
Figur  asi.  winkeliger  Coordinaten,  bezeichnen  mit  a  den 

Halbmesser  des  Erzeugungskreises,  mit  {x,  y),  {x\  y')  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  eines  beliebigen  Gurvenbogens.  Die  Gleichung  der  Gurve 
ist  in  diesem  Falle 

y  =  a arc  Csinvers  =  — j  -I-  y  2aa?  —  x^* 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  ds^y  — dx^  sodass 

X 

»  =  V2^/"4^  =  2V2^(a'"-«'),  (1) 
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Bx^yjla  I     y  xdx=^'^y2a\x"y  x'  —xyx%  (2) 


B 


X 

8  x" 


=  2^/2a^^/xy-\-^{2a-xY -^-CX    •  (8) 

Durch  (1),  (2)  und  (3)  erhalten  wir 
1  x"  ycf'  —  X  \  X 


3  8 

ä 


^  ^  3 yZ y'  -^2{2a^  x")''  -  3  Va?>^  -  2  (2  g  ~  x') 

^  3(VZ-Vy) 

Für  den  Schwerpunkt  des  halben  Cycloidenbogens  A  C  sind  die  Coordi- 
naten,  indem  dann  x'  =  0,  y  =  0,  x'  =  2a,  y'  =  a n, 

Für  einen  in  Beziehung  auf  den  Scheitel  symmetrischen  Bogen  ist 
x  =  -^x,       ^  =  0 ,    wenn  der  ganze  Cycloidenbogen  in  Frage  kommt 

ö 

-       2  _      ^ 

Ä?  =  g-  a,       y=^0' 

b)  Ist  die  Curve  durch  die  Gleichungen  gegeben 

X  =^  a{g)  —  s?n  y ),  y  =  a  (1  —  cos  y), 

wobei  die  Leitlinie  des  erzeugenden  Kreises  Abscissenaxe,  eine  Spitze  der 
Curve  Coordinatenursprung,  also  die  durch  sie  zur  Leitlinie  senkrecht  ge- 
zogene Gerade  Ordinatenaxe,  positiv  in  der  Bichtung  nach  der  Gurre,  dann 
gestaltet  sich  die  Bechnung  wie  folgt. 

Es  ist  d.r  — a(l  —  co8qi)dq),  dy  =-  asinqxiqi,  so  dass 

d8  =  Vda?2-i-  dy^  =  ay2{l  —  cos  q>)dq>  =  2astn^dq>. 


Nun  erhalten  wir 


1 1      sin -^d  dp  =  4:0  i 


s  = ; 

•9> 


(1) 


8X  =  2 


r 


■■/• 
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2" 


y=z2a^/      {l  —  co8(f>)sin^d(p  =  8a^  /      ein^^ 
=  8  a^  I  —  -g-  9in^  o"  ^^*  '1'  ~"  "o"  ^^*  o"  "^  ^    ' 


(3) 


9' 

SO  dass  mit  (1),  (2)  und  (8) 


1      /                "  '  " 

ö?  =  -Q-  a  I  4  ysin^  ^ «n*  -^J  —  3  (gp"  —  ^m  q?")  co*  ^ 

-H  3  (qp'  —  «n  g)')  cos  y>  ^  |cö*  ~  —  co9  ^[» 


Der  halbe  Cycloidenbogen  besitzt,  da  für  denselben  9>'  =  0 ,  ^''  =  tt  >  die 
Schwerpunktscoordinaten 

-      4  .4 

und  för  die  ganze  Cyeloide  ist,  weil  dann  qp'  =  0,  qc"  =  2  tt, 

_      4 

12.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  halben 

Bogens  eines  Auges  der  Lemniscate  von  Johann  BernouUi? 

Die  Gleichung  der  krummen  Linie  ist 

r^  =  a^cos2^  =  a^{l  -  2^m«^), 
aus  ihr  folgt 

dr  a^sin2e       ,         -i/"I       7dr^,_  dO 


,      ds  =  yr^-^(f^yda  =  a 


d^  r  ^  ^d^y  Vl-2wn2^ 

so  dass  8  =  a  I  t 


TT 

die  Länge  des  Curvenbogens.    Da  nun  der  Polarwinkel  nicht  über  -j  hin- 
aus wachsen  kann,  so  kann  sin^  nie  grösser  als  K^  werden,  weshalb 


sin  ^  =  — ^  gesetzt  werden  darf. 
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Damit  geht  die  Gleichm^  for  #  über  in 

WO  J*(i^j  das  elliptisclie  Integni  enter  Gattnng   mit    dem    Modnhis. 

=  ]/^  bedeutet. 

Die  Ddügen  MomenteogleichmigeQ  sind 

#x=   /      reos^ds^a*  I      cas^d^  =^  a^isinO'^ —  sind^),         (2> 

Durch  (Ij,  (2)  und  (3)  erhalten  wir 

Handelt  es  sich  mn  den  halben  Bogen  eines  Auges  der  Cmre,  so  ist 
^'  =  0,  d^"  =  -7,  also  räi— 1=  co#  -  =-  V2  in  diesen  Relationen  ra  setzen^ 

4  4  4       J 

womit  FixlT)  =  0,  J'Ci^")  =  J^(|)'  also 

13.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  Bogens  der 
gemeinen  Schraubenlinie. 

a)  Die  Gurre  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

^  =  a  cod  qf,         ^  =  a  sin  qp,         z  =  naq^. 
Hieraus  folgt  da?  =  —  asinq  dq),  dy  =^  a  cos go rfg),  dz  ^-nadq^  80  dass 


=r''^(sD'-d-:)"-(ii)"^' 


i 

9 

»9) 


; 


mer  erhalten  wir 

^  Ä  ==  a^  yi  +  w^  /      co8ifdif=^a^  V 1  4-  w^  (*m  <p"  —  *m  g;'),       (2) 

/«v"  

^  =  «2^1  ^  fi^  j      Bin q)d(p  =  a^  Vi  -h  w* (00« <jp'  —  <?o* gj"),      (S) 
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Mit  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  sofort 

0!  =  a  (stn  <p   —  ^7n  qo ),     y  =^  a  (cos  g)  —  cosqf  )^     ^  =  —  (qp    -hq}). 

Für  einen  Bogen  von  <p'  =  0  bis  qo""  =  <p  ist  daher 

...  -         /t  \  ^      na         ^ 

0!=^  astnqt^  y  =  a(l  —  coßq^)^  ^:r=— <jp=2* 

b)  Sind  die  Gleichungen  der  krummen  Linie 

y  =  \a^  —  x^j  z  =  na  arc  (cot  =  —  Y 

so  bekommen  wir 


=  r  /l  +  (dy\\  ClfV rf«  =  a  VIT««  r-r^^= 


=  rt  Y 1  -+-  n*  I  arc  (cos  =  —  j  —  arc  Ceo$  =  — ^i.  (1) 


=  a  Vi  +  nM  Va2-a;'«  -  V«^— •»"*}'  (2> 


»i:=»a*  Vi -+- w*  /     arc  (  coa  =  -  )  —7=    '     — 


(3) 


=^  w  a^  Y^l  -h  n^  I  arc  Tcöä^  =  —  j  —  arc  (cos^  =  —  j  l.  (4) 

Aus  (1),  (2),  (3)  und  (4)  folgt 

__ , 

rtrt?  Tcjö*  =  —  j  —  arc  fcos  =  —  j 


d;  = 


y  = 


ff  r 

X     X 


arc  {  cos  =  —  )  —  arc  {  cos  =  —  ) 
V  a  y  V  a  y 

nai        r  oß\  f  x'W 

z::.—l^arc  ycos  =  -j  H:  arc  \cos  =  -  j  \ 

Läuft  der  Bogen  von  o?'  =  a  bis  x'  =  x^  so  sind  hiernach  die  CJoordinaten 
seines  Schwerpunktes 
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.1 =:  s^«  ,y^=  =: 5^ :. 


arc 


(cos  =  ^)  '  arc{to.  =  \) 


^      na        C  x\       z 


C)  Diese  Angabe  kann  aach  dnieh  eine  rein  geometrisdie  Betradi- 
tang  geldst  werden«  Weil  die  Abgewickelte  der  Schranbenlinie  eine  go^e 
Linie  igt,  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  Conre  offenbar  in  der  zur  Sduranben- 
axe  senkreehten  Ebene,  welche  die  Conre  halbiert,  und  ist  dar  Schwer- 
punkt der  Projektion  der  Cnrre  auf  diese  Ebene  der  Teilangte  Schwer- 
punkt Diese  Projektion  ist  hier  eine  Kreislinie  und  daher  erhalten  wir 
f&r  das  Cunrenstftck  Ton  x  =-a  bis  x"  ■=  x^  wenn  2  a  der  Ton  der  Pro- 
jektion umspannte  Centriwinkel  ist, 

^_a#m2a ^^V    __      Va*  —  x'^     »«.V 

^  "  ~2ä"~  ""  2^  "^  2^  ""  "         ' 


arc 


{co,  =  ^) 


1-- 

. ann^a 1—  <?o*2a a  ^a  —  x a  —  x        na{a—x) 

^""     2a~-''~  2«    "  "''"27~"""2^"  ~ 


arc 

z 


(c«*=-) 


'=i 


14.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Durch- 
«chnittslinie  der  Kugel  x^  -^y^  '\-  z^  ^-a  und  des  elliptischen  Cy linders 

«2         ««2 

ö  4-  7ö  =  li  wenn  a  >  6  ist? 


w 


(3) 


Das  Bogenelement  der  Schnittlinie  ist  hier  ä8=^a  ■  so  dass 

x  =  a  fy—^  =  C  —  a'^a'^-x\  (2)     8y=  fbdx^bx  +  C, 

Für  den  vierten  Teil  der  über  der  Ebene  der  cT  y  liegenden  Durchschnitts- 
linie sind  die  Grenzen  der  Integrale  0  und  a,  so  dass  io  diesem  Falle 


^-r  = 
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..                      _      2a         _      26         _      2VV— i>2 
womit  X  =  — ,       V  =  — ,       ^  =  — 

15.     Welches  sind  die  Coordiiiaten  des  Schwerpunktes  der  Durch- 
schnittslinie  eines  parabolischen  und  eines  cycloidischen  Cylinders,  wenn  die 

Gleichungen  der  beiden  Flächen  sind  y  =  2  V«  x^  ^=  6  areCcos  =  -^^^ 

—  ^/2hx  —  x^^  

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  d8^yi^(^\^^(^^dx= 
7/  ?L^dx^  80  dass  die  Länge  eines  beliebigen  Bogenstückes 

^       X 


s=\a'hhl     :zf,=2\a-hh{']/x"-\xl.  (1) 

Die  nötigen  Momentengleichungen  sind 


sx^y/a-^h        ^/ledx^^^fa  +  h{^/x"^—^/x^),  (2) 

^y  =  2 Va (a  +  ft)  I     dx=^2 ya{a^b) {a?"~ x),  (3) 


BZ  ■= 


(4) 


b  1   z^  =  yfli^h  \z2^/x-2  fyridz'\ 
=  VöTft  \zz^/'x—2  |^/b—xdx^ 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1)  bis  (4) 

s  yjx"-y[x'         i>     y     ^        ^    > 

^  ^  1  %\z"  yz  -  -g'  yy  j + 2  {V(6  -  a?")» — V(T^^) 

Damit  erhalten  wir  för  den  Bogen  von  «'=0  bis  «"=5,  d.  i.  von  ^'=0 


j;^-=^ 


bis  /'  =  |i. 


^  =  ■36.       y  =  Vab,       ^=2(''-3)- 


2  2  2 

16.    Welches  sind  diö  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Cnrve  a;'-»-y  '  =  a' 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen? 

2 
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Schwerpankte  homogener,  ebener  Flächen. 
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17.  ^Pist  ein  StOck  einer  gewissen  ebenen  krammen  Linie,  gerechnet  Ton 
einem  festen  Punkte  Ä  in  der  Linie  an.  0  ist  ein  fester  Pnnkt  in  der  Ebene  der 
Curve.  Der  Schwerpunkt  von  A  P  liegt  stets  in  der  geraden  Linie,  welche  den  Winkel 
AOP  halbiert.    Die  Gestalt  dieser  Cnrre  soll  bestimmt  werden. 

Der  Bogen  -4  P  ist  ein  Teil  der  Lemniscate,  von  welcher  0  der  Pol  ist. 

18.  Zeige,  dass  der  Schwerpunkt  eines  beliebigen  Bogens  derCurve  r^  =  aßcos^O 
in  der  geraden  Linie  liegt,  welche  den  Pol  mit  dem  Schnittpunkte  der  Tangenten  des 
Bogens  in  seinen  Endpunkten  verbindet. 


Zweiter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener,  ebener  Flächen. 

1.    Der  Schwerpunkt  einer  beliebigen,  homogenen  Dreiecksfläche  soll 
auf  analytischem  Wege  bestimmt  werden. 

Es  mAB C  (Fig.  232)  das  gegebene  Drei- 
eck. Wir  wählen  eine  Seite,  etwa  AB  als  Abscissen- 
axe,  ihren  Endpunkt  Ä  als  Ursprung,  ATARAX 
in  der  Ebene  des  Dreieckes  als  Ordinatenaxe  des 
s'  D    B~x   Coordinatensystemes ,  machen  CDJ-AJC^  setzen 
«      «o«  AB=^a,  CD=h,  DB  =  m,  also  AD  =  {a  —  m). 

Figur  292.  '  '  n  i 

Das  zur  Bestimmung  der  Goordinaten  des  Schwer- 
punktes S,  cc  =  AS\  f/  =  S'S,  gegebene  Gleichungensystem  ist  mit  F 
als  Fläche  des  Dreieckes 

Das  Dreieck  ABC  besteht  aus  den  zwei  rechtwinkeligen  Dreiecken  ADC 
und  BBC.    Die  Gleichungen  der  Geraden  A C und  B C sind y  = 


X 


a  — fn 


und  w  =  —  (öt  —  a?).    Damit  erhalten  wir 

7« 


x)dx  =  ^{a'-'m)-^"^m=:'^ah,     (1) 


F= /         xdx+— I     (a 

_       h     r^-"*"         h  r^*  1         1 

Fx  = /         x^dx-^ /      x{a  —  x)dx=^-^ah{a'--^m), 

d  —  w,  f  in  f     ^.  ^  ^ 

x^dx  +  Tz — 5  /      (a — x)^dx  =  -^ah\ 


^^      2(fl-  m)V  "^   "^   '   2m2 

Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (3) 

*=^  =  gCa— 2*")' 


(2) 


(3) 


-      Fy       1, 
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Legen  wir  durch  die  Punkte  Ä  und  S  einen  Strahl,  welcher  die  Dreiecks- 
seite jB  (7  in  jEJ  schneidet,  so  ist,  weil  ^:^  =  /i:(2a--m),  seine  Gleichung 
h 


y- 


2a  —  m 


X.    Die  Coordinaten  x,  y   des  Punktes  E  folgen  aus  den  Be- 


dingungen y' =  r x\  y= — (a  — a;'),  sie  sind  x  =a  —-^m^  y=Z'-h^ 

welches  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Seite  B  C  sind.  Nun  ist 
ASE  Schwerlinie  des  Dreieckes  ABC,  mithin  läuft  die  durch  jeden 
Eckpunkt  des  Dreieckes  gezogene  Schwerlinie  nach  dem  Mittelpunkte  der 
gegenüberliegenden  Dreiecksseite.  Der  Durchschnittspunkt  zweier  solcher 
Schwerlinien  giebt  die  Lage  des  Schwerpunktes,  welcher  von  jeder  Dreiecks- 
seite um  —  der  zugehörigen  Höhe  entfernt  ist. 

ö 


2.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  Dreiecksfläche  von  irgend 
einer  in  seiner  Ebene  gelegenen  Geraden  ist  gleich  dem  dritten  Teile  der 
Sunmie  der  Abstände  seiner  Eckpunkte  von  dieser  Geraden. 

Ist  ABC  (Fig.  233)  das  gegebene  Dreieck,  MN  die 
gegebene  Gerade,  ÄA',  BB',  CC  JLMN,  AA' =  a,  BB'=  &, 
CC  =  c,  5  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes,  CSD  SchwerUnie, 

SS\  Diy±.MN,  SS'^v,  DD",  SE"\\MN,  so  haben  wir 

1 


ÜA'      D'SC'i'  N 


AD^BD,  DS=:-^CD,  DS:CS=1:2, 


Plgur  233. 


DD'  = 


AA'-j-BB'       g+ft 
2  "     2~' 


also 


V  =  CD"-{-D"E"  =  DD''h^(CC''DD')  =  ^\-^^^DD''{'^CC=: 
2  a-+-6- 


2,DD'^Ca 


V  = 


-»  w.  z.  b.  w. 


3.  Die  Lage  des  Schwerpunktes  einer  homogenen  Trapezfläche  soll 
auf  analytischem  und  elementarem  Wege  bestimmt  werden. 

Es  sei  JLJ5C2)(Fig.  234) 

^^'   f-- -^.-^-.-     das    gegebene   Trapez    mit   den 

^     ^       ^  "  Parallelseiten  AB.  CD,  AB^a, 

CD=b,  CC=Diy,  beide  senk- 
jT"      recht  zu  AB  und  =A,  AD'=m, 
BC  =  n. 

Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  Abscisseii-,  die  zu  ihr  senkrechte 
Gerade  AT  in  der  Ebene  des  Trapezes  zur  Ordinatenaxe  des  Coordinaten- 
systemes.  Damit  erhalten  wir 


Figur  23«. 


1 


(3) 
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F=—  j     xdx-hh  j         dx-h-  I     {a'-x)dx=^—^—h^  (1) 

Fx= — /     x^  dx  -h  h  f         xdx-\ —  /     x{a  —  x)dx 

=  ^a|  8[aw  -f  (ft  4-  2m)6J  +  2(m2  —  w^)}.  (2) 

Fy==lj^!'/    x^dx-hh^l         dx-h\        (a-Ä^)2(7a:j  =  -g-Ä«(a+26). 
Aus  (1),  (2)  und  (8)  ergiebt  sich  nun 

Setzen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Seite  CB^  das  ist 
SS"  —  yi,  so  ist 

yi=Ä— g-jj-j-yA=  3^^-^jj-A,     und    y:yi  =  (a -h  2&):(2a  +  ft). 

Mit  EF  durch  5  und  J^,  ^  als  Halbierangspunkten  der  parallelen  Trapezaeiten 
ist  ES.FS^SS'iSS^'  =:(]^a'^h\:(^a  +  ^h\'  Mit^ö  =  CP  =  ft,  auf  der  Ver- 
längerung von  A  B,  dem  Strahle  G  S,  welcher  die  Verlängerung  von  CDin  H  schneidet, 
ist  /\OSEc^/\HFS,  tL]so  FH:EO  =  FS:ES,    oäei  FH ^  EG{FS:ES) 

=  (9-~f~^){(^^"'9)'(9""+"^)}  =  ^"*""9'  Daraus  folgt  die  bekannte  Eonstmktion : 

Ziehe  die  die  Halbierungspunkte  der  parallelen  Seiten  verbindende  Gerade,  mache  anf 
den  entgegengesetzten  Verlängerungen  der  Parallelseiten  A0  =  CD  =  h,  CH=  AB  =  a 
und  ziehe  GH,  so  sind  EF,  (? H  Schwerlinien  der  Trapezfläche  und  ihr  Schnittpunkt 
giebt  den  verlangten  Schwerpunkt.    Die  Gleichungen  der  Geraden  EF  und  G  H  sind 

h  h 

y  =  r — s (2  a;  —  a)  und  y  = ^rz (ac  +  6) ,  hieraus  ergeben  sich  aU  Coor- 

^      6-h2m  — a^  ^         ^      aH-264-w^  ^  ® 

dinaten  ihres  Durchschnittspunktes 0;=  5- — -^  lag4-q&-l-ft^-^(g-*-2fe)m}>y=^       r^y 

welches  diejenigen  des  Schwerpunktes  sind. 

V\^enn  die  Seiten  B  C  und  A  D  einander  gleich  sind,  dann  ist  »1  ==  m, 
womit  die  Formeln  für  die  Schwerpunktscoordinaten  sich  jedoch  nicht 
ändern. 

Für  das  Parallelogramm  ist  ^  =  a,  w  =  m,  also 

sein  Schwerpunkt  fällt  mit  dem  Schnittpunkte  seiner  Diagonalen  zusammen. 
Geht  das  Parallelogramm  in  ein  Rechteck  über,  dann  wird  m  =  0,  also 

-      1  -       1^ 
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Ist  noch  z  =  SJ^=^  dem  Abstände  des  Scbwerponktes  der  Trapez- 
flache von  der  nicht  parallelen  Seite  A D ,  nehmen  wir  2^BAB^a, 
dann  wird  sein 

„_      bhbeina      ahasina  -h  baina      1.  «  ,       ,^,  ,    . 

r  z=  -n ö ^  "ö" ö ^  ß'^    'h  ab  -hb^jheina, 

mithin 

l  {a^ -h  a  b -{- b^) sin  a  __  l  a^-hab-^-b^  h 

3  a-hft  3         a-h  b         Vm^  4-  Ä^' 

Die  Ableitung  der  Schwerpunktscoordinaten  auf  elementarem  Wege 
ist  die  kürzere.  Wir  erhalten  nämlich  mit  Rücksicht  auf  das  Resultat 
der  Aufgabe  2 

^_     aha-hib-k-m)  ,  bhm-h{b-\-m)      hi   ^         ,       ,,      ,        «.x     I 


^  = 


2  3       2   3  6 

j-^—r-Aa^-^ab-hb^-^(a-h2b)ml  y  =  l^^±^ 
{a'hb)\  ^  ^     f   ^       3  a-hb 


4.  Der  Schwerpunkt  einer  homogenen  Vierecksfläche  ist  derjenige 
«ines  Dreieckes,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  einer  Diagonale  und  der 
auf  der  anderen  Diagonale  symmetrisch  zu  ihrer  Mitte  verlegte  Schnitt- 
punkt beider  Diagonalen  sind. 

Ist  AB  CD  (Fig.  285)  das  gegebene  Viereck,  so 
ziehe  die  Diagonalen  AC,  BD,  bestimme  die  Schwer- 
punkte Si,  S2  der  Dreiecke  ABC,  ACD,  mache  BH 
=  D  E=  dem  kleineren  Abschnitte  der  Diagonale  J?  D, 
verbinde  den  Halbiemngspankt  0  der  Diagonale  AC 
mit  H,  Si  mit  S2t  dann  giebt  der  Schnittpunkt  S  der 
Linien  Si  S2  und  H  0  den  verlangten  Schwerpunkt. 

Beweis :  Mit  B  F  und  DGJ^AC  ist,  da  man  in 
den  Punkten  81,82  die  Massen  der  Dreiecke  ACD, 
JCB  vereinigt  denken  kann,  und  somit  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss  5 5i./\^J3C 
—SS^./^ACD,  SSi:SS2  =  /\ACD:^ABC=I)G:BF=I)E:BE=BH:DH. 
IJun  ist  SiSzWBI),  also  1^5:05  =  2:1.  Werden  jetzt  die  Linien  AH  und  CH 
gezogen,  so  ist  auch  8  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ACH,  denn  OH  ist  eine 
Schwerlinie  desselben,  mithin  fallt  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ^CJ^mit  denjenigen 
des  Viereckes  AB  CD  zusammen,  w.  z.  b.  w.  Damit  haben  wir  eine  einfache  Kon- 
struktion für  iS.  Nachdem  die  Di^onalen  gezogen,  mache,  -wetmDEKBE,  Bff=.  DE, 
ziehe  nach  dem  Halbierungspunkte  0  der  ^  C  von  B  aus  eine  Gerade  0  H  und  teile 
dieselbe  in  drei  gleiche  Teile,  dann  ist  der  A  C  zunächst  gelegene  Teilpunkt  8  Schwer- 
punkt des  Viereckes  ABCD. 

5.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  Kreisausschjiittes  vom  Centri- 
winkel  2a  und  der  Länge  2aa  seines  Bogens. 
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Da  der  Schwerpunkt  auf  der  den  Centriwinkel  halbierenden  Geraden 
liegen  muss,  weil  diese  Symmetrieaxe  des  Gebildes  ist,  so  haben  wir  nur 
den  Abstand  x  des  Schwerpunktes  S  von  dem  Mittelpunkte  des  zum  Bogen 
gehörenden  Kreises  zu  bestimmen.  Ist  der  Kreismittelpunkt  Pol,  die 
Symmetrieaxe  Polaraxe,  s  die  Bogenlänge,  p  die  Länge  der  zu  dem  Bogen 
gehörigen  Sehne,  so  erhalten  wir 


(1) 


(2) 


1      /*•*■«  1 

1        Z*-^«         1        /*"^'*2  1        r-^a  2 

Fx^-^a^  j  xdd^  =  -^a^  j       -^rcos^d&^-ra^  /  €08&dv^='^a^stna, 

J  -  a  J  -  a  J-  a 

weil  der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  unendlich  schmalen  Polardreiecks 

2 

der  Fläche  um  die  Strecke  ^r  vom  Pole  entfernt  ist.    Mit  (1)  und  (2) 

ergiebt  sich  nun  sofort 

Fx      2    sma      2   p 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreissektors  fällt  daher  zusammen  mit  demjenigen 
eines  schweren   Bogens  von   gleichem   Centriwinkel    und    einem   Radius^ 

2 

welcher  gleich  ist  dem  —fachen  des  zum  Ausschnitte  gehörigen  Halbmessers. 

o 

Wenn  wir  Doppelintegrale  anwenden,  so  gestaltet  sich  die  Rechnung 
wie  folgt: 


F=  j      j       rdrdx^  =  2af     rdr  =  a^a^ 

t/o       ft/— «  •/o 


/•«  /•+«  /*"  2 

Fx=  I     I       r^coe^drd  &  =  2sina  /    r^dr=-  -^a^sina^ 

_       2    &ifi  cc 

womit,  wie  vorhin,  x  =  -^a 

o       a 

Wenden  wir  rechtwinkelige  Coordinaten  mit  dem  Mittelpunkte  O  als 
Ursprung,  der  Symmetrieaxe  als  Abscissenaxe ,  der  zu  ihr  senkrechten 
Geraden  in  der  Ebene  der  Fläche  durch  O  als  Ordinatenaxe  an,  dann 
haben  wir  folgendes.  Die  Gleichung  der  den  Sektor  begrenzten  Geraden, 
welche  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  a  einschliesst,  und  die  Gleichung 
des  Kreises  sind  y  =  xtga  und  y^  =  a^  —  x^.  Damit  ergiebt  sich,  wenn 
hier  F  die  halbe  Fläche  des  Sektors  bezeichnet, 

xtffadx  -h  j       \a^  —  x^dx 

Jncona 

=  75  a^  sin  a  cos  «  -+-  ö  {^^^  ^  —  ^t?  sin  a  cos  a)  =  -^  a*  «, 


■■ 


rf 
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/acosa  ra  

Jacosa 


1 

3 


3 


=  4  «^  sin  a  cos^  a  +  -i  a*  sin^  cc  =  -rra^  ein  a, 


2 

3 


so  dass 


Füs       2    8ina 


Sind  ^,  U  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  S,  wenn  ein  den  Sektor  be- 
grenzender BadiusAbscissenaxe  und  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Kreises 
Coordinatenursprung,  dann  ist  offenbar 


71 


.=/|. 


Für  den  vierten  Teil  der  Kreisfläche  ist  2 «  =  -,  8in2a  =  l,  sin 

so  dass  .^  =  --  -  =  V,  x  =  — ^ *      Die   Schwerpunktscoordinaten    der 

ö  7t  O        71 

Halbkreisfläche  sind ,  weil  dann  2  «  =  yr ,  «m  2  et  =  0 ,  wn  «  =  1 ,  ^  =  0, 

4  a 
V  =  Q  -  =  i«?.    Endlich  sind  die  Schwerpunktscoordinaten  der  ganzen  Bjreis- 

'^  O  7t 

fläche,  indem  hier  «  =  tt,  «m  2  «  =  0,  «n  a  =  0,  ^  =  ^  =  ^  =  0,  wie  dem 
sein  muss. 

Um  den  Schwerpunkt  S  eines  Kreissektors 

P'^   OAB  (Fig.  236)  durch  Konstruktion  zu  finden, 

2 
machen  wir  0 Ai=:  -^0 A,  so  dass  der  Bogen 

Ai  Gl  Bi,  geschlagen  von  dem  Mittelpunkte  0  aus 
mit  dem  Badius  OAx,  derjenige  ist,  mit  dessen 
Schwerpunkt  der  Flächenmittelpunkt  des  Aus- 
schnittes zusammenfällt,  ziehen  die  zu  AB  pa- 
rallele Mitteltangente  CD  des  Bogens  A  B,  machen  CD  =  Bogen  A  C,  ziehen  A^E  OC, 
ESI  AB,  dann  ist  S  auf  der  Symmetrieaxe  OC  der  verlangte  Punkt.  Den  Beweis 
siehe  Aufgabe  4,  Abschnitt  I,  dieses  Teiles. 


0 

Figur  236. 


6.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Kreis- 
segmentfläche ACBD  (Fig.  237),  für  welche  O  der 
Mittelpunkt  des  begrenzenden  Bogens  AB  ist. 

Von  0  ziehe  die  gerade,  die  gegebene  Fläche  in 
zwei  gleiche  Teile  zerlegende  Linie  OCJTund  OF  recht- 
winkelig zu  O^  in  der  Ebene  der  Fläche.  Es  sei  O  C  =  a, 
2iA0X=a,  O Jtr Abscissen-,  0 F  Ordinatenaxe.  Noch 
ziehe  durch  O  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  die  Sehne  AB  in  Q,  den 
Bogen  AGB  in  R  schneidet,  und  setze  OQ  =  r, 


B 
Figur  237. 


ff 
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Der  Schwerpunkt  S  liegt  offenbar  aaf  der  Abscissenaxe  in   einem 
Abstände  x  von  O. 

Zunächst  haben  wir  für  die  Fläche  des  Segmentes 

.,     ,  C08  a  .  . 

weil  r  =  a ist, 

cosS' 

F  =■  a^{a  —  sin  a  co%  a).  (1) 

Ferner  ist  das  Moment  der  Fläche  in  Beziehung  auf  die  Ordinatenaxe 


=i»'/:( 


1 


C08^a 


1  r^°-^  Cö8^  OL>^  1         /  \^^ 

Fx=^a^  {co8(^  —  -^\^d&  =  -^a^\8in&  —  co8^atg&+C\     , 

2  2 

2^Ä^=  Q  öt'  {8in  a  —  8in  a  C08^  a)  =  -^  a^  8in^  a,  (2) 

Mit  Hilfe  von  (1)  und  (2)  erhalten  wir  nun 

I       I   rdd-dr  a^  (a  —  ein a  C08  a)  6    a — sinacosa 

Dieses  Besultat  kann  ebenso  leicht  durch  rechtwinkelige  Coordinaten  erlangt 
werden.  Mit  OD  =  a'  =  aco8a  bekommen  wir,  wenn  jetzt  F  die  halbe 
Fläche  des  Segmentes  bezeichnet, 

F=  Tydx^  ryf^is^^^ dx^\  \x vä23^2 ^ ^2 [--^- — r. 

Ja'                     Ja'  ^  a'^  J    \  ü^  —  X^^ 

\      t ^  fjQ  \a  Y 

jP=-ö    ]Ä?va*  —  a?2-h  a^ar(?r«m  =  — j-h  C>    =  ^a^(a  —  8inaco8a).  (4) 

Ferner  ist  die  Momentangleichung 

Fx=rxydx=^  Tx'yJ'a^  -x^dx=    j— g(a2  — ä?^)"^ -t- cl", 

Fx  =  —  a^  ein  a.  (5) 

Aus  (4)  und  (5)  folgt 

Fx       2  ein^  a 


F        3     a  —  ein  a  coe  a 
welches  Resultat  mit  (3)  identisch  ist. 

Bei  den  Integrationen  mit  Polarcoordinaten  ist  die  Segmentfläche  zusammen- 
gesetzt gedacht  aus  Teilen  einer  unendlichen  Zahl  von  Infinitesimaldreiecken,  deren 
gemeinschaftUche  Spitze  der  Funkt  0  und  Grundlinien  einer  Reihe  von  Elementen  des 
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Bogen  ABt  abgeschnitten  durch  die  Sehne  AB.  Beim  Gebrauche  rechtwinkeliirer 
Ooordinaten  ist  das  Segment  bestehend  gedacht  aus  einer  unendlichen  Zahl  unangebbar 
schmaler,  zur  Sehne  AB  paralleler  Parallelogramme. 

Guldin,  Centrobaryca,  Lib.  I,  cap   9,  p.  107.     Walton,  p^  6. 

7.  Welches  sind  die  rechtwinkeligen  Ooordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  Kreisabschnittes,  wenn  ein  zugehöriger  äusserster  Badius  des  be- 
grenzenden Bogens  Abscissenaxe,  sein  Mittelpunkt  Coordinatenursprong  ist? 
Welches  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Coordinatenursprunge  ? 

Es  sei  ABC  (Fig.  238)  das  Segment,  O  der 

Mittelpunkt  des  zugehörigen  Kreises,  OA  =a,  2^A0B 

,c        ^2a,BBA.0AX.  OB^  =^x  =^aco82a,  BB!^y 

=  a  sin  2  a. 

^  Mit  Beachtung,  dass  die  Fläche  des  Segments 

^     ^  ^  ^    ABC  gleich  dem  üntei-schiede  aus  der  Fläche  des 

Halbsegmentes  ffA B  und  des  Dreieckes  SAB,  er- 


/    ^ 


Figur  238. 

halten  wir 


F=  /    V^^ — x^dx =^ — -,  I    (a  — x)dx  =  a^{a  — smacosa).   (1) 


Für  die  Momente  der  Fläche  ersfiebt  sich 


/•a       y      T"      '  2 

Fx=  I    x\a^  —  x^dx — ;/    x(a  —  x)dx=^-5a^sin^aco8a,  (2) 

Fy  =  l/V-^')rf^-2Öi^^  (3) 

Durch  (1),  (2)  und  (3)  sind  nun  die  Schwerpunktscoordinaten 


8111^  a  cos  a 


8in*  a 


X  =^-^a 


^a : .        y=.^a -, 

o     a  —  8in  a  C08  a  o    cc  —  sin  a  cos  a 

Damit  folgt  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  dem  Punkte  0,  wenn 

OS=^z  gesetzt  wird, 

2 


=  Y~x^ 


2  —  Z 


sin^  a 


-4-2/-  = 


a 


3     a  —  sin  a  cos  a 

Für  die  Neigung  der  Linie  0  S  zur  Abscissenaxe  haben  wir  die  Beziehung 

y  1 

tg4.S0A  =  ^  =  tga,     sodass     2^.80  A^  a  = -^ZiAOB, 

d.  h.  die  durch  O  gehende  Halbierungslinie  der  Fläche  ist  die  Schwerlinie, 

wie  dem  sein  muss. 

8.    Welches  ist  die  Lage  des  Schwerpunktes 

der   Fläche    eines    halben   Kreissegmentes    ABC 

(Fig.  239)? 

Es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen 

Kreises,  OJ?  =  Oe  =  a,  Z^COB^a,  OA  =  x 

=  aco8cc,    AC^y  ^asina,    O    Coordinaten- 


Ä  s'    B  Jt 


Figur  239. 
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Ursprung ,  OB X  Abscissenaxe  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes. 

Weil  y2  __  ^2  _  ^2  ^ig  Gleichung  des  zugehörigen  Kreises,  so  ist  hier 

/«   .- 1 

i^=/     \  a^  —  x^dx=^-^a^{a  —  sinacosa)^  (1) 

FJ}  =^r x\[a^  —  x^  da?  =  g  a»  «m»  a,  (2) 

-Fv=  15  Aa^  -  ^^)  da?  =  i a8(2  —  3 cö^a  +  co^^^).  (3) 

Durch  diese  Resultate  ergiebt  sich 

2  «m^  a  _       12  —  3  {?ö«  a  H-  <?ö«*  a 


3     a  —  sin  a  cos  a  3  a  —  sin  a  cos  a 


^P 


Mit  AC=~^  a^{a sin a cos a)  =  F  erfolgt  noch,  indem  p  :=^2asiniz  ist, 

%a^sin^a  p^ 

12  a^  (a  —  sin  a  cos  a)       \2F' 
Die  Abscisse  des  Schwerpunktes  ist  mithin  gleich  dem  Kubus  der  Sehne, 
geteilt  durch  den  zwölffachen  Inhalt  des  ganzen  Segmentes. 

Für  die  Viertelkreisfläche  ist  a  =  -x»  also  ^'  =  y  =  -  —  Für  die  Halb- 

2  ^       3rr 

kreisfläche  ist  «  =  tt,  also  ci?  =  0,  v  =  ö  — 

o  71 

9.  Die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Kreissegmentes  soll  durch 
Konstruktion  bestimmt  werden. 

C  ^  Bas  Segment  ABC  (Fig.  240)  ist   die 

DifTerenz  des  Sektors  GAB  und  des  Mittelpankts- 
dreieckes  OAB^  so  dass  das  Moment  des  Seg- 
mentes in  Bezug  auf  eine  zu  der  Sehne  A.B 

..,  crfc..,< u-      --v      paraUele,  durch  0  gehende  Axe  gleich  ist  dem 

**'*--Ja^'--'"*^  ^      unterschiede  der  Momente  des  Sektors  und  des 

Figur  240.  Dreieckes  OAB  för  dieselbe  Axe.    Die  Schwer- 

punkte aller  drei  Flächen  befinden  sich  auf  der 
gemeinschaftlichen  Symmetrielinie  0  C.    Machen  wir  auf  der  Mitteltangente  des  Bogens 

AB  die  Strecke  Ci:=:Bogen  BG,  ziehen  GE,  durch  F,  mit  GF=^GB,FG  GC, 

0  Si  und  F  S^'.ABj  dann  sind  Si  und  S^  auf  0  C  die  Schwerpunkte  des  Sektors 
und  des  Mittelpunktsdreieckes.  Machen  wir  jetzt  D HJLG B,  S^J  =  D H,  S^Kz=z  CE 
und  ziehen  die  Gerade  JK,  so  schneidet  dieselbe  die  Symmetrieaxe  in  dem  verlangten 
Schwerpunkte  S  des  Segmentes.  Die  Flächen  des  Sektors  und  des  Mittelpunktsdreieckes 
sind  proportional  den  Strecken  CE=  S.K  und  DiZ  =  5>i  J,  wodurch  SSi :  882=81  J:82K 
=  DH:CE,  d,  lS8i.CE  =  SS2.DH,  welche  Bedingung  für  die  Lage  des  Punktes 
8  erfüllt  sein  muss. 

10.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  koncentrischen 
Ringstückes. 
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Es   sei   der    Mittelpunktswinkel    des   Bingstückes 

ABDC  (Fig.  241)  4:^OJ5=:2a,   OÄ=rOB  =  ai, 

;^^    0C=0D  =  a2.    Der  Schwerpunkt  S  dieser  Fläche  liegt 


offenbar  auf  der  durch  den  Punkt  O  gehenden,  zur  Sehne 
A  B  senkrechten  Geraden,  welche  als  Polaraxe  mit  dem 
Pole  in  O  dienen  soll,  so  dass  nur  sein  Abstand  OS=^ar 
von  0  zu  berechnen  ist.  Die  zur  Bestimmung  des  Flächen- 
mittelpunktes gegebenen  allgemeinen  Gleichungen  sind 

F=ffrdadr,  Fx  =  ffr^cos&d&dr, 

im  vorliegenden  Falle  haben  wir 

F=^l       1     rd&dr—l       /     rd^dr 

=  I  («1 '- 02 '')/"<?  ^  =  (ai  *- «2 '')  «, 
/     r^cosO^d^dr-^  /       / 


Fx 


r^cos&dO^dr 


=  3(a:« 


cos&dd'^::-^  {ai  ^  —  a2  ^)  «n  a. 


Nun  ist  mit  (1)  und  (2) 

_      Fw 


2 


2  ai  ^  —  02 ^ gm«      _  __  2  öTi 2  -f-  «1  02  ■+-  «2 * ^^n a 
3«!^  —  €12^     ce  3  «14-02  a 


F=         /      rdrd&  —  /     /      rdrdO^ 
=  2ail     rdr —  /     rdrJ  =  a(ox^  —  02^)1 


J'jc 


r^drcos&dO' 


r^drco8x}'d& 


=  2^'na{  /     r^dr  ^  I     r^dr\  =  —  sina{ai^  —  02*). 


Durch  (4)  und  (5)  ist  nun 
_      Fx 


^  =  -F  = 


2  Ol '  —  02^  9in  a 

3  Ol  ^  —  02  ^    et 


2  Ol  ^  -♦-  Ol  02  4-  02  ^  sin  a 

3  Ol  +  02  u 


(1) 


(2) 


(3) 


Wir  können  aber  auch  die  Integration  in  folgender  Weise  bewirken.    Es 
ist  offenbar  auch 


w 


(•^) 


(6) 


Die  Gleichungen  (3)  und  (6)  sind  identisch. 

Gemäss  der  ersten  Integrationswetse  ist  jeder  Sektor  zerlegt  gedacht  in  eine 
unendliche  Anzahl  von  Infinitesimaldreiecken,  welche  eine  gemeinschaftliche  Spitze  0 
haben  und  deren  Grundlinien  Elemente  der  Bogen  AB,  CD  sind.  Gemäss  der  zweiten 
Integrationsweise  denken  wir  uns  jeden  Sektor  zusammengesetzt  aas  einer  unendlich 
grossen  Anzahl  koncentrischer  Eingstücke  von  unangebbar  kleiner  Breite. 
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11.    Bestimiiniiig  der  Coordioaten  des  Schwerpunktes  eines  koneen- 
Bingstäckes  bezüglich  einer  der  B^[renzangsger»le&  als  Absdssen- 
axe  mit  dem  Mittelpmikte  der  begrenzten  Bögen  als  üispnmg  der  Coor- 


Es  sei  (Figur  242)  ABCD  das  gegebae 
Bingstück,  O  der  Mittelpunkt  der  Bögoi  AB. 
CD,  OA  =  au  OD  =  a2,  2lAOB=2a^  OA 
die  Polaraxe. 

Mit  Böcksicfat  darauf,  dass  die  Fahrstrahlen 
der  b^renzenden  Bögen  von  konstanter  Länge  sind, 
ngar  242.  kommeu    wir    auch    mit    einfachen  Integrationen 

zum  Ziele. 

Die  Fläche  des  Bingstückes  ABCD  ist 


Die  Momentengleichungen  der  Fläche  bezüglich  der  Aien  O  Y  J.  O 
O^sind 

1         /**"2  1         /*'"2 

1  /•'" 

=  -g(ai«  — da«)  /      cos&d&, 

-        1  2 

Fx  =  —  {ai^  —  a^^)  sin  2  a  =  _(ai*  —  az^)  sin  a  co€  a, 

0  o 

1  /**"^2  1  /**"2 

JPy  =  -^ai*/      -^ai^zn^d^ — "9"^2^/      -^a^sinx^dtr 

ft/o  «Zu 


(1) 

und 


(2) 


1  /*'" 


Fy  =  -5-(ai'  —  ag*)  (1  —  (;o«2a)  =  -ö-(ai^  —  aa')»m*a. 


ag»)  (1  —  CO«  2  «)  =  -g  (ai 
Nun  erbalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (3) 


(3) 


0?  = 


2  ai  *  —  02  '  sin  a  cos  a 

3  ai  ^  —  a2  *         et 


2/  = 


2  f?i ^  —  a^^ sin^ a 

3  ai  ^  —  a2  ^      a 


Sind   (a?',  y')  die  Coordinaten  des  Punktes  B,  resp.  C,  und  ist  «  die 
Länge  des  Bogens  AB,  resp.  CD,  so  ergiebt  sich  noch 


o;  =  ^ 


2  ai*  — a2^?/' 


8  «1 2  —  «2  ^  « 


2/ 


2  ai  *  —  02  *  ai  —  a?' 


3  fli  2  —  02 


« 


Für  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  S  vom  Goordinatenanfange   habeo 
wir  nun 
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Z=Va?2  -1-1/2  =  ---—- 

Ist  ß  der  Winkel,  welchen  der  Strahl  OSM  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
schliesst,  so  muss  sein 

tgß^^=    /'^   ""     =iga,  d.h.  2^  ß  =  2^  a, 

die  Schwerlinie  OS  ist  mithin  Symmetrielinie  des  ebenen  Gebildes  AB  CD, 


12.    Der  Schweipunkt  eines  koncentrischen  BiDgstilckes  soll  durch 
Konstruktion  gefunden  werden. 

Das  Moment  des  Bingstfickes  ABCD  (Fig.243) 

P_  Q  £        ist  die  DifiEerenz  der  Momente  der  Sektoren  A£0, 

CDO,   Die  Scbwerpunkte  Si,  8^  dieser  Kreis- 

aasscbnltte,  welche  auf  der  Symmetrielinie 

OP  liegen,  bestimmen  wir  in  bekannter  Weise. 

Auf  der  Mitteltangente  machen  wir  FE  st 

-      -         '  ^  2 

"^     /     'l''  Bogen  P^,  ziehen  Oi^,  machen  Oif=—.Oilt 

I  /// 
\    •//'  OJ=^^OD,  HK,  JL\\OP  und  ziehen 

0  KSi,  LS^WCD,  80  sind  Äj,  S^  die  Schwer^ 

Pigup  243.  punkte  der  Sektoren.     Nun  ziehen  wir  die 

Mitteltangente  PiF  an  den  Bogen  CD,  so  sind  die  Flächen  der  Dreiecke  OPE, 
OPiF  proportional  den  Fl&chen  der  Sektoren  OAB,  OCD,  Verwandeln  wir  jetzt 
das  Dreieck  0  PiF  in  ein  solches,  welches  mit  dem  Dreiecke  OPE  dieselbe  Grund- 
linie OPhat,  und  bei  P  rechtwinkelig  ist,  also  in  das  Dreieck  OPG,  dann  sind 
auch  die  Flächen  der  Sektoren  proportional  den  Strecken  PE,  PG,  Nun  machen 
wir  auf  S^L  die  Strecke  S^M  =  PE,  auf  Si  K  die  Strecke  SiN=:  PG  und  ziehen 
MN,  dann  schneidet  diese  Linie  die  Gerade  0  P  in.  dem  verlangten  Schwerpunkte  5 
des  gegebenen  Bingstückes.  Es  ist  nämlich  S Sii S S2  =  Si  N : 8^ M,  oder  881:882 
=  PG:  PE  =  Sektor  OCD  :  Sektor  OAB,  also  881  X  Sektor  OAB  =  88^ 
X  Sektor  OCJ), 


13.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  der  Fläche,  welche  eingeschlossen 
ist  von  dem  Bogen  einer  Parabel,  ihrer  Aie  und  zwei  Ordinaten,  wenn 
die  Gleichung  der  Curve  ist  y^  =  2pa:,  die  Coordinaten  der  Endpunkte 
des  Bogens  {x,  y\  {x\  y")  sind. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  einer  ebenen  Fläche  sind 

F=  I  jdydx,        Fx=JJxAyäx^        Fy=^JJydydx. 

Damit  und  mit  der  Gleichung  der  Curve  erhalten  wir 
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xdx 


F  =  j     jdxdy  =  j    ydx=\  2p j     \ 

=  \V2i{x"~^-x%  (1. 

Fä:=-  I      I    xdxdy  ^=  j     jryrfx=V^2p/     x^dx 

Fy  =  j     I   ydxdy  =  -^j    y^dx  =  pj    xdx 

=  \p(x"*-x^).  (3) 

Daher  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

5  5  

_       Fx       Zx'^  —  x^  _      Fv       iV2p{x'^-x^) 

2^51         3  ^       F        8  «i 

•T    ' X  X    *  —  X' 

Für  die  Fläche  vom  Parahelscheitel  bis  zum  Curvenponkte  {x^  y)  ist, 
ireil  dann  x'  =y  =  0,  j?"  =  ar,  y"  =  y, 

_      3  _      3    .^—      3 

Handelt  es  sich  um   die  von  der  Parabel  und  einer  Doppelordinate  ein- 
geschlossenen Fläche,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  o£Eenbar  auf  der  Ab- 

3 
scissenaxe  in  einem  Abstände  x  =  -x  vom  Parabelscheitel. 

5 


14.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche 
ABC  (Fig.  244),  welche  begrenzt  wird  von  einer 
Parabel  und  irgend  einer  Sehne  BC. 

Es  sei  P  Y  die  zur  Sehne  B  C  parallele  Tan- 
gente der  Parabel  mit  dem  Berührungspunkte  P^ 
P  X  die  zur  Parabelaxe  parallele  Abscissenaxe,  P I 
Ordinatenaxe ,  dann  ist  die  Gleichung  der  Parabel 
y2  =  4ma?,  wenn  m  die  Entfernung  des  Punktes  P 
Figur  344.  vom   ßronupunkte   bezeichnet.      Demzufolge  ist  mit 

PEr^a 
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Ä'  = 


/   xydx      J    co^dx      -=a 

/a  ""      na     \ 

ydx        J  x^ dx 


5 
2 


2    ^ 


3 


Archimedes ,  ^itiiiBbuav  icoglfoittKatv ,  Lib.  II ,   Prop.  8. 
baryca»  Lib.  I,  cap.  9,  p.  121.    Walton,  p.  8. 


Galdin,  Centro- 


15.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  KFL  (Fig.  245),  welche  begrenzt  wird 
von  dem  Bogen  KL  einer  Parabel  und  dem  durch 
deren  Focus  F  gezogenen  Strahlen  FK^  FL. 

Es  sei  F  Goordinatenanfang ,  A  Parabelschei- 
tel, AFJCiie  Axe  der  o?,  die  zu  A^  senkrechte 
7"    Gerade  FY  Axe  der  y,  -FP=r,  2i.AFP=^, 
Figur  246.  AF=^m,   2^.  A  F  K  =  a ,   4i  AFL^ß,  dann 

sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  gegebenen  Fläche 


a  = 


r Tr^ cos(n—&)d&dr  J    T ^^ ^^^ {n—d)d^d 

CC        0  —  CC        0 


-0    rr 


'     V  = 


(«) 


/    /  rd^dr  J  J  rd&dr 

r  1  1 

Nun  isty   T'^co8{ji-'^)d^dT=^-^T^coB{ji  —  9)d^=^  —  '^r^coB^dO^ 

f  daher 


=  —"5»»^ T-d^,  weilr  = 


3 
m 


<?0J?*-7r 


CO« 


6 


Ja         ^^^'-9 


aber  weil 

COSd' 


>-'^i 


<?o« 


6 


2       l  +  'i^'ä'''"   2 


CO« 


4_ 


=-,»•) 


'^i-'^-2-k'H-"'i)\  <■) 
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Weiter  haben  wir 


1     3    /     9in» 

1        ''''2 


2         /  2 

CO»»  2 


Endlich  ist 


d  (cos  -jj  I 


CO»*  2 


f    f  rd&dr  =  ^f  r^d»  =  ^m^  I       ^^ 

Ja.    J,  Ja  J^         COS*-^ 

Durch  die  Gleichungen  («),  (1),  (2)  und  (3)  bekommen  wir  nun 


(3) 


X  =    qTH 


1  2  2 


y=-^m 


=  3"* 


02'^  sei  ein  Radinsvektor  sehr  nahe  bei  FP,  und  es  seien  pq,  p'  ^  zwei  ans 
dem  Mittelpunkte  F  mit  den  beinahe  gleichen  Radien  Fp,  Fp*  beschriebene  Kreis- 
bogen.  Bei  den  Integrationen,  welche  wir  für  die  Bestimmung  der  Werte  Ton  7  nnd 
p  ausgeftthrt  haben,  wurde  zuerst  gedacht,  dass  das  unendlich  schmale  Dreieck  PJ'Q 
zusammengesetzt  sei  aus  einer  unendlich  grossen  Anzahl  tod  InfinitesimalparaUelo- 


\ 


\ 


j 
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grammen,  so  wie  pq.g! p'i  und  dann  angenommen  ,  dass  die  ganze  Fl&che  KF L  zu- 
sammengesetzt sei  ans  einer  unendlich  grossen  Anzahl  von  Dreiecken,  so  wie  PFQ, 
Auf  diese  Weise  repräsentieren  die  Ausdrücke 

r^c08{ii  —  0-)d&dr,  r^8in{ii  —  ^)d&dr 

•die  Momente  der  Fläche  pqp'  q'  für  die  Azen  der  y  und  der  x,  die  Ausdrücke 

/    r2co*(Ä  —  ß)d-d'dr,  j   r'^8in{7t  — ^)d^dr 

4ie  Momente  der  Fläche  PJPQ  und  die  Ausdrücke 

/     /   r^cos(it^'d-)d^drj  1     1    r^ cos {it  —&)d^  dr 

Hiie  Momente  der  ganzen  Fläche  KFL  für  dieselben  Axen.  Auch  bezeichnen  ent> 
sprechend  die  Grössen 

rd&dr,  1    rdß'dty  1     t    rd^dr 

-die  Flächen  pqp'  q%  PFQ,  KFL. 
Walton,  p.  12. 

16.  Welches  sind  die  Coordinateu  des  Schwerpunktes  der  Fläche, 
•die  begrenzt  ist  von  einem  Bogen  einer  Ellipse,  einem  Teile  ihrer  grossen 
Axe  und  zwei  zu  dieser  Linie  senkrechten  Geraden,   wenn  die  Gleichung 

•der  Ellipse  y  =  ~Ya^  —  o?^  ist  und  {x\  y),  {x\  y")  die  Coordinaten  der 

Endpunkte  des  Bogens  sind? 

Das  Element  der  Fläche  ist  dF —  ydx  =-y/a^  -  x^dx,  mithin 


F  = 


// 


^f\a^-x^dx=K^yfa^-x^+'^arc(sin  =  '^+c(  .    (1) 

Die    Momentengleichungen    unserer    Fläche    bezüglich  der    Coordinaten- 
axen  sind 

^'  =  L^l    (a^— ^)^-  =  ^p--^+c}.  (3) 

X 

Durch  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  erhalten  wir  nun 


3 

"2\2 


__2  («2  — ^'2)2_(^2_^"2) 


ff 
X 


-KT^r-iTö      m/  2~""^      2       C'      x"\/a^—x^-xyfa'^—x"^\ 


.^^_h  {x"-x){ia''  —  x^-xx'  —  x"^) 


F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  36 
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Damit  ergiebt  sich  für  die  Fläche  von  x  =  0  bis  x'  =  x 


8 


*=8 


2  «8  — (a*  — a!«)2 


V  a*  —  x^  —  a^  arc  {sin  =  —  ) 


X 


^=3a 


Ib  {Sa^  —  x^)x 


07  ya^  — a?^  —  a^  arc  l  sin  =  —  J 


Um  den  Schwerpunkt  des  vierten  Teiles  der  elliptischen  Fläche  zu  erhal- 

4  a     _        4  6 

ten,  ist  zu  integrieren  von  x  =0  bis  x"  =  a,  wodurch  a?=-ö~*   y=Q  — 

Ö7l  O  TT 

Die  Schwerpunktscoordinaten  der  halben  elliptischen  Fläche  sind,    indem 
dann  a?'  =  —  a,  x"  =  a  ist,  ^  =  0,  v  =  «  — 

Zn  denselben  Besnltaten  gelangen  wir,  wenn   wir  die  Ellipsengleichnng  zo- 
gründe  legen  y2  =  (i  —  ^2)  (a«  _.  x'^). 

17.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der 
Fläche  CPD  (Fig.  246)  einer  Ellipse,  für  welche 
CP,  OD  zwei  konjugierte  Halbdiameter  sind. 

Wenn   CP=a,   CD=^b,   GP  und  Cl> 

unbestimmt  angeordnet,  als  Axen  der  x  und  der  y 

Figur  246.  angenommen  werden,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse 

und  für  die  Lage  des  Schwerpunktes  haben  wir,   die  Jntegrationsgrenzen 
anzeigend, 

j    I    xdxdy  j    I   ydxdy 

X  = »  V  = {2> 

/     /    dxdy  I    j    dxdy 

Der  Wert  von  y  für  die  Grenze  ist  in  der  Figur  die  Linie  pni]  in  der  In- 
tegration bezüglich  y  ist  das  unendlich  schmale  Trapez  pqnm  zusammengesetzt  ge- 
dacht aus  einer  unendlichen  Anzahl  unangebbar  kleiner  Parallelogramme,  so  wie  p'  q, 
und  in  der  Integration  bezüglich  x  ist  angenommen,  dass  die  ganze  Fläche  CPD 
aus  einer  unendlich  grossen  Zahl  unangebbarer  Flächen  streifen,  so  wie  pqnm,  bestehe. 

Für  die  Fläche  CPD  erhalten  wir 

F^Tjdxdy  =rydx  =  -rYa'^  —  x^dx  =  -rnah  (8> 
und  für  die  Momente  derselben 
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Fx-=  I    I  xdxdy  =  I  xydx  =  —  1  x^f a^  —  iT'^ d ä?  =  ^ a^ 5,       (4) 

•/o    «.'0  »/o  CL%/q  O 

J^y=/Yyd«^dy=|yi/M^  =  ^^'y^^^  (5) 

Nun  ergiebt  sich  mit  (2)  bis  (5) 


_      4a 
on 


y 


4:h 


n 


Anstatt  der  gewählten  Integrationsfolge  hätte  ebenso  die  umgekehrte  genommen 
werden  können,  dann  wären  die  Formeln  fflr  v  and  ^  gewesen 


2P  = 


*/o    «/o 


xdydx 


*/o    V  0 


dydx 


V== 


I    I   ydydx 

i/o    «/o 


dydx 


Fignr  247. 


18.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des 
Segmentes  ÄPBp  (Fig.  247)  der  Fläche 
einer  Ellipse,  welches  von  einer  Quadrantal- 
sehne  abgeschnitten  wird. 

Es  sei  CÄ  =  a,  OB  =  b,  OM=x, 
MP^y^  Mp=y  dann  sind  die  Gleichungen 
der  Ellipse  und  der  Sehne 


Cv 


(1) 


x  = 


(2) 


y'  =  -(a~-a?). 
a 

Für  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  haben  wir  die  Gleichung 

/    /  xdxdy 

Nun  ist/    /  dxdy  =  j  {y  —  y)dx=-  j  jVa^— ^^  — (a— a?)|öfa7  mit  (1), 

=  ^/"V^^^^tte-  J(a«  -  \a')  =  ~jQ  o«  -  ^««)=](/r-2)a6,  (3) 

j    I  xdxdy  =  I  {y—y')xdx=- 1  xiyfa^—x^—ia—x^äx  mit  (1), 


Durch  (2),  (8)  und  (4)  erhalten  wir  sonach 

__2      a 
^~37r-2 

Augenscheinlich  wird  sich  in  ähnlicher  Weise  ergeben 

_      2     h 

y  = 


(4) 


37r  — 2 


Walton,  p.  11. 
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19,    Bestimmung  des  Schwerpmiktes  der  Fläche,  welche    b^renn 
wird  durch  den  Bogeo  einer  Hyperbel,  ihre  reelle  Axe  und  zwei  zu  dieser 

Linie  senkrechte  Gerade,  wenn  die  Gleichung  der  Hyperbel  y^  =  -«  (a?*— a-i 

ist  und  die  Coordinaten  der  Endpunkte  des  Bogens  {x\y)y  {x\y")  sind. 
Das  Element  der  zwischen  zwei  Ordinaten  eingeschlossenen    Fläche 

ist  dF=  —  ^x^  —  a^ d x,  daher 
a 


2 


F=y'Yx^-a^dx=^  {|y^2_^2_|./(2^_^2V^^2-a«)-+-cf-{ll 

Die  Momente  der  betrachteten  Fläche  bezüglich  der  Coordinatenaxen  sind 

Fid=  ^J    xYx^  —  a^dx=  g^   j(a;2 - a«)«-!-  C)  •  (2) 

X 

Nun  erhalten  wir  durch  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3) 

8                          s 
_  _  2 {x"'^-a^)^  —  {x^  —  aY 

x"  yZ^^"^  -  x'  V^'^^a2  -  a« l ^+V^"'-_^,^ 

_^2A U"8~-a?'3)--3a2(^"~<) 

0?"  V^"'  ~  a2  -  0?'  yfx'^^cfi  -  a^  l ?_.+  V^^   —  ^ 

a?'  H-  y  a?'^  —  a^ 

Für  die  am  Curvenscheitel  beginnende  und  bis  zum  Curvenpunkte  (o?,?/) 

reichende  Fläche  erhalten  wir  vermöge  dieser  Kesultate,  da  dann  cc'=a. 
ft 

X    —  Xy 

8 

^^y^2z:^2  ^  ^2i^.r_y^^]=Z^ 

a 
_  _  1  6  (^'g~3ag)a?4-2aS       

a 

Zu  denselben  Resultaten  gelangen  wir  mit  der  Gleichung  der  Curve 

y2  =  (e2  — l)(a;2_a2). 

20.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Flache,  die  einge- 
schlossen ist  zwischen  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  xy  =  a^  ihrer  Abscissen- 
axe  und  zwei  Ordinaten? 

x"—x'  _      a  af'—x' 


l  [x")  —  l  {x')       '  ~"  2  x'  x" )  l  (x")  -  l  (x')l 
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21.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  homogenen  Fläche,  welche 
eingeschlossen  ist  zwischen  einem  Bogen  der  gemeinen  Cycloide,  ihrer 
Basis  und  zwei  Normalen  zur  Basis,  wenn  die  Curve  durch  die  Gleichungen 
gegeben  ist 

£c=  a((p  —  8in  y),       y  =  a  (1  —  cos  tp). 

Das  Element  der  Fläche  ist  dF  =  ydoß=a^{l  —  co8(p)^d(p  = 
ci^(-R  —  2  coÄ  y  -h  ^  CO«  2  y ^  c?  y,  mithin  der  Inhalt  der  betrachteten  Fläche 

/**"  /'''VI  1  >. 

i^=  /    ydx^=a^ I     l-^  — 2co8^ -^^ -^co82(p\dip 

=  -ja2  l6y  —  8«m<f) +  Äm2g)  4- Ci    •  (1) 

Die  nötigen  Momente  dieser  Fläche  sind 
Fx=^l    xydx  =  a^l     {(p  —  «my)(l  —  co8(p)^d(p 

%j  x'  %/tp' 

=■  a^  j      (ö^ — 2«ny  — 2gjco«y-f-  ^co82  ip  -^  8in2  ip  -^  sin^  ip\d  ip 


=  Yp    lOy^ — 6y(Ämy-  8in2ip)—^co8ip — 3(7o*2g)  +  co5^y4-  G\   »(2) 
Fy=^-^J    y^dx  =  '^a^j     {l  —  co8(pyd(p 

1       r^" 

=  -^a^  /     (1  —  3  cöÄ  y  H-  3  008^  qo  —  cö*^  cp)  d  gp 

=  1T^M^5<P"(22  — 9co5g)4-2coÄ8g))«ng)-h  C     •  (3) 

12       y.'  ' 

Mit  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  nun 


a7  =  "xa 


<  6  <p  —  8  8in  <p  4-  sin  2  qp  > 
1     Jl^  ^  —  (22  — 9  CO«  (j;  -+-  2  co«2  g,) ^lyiy  4-  ej'^ " 

I  6  gp  —  8  sin  qp  +  «m  2  gp  I 

Dadurch   erhalten  wir  fftr   die  halbe  Cycloidenfläehe ,   weil  hier  gp'  =  0» 
(p"z=zn  ist, 

F^^a^n,  ^z=_--(97r2  +  16)=-a7r+— ,  3/=6''- 

Für  die  ganze  Cycloidenfläehe  ist,  weil  in  diesem  Falle  <p'=  0,  (p"=  2/1  ist» 

2^=:3a^7T,  X  =■  an^         y  =  -^a. 
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22.     Bestimmang  des  Schwerpunktes   eines  Teiles  der  Fläche   der 
Gissoide  des   Diocles,   welcher  zwischen  zwei  Ordinalen  liegt,   wenn   die 

Gleichung  der  Curve  ist  3/  ^  = 


Ä?8 


a  —  OS 


/P    d  CD 

Weil  dF^^ydx=^—jr=^=^^  so  ist 

^  ax  —  a?^ 

Za^       r  .       2x  —  a 


+  --arc{atn  =  —^-^-i-C\  .  (1) 


+  -arc{s^n  =  -^)  +  C\  .  (2) 

Fy  =  lr^^  =  -1  |4a!8H--Jaa;2  +  a«a;  +  a8Z(a-a;)  +  cf  •  (3) 
^%/,'    a  —  X  ^  ,'  o  ^  ' 

Damit  lassen  sich  leicht  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  für  jeden 

speziellen  Fall  anschreiben.     Die  Coordinaten  x,y  der  Fläche  von  a?'  =  0 

5 
bis  x'=  a  sind  x  =  —  a,  y  =  QC.   Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Cissoiden- 

5 

fläche  befindet  sich  auf  der  Abscissenaxe  in  einem  Abstände  x=-^a  vom 

o 

Coordinatenursprunge. 

Handelt  es  sich  nur  um  den  Schwerpunkt  der  ganzen  Gissoidenfläche, 

so   bestimmt  sich   derselbe  am  einfachsten  in  folgender  Weise.     Es  ist 

seine  Abscisse 


^  r^^  x^dx 

._j^y^J^jlJ^x 


X n  3 


jydx 


/"  x^da 


X 
X 

s 


/X    t?  17  ~'      r /     "~      r 

-71=1=  =  — 2.r*V«  — «  +  5  I x^y a  —  xdx 
yfa-x  J 

6 

/«    x'^dx  r  ^    r 

--  =  5  I  x'^y  a  —  xdx 
Va-^        J 


8 
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SO  dass  a?  =  —  a      — -  -g =  -pia. 


6*6 


\  v«  -  « 


1 


X 


23.  Die  Kettenlinie  sei  gegeben  durch  die  Gleichung  y^-^  m  (^**+  e    *") 

»und   es   soll   der  Schwerpunkt   eines  zwischen  zwei  Ordinaten  liegenden 
Flachenstückes  bestimmt  werden. 
Im  vorliegenden  Falle  ist 


.''    ^  ^  _  »         ^" 


F=-m/    ((P»»' +  <?"■«•)  da?  =  K»*M^"*  —  ^    '"+C!»  (1) 


JFa;=^-^mJ    {e'^'he    "»)a?dti?=2m2   |(a?  — m)tf*"— (a?  +  m)^    ^-f- C^'   (2) 
Nun  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (3) 


X"  X"  X'  £' 

m 


_  ___  {x' —  m) e^  —  (a?"H-  m)e    "*  —  (a?'  —  m) ^**H-  (o?' -f-m)^ 

Seginnt  die  Fläche  im  tiefsten  Punkte  der  Curve  und  reicht  sie  bis  zum 
Punkte  {x^y)  derselben,  so  ist  a?'=0,  a?"=a?,  daher  sind  die  Coordinaten 
ihres  Schwerpunktes 

X    •  X  2x  2x 

(x  —  ni)e"^ — {x  +  m)e    '"-f-2m      _      me^^-^-ix  —  me    *** 
X -= »      v= • 

^ —  ^    *»»  ß*» —  ^    »» 

24.  Die  Punkte  I>,  JS;,  F  teilen  die  Seiten  J5 C,  -4 C, -4 5  eines  Dreieckes  ABC 
proportional,  nämlich  in  der  Weise,  dass  BD\GE\AF  =  DE\EA\FB  ist.  Zeige, 
•dass  der  Schwerpunkt  der  Dreiecksfläche  DEF  mit  demjenigen  der  Dreiecksfläche 
ABC  zusammenfällt. 

25.  Von  einem  Quadrate  ABCD  ist  ein  Dreieck  AEF  so  abgeschnitten, 

1  3 

dass  AE  =  -,ADfAF=j'AB,    Wo  liegt  der  Schwerpunkt  der  bleibenden  Fläche 

BCDEFf 

WenA  a  die  Seitenlänge  des  Quadrates  bezeichnet,  dann  sind  die  Abstände  des 

Schwerpunktes  von  AB  und  AD  gleich  j^  a  und  ^Tä «. 
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26.  Die  Spitze  eines  Dreieckes  befindet  sich  in  einem  festen  Punkte  des  Um- 
fanges  eines  Kreises,  seine  Basis  ist  eine  Sehne  dieses  Kreises.  Beweise,  dass  —  wenn 
der  Winkel  in  der  Spitze  von  gegebener  Gr(}sse  ist  —  der  Ort  des  Schwerpunktes  der 
Dreiecksfläche  ein  anderer  Kreis  ist. 


27.  AB  (Fig.  248)  ist  eine  Parabel  mit  der  Glei- 
chung a^''^y:=ai^.  Welches  ist  der  Schwerpunkt  de^ 
zwischen  zwei  Ordinalen  eingeschlossenen  Fläche  PM^^Q^ 

lat  A M  =  x\  AN  =  x'\  dann  wird  gefunden  werden 

Carrä,  M^sure  des  Surfaces,  etc.  p.  80. 


28.    Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  die  begrenzt 
wird  von  einer  geraden  Linie  y  =  ßx  und  einer  Parabel  y"^  =  2px'i 

4  p  p 


29.    Bestimme  den  Schwerpunkt  der  Fläche ;  welche  eingeschlossen  wird   von 
den  Coordinatenaxen  und  der  parabolischen  Currej/ — hl/^=  1- 


V  =i-  a, 


y  =  5&. 


30.  CX,CY  (Fig.  249)  sind  die  Asymptoten  einer 
Hyperbel  EaF,  PM,  QN  sind  zu  C  T  parallele  Linien. 
Man  soll  den  Schwerpunkt  der  Fläche  PMNQ  bestimmen«. 

Wenn  a,b  die  Halbaxen  der  Hyperbel,  CX,  C  Y  als 
Aien  der  x,  der  y  genommen  und  CMtCN  mit  x\  af'  be- 
zeichnet sind,  dann  ist 
x"—  X' 


W  =: 


l{x")^l{x') 


^"S  x'x"   1(0/') —  lix') 


Figur  249. 

81.  Den  Schwerpunkt  der  Fläche  zu  finden,  welche  von  einer  durch  den  Brenn- 
punkt der  Parabel  y^  =  2px  gehenden  und  unter  einem  Winkel  ^  gegen  die  Axe 
geneigten  Sehne  abgeschnitten  wird. 


3P  =  fg(3-h8cot^2^), 


^  =  2?  cotg  d. 


32.  Bestimme  den  Schwerpunkt  eines  Quadranten  der  Fläche,  deren  CurTe 

111 
x^-j-y^  =^a^  ist,  wenn  die  Coordinatenaxen  Grenzlinien  sind. 

_     256  a 


88.     Welches   sind   die   Schwerpunktscoordinaten   des   Teiles  der   Fläche    der 
Gurve  y  =  sinx  zwischen  x  =  0  und  o;  =  tt ? 


1 
2 


2P  =  xfr, 


1 
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34.    Es  soll  bestimmt  werden  der  Schwerpunkt  eines  Auges  der  Lemniscate 
r2  =  «2  cos  2 1^  von  Jakob  Bemoulli. 

24—83.    Walton,  Collection  of  Problemes  of  Theoretical  Mechanics. 

Anmerkung.    Weitere  hieher  gehörige  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der  Samm- 
lung von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung  von  L.  A.  Sohnke. 


Dritter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener  Rotationsflächen. 

1.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Oberfläche  des  geraden  Stumpfe» 
eines  Kreiskegels  und  desjenigen  seines  ganzen  Mantels. 

Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Rotationsaxe,  welche  wir  als  Abscissen- 
axe  wählen,  die  Gleichung  der  die  Rotationsfläche  O  erzeugenden  Geradea 
ist  dann 

y  =  aoß  -\-  b.  (1) 

Damit  erhalten  wir  für  den  Mantel  des  Kegelstumpfes 

=  na yrrö« (a?"—  x)  ja (a?" 4-  a?')  +  2 5 j,  (2> 

Ox^^nl    xyd8==27ta'\\'ha^l    iaX'hb)xdx 

=  i Tra  Vr+^ {x-  x)\2a (.r"^  +  cc'x^  x^)  +  ^b (a?"-*-  x) j.  (3> 

Mithin  ist  die  Abscisse  des  Flächenmittelpunktes  mit  (2)  und  (8) 
,  _  0^_  1  2  a(^"2  -^  x"x  +  x^)  +  36(0?"+  x) 
•^^  O  ""3  a{x"  +  x')-h2b  '  ^^ 

Beginnt  der  Kegelstumpf  in  der  Ebene  der  y  z  und  ist  seine  Höhe  gleich  h^ 
dann  haben  wir  in  (4)  x'=Qy  0?"=  A  zu  setzen,  womit  sich  ergiebt 

_12aA  +  36, 

Bezeichnet  x  den  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses   Stumpfes  von   der 

grösseren  Begrenzungsfläche,  dann  ist 

,       _      1     ah^ 
öa  h  -h  0 

Mit  6  =  0,  5?'=  0,  0?"=  h  giebt  (4)  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  des- 

2 
Kegelmantels  von  der  Höhe  h,  sie  ist  ^=— ä,  d.  h.  der  Schwerpunkt  ist 

ö 

1 

um  Q  seiner  Höhe  von  seiner  Basis  entfernt. 
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Mit  a  =  0  geht  der  Kegel  in  einen  Cylinder  über,  für  ihn  ist  vermöge  (4) 

X=-^{X    -^rX), 

und  wenn  die  Cylinderfläcbe  in  der  Ebene  der  yz  beginnt,  in  welchem 
Falle  a?'  =  0,  x'=^h,  ist,  ^=75/4,  d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Fläche  eines 
Kreiscylinders  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  seiner  Axe  zusammen. 

2.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Flächenzone  einer  Eugel 
vom  Halbmesser  a,  wenn  h  die  Höhe  der  Zone  ist. 

Die  Mittelpunktsgleichung  des  erzeugenden  Kreises  ist  y*—«^  —  j:*, 
^  dass 

0=2na  j  dx=2nah^       Ox  =  2na  1  xdx  =  nah{2x  -^  h)^ 


x  =  x 

mithin 


.      Ox  1, 

d.  h.  der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Höhe  der  Zone    Mit  a/=x, 
a'=  a  -^  h  =  a  ergiebt  sich  zufolge  dieses  Resultates  für  das  Kugelsegment 

^  =  -(^  4-  a).    Für  die  Halbkugelfläche  ist  x  =  0,  a?"=a,  daher  ^=  -a. 

3.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  eines  Rotationspara- 
boloides  zwischen  zwei  zur  Rotationsaxe  senkrechten  Ebenen,  wenn  die 
Gleichung  der  erzeugenden  Parabel  y^  =^2px  ist  und  die  Abscissenaxe  als 
Rotationsaxe  angesehen  wird. 

Die  Lage  des  mit  der  Abscissenaxe  zusammenfallenden  Schwerpunktes 
ist  allgemein  gegeben  durch 

x=^2n  I  xy  d8\2n  lyds^  I    xyds:/    yds.  (1) 

Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir'(?*  =l/*^^±f  (/^,3/rf«= VpV2a?  H-pdcr, 

'^      2x 

^yds  =  'YpV^^-^P^^^'^  daher 

yd8=Yp f  }/2'^+^dw  =  W'p{(2a;"+py-i2iJo'-hpy\'    (2) 

l    xyd8=:YpJ^^   xV2^'^pdx  =  :^Yp[sl{2x''-\-p)^'-(2x'^pY] 

8  8 

>-5^[(2a?"+/?)2~(2.r'+p)«j}i   (3) 
so  dass  mit  (1),  (2)  und  (3) 
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6  5  ä  1 

"^^-lO"    '  8  3 

Für  die  Fläche  des  Paraboloides  von  der  Höhe  o?  ist,  da  dann  ä?'=0,  a?"=a?, 

6  1  A 

Integrieren  wir  nicht  zwischen  den  Abscissen,  sondern  zwischen  den  Ordi- 
naten,  dann  haben  wir 

folglich 

3 

_  _    1    (3y2  — 2yg)(p«4-y^)^4-2p^ 

4.  Dreht  sich  eine  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe,  so  erzeugt  sie  das 
Rotationsellipsoid.  Es.  soll  der  Schwerpunkt  der  zu  den  Abscissen  x\  x' 
gehörigen  Rotationsfläche  bestimmt  werden,  wenn  die  Gleichung  der  Ellipse 

y 2=  ^^  («'  -  ^')  ist. 


Durch  die  Gleichung  derErzeugungslinie  erhalten  wir  ds=f^  ^^ 2  ^^^ 

et     ^~~Ä? 


yd8=-  Y^^  —  e^x^dx^  xyds  —  -x^ a^  —  e'^x^dx, 

mit  (a^  — 6^):a^  =  ^^  so  dass  

0  =  2n  r''yds=^2n^-^  Tj/y^-x^dx 

mit  welchen  Werten  sich  ergiebt 

^*-    O     ""3(?2^  8  8 


"•%/-2 — ^2~^      "\/~2~2~'^_i_^^     ./^  •      €OD'^fa^-e^x^-€X^fa^-e^x'^\ 


*.-     ».- 


>M        • 


y       i*         ' 


.'    V      *-  ^.','-:     r 


^    '    i  •  ^  *-« 


«      * 


f     • 


—    j^-  —  >    •••    ^.  j 


•» «.  ♦ 


if^tl 


•f   #^./ 


V'j''<\ 


Ay^  - 


^r^-^  j 


^   # 


vi  * 


jr  ^^^i—  »i—     .  - 


^     ^r  •  i^r-—  f- 


V  >'' 


;      '  /^^ 


»  J 


'/^/ 


2  K*«    \\^*-^^'^--^\ 


>/"■ 


tih  Alf 


/' 


«m^,  4fmf':       ,  wi«  in  Anijgabe  8,  AbschDitt  I 


X 


Kapitels. 


^},    H^UwnrimukUi  cycWvlimhcr  Oberflächen. 

a;  K4  dnjJi^j  nkh  dia  gr^meine  Cycloide  ^IC^  (Kg.  231,  S.  539) 
um  t\Ut  Axc>  O  A%  w«Ir;h«  «rjnkrecht  auf  ihrer  Basis  AB  steht  nnd  dieselbe 
\ml\i\t*jt  Vif (*U'Mf*.H  \Hi  die  AbsciHse  des  Schwerpunktes  der  zwischen  zwei 
zur  ll/ndnihuri^^ax«  ««nkrechten  Ebenen  gelegenen  Flächenzone,  wenn  x\x" 
dl«  Ahnitituln  Wirar  Kbcnen  vorn  Scheitel  sind  und  die  Gleichung  der  er- 

/miK'iruIwi  (/'iirv«  //      aarcCtiinvera  =  -^  4- V2a^— a:*  ist? 


A  fiH  <l«r  (Jlnlchtjng  der  die  Fläche  erzeugenden  Curve  folgt  de  =y  -  -  dxy 

rf  I  •  i"  "  T  " 

..         /    ././*      Vii  «  /"'  .•/  '/-  -  V2  a   J2y  V^-  iNxdy] 

2V2ri    |i/V.r    /ViJ^t-^'</^|^2V2a  jyVÄ?-f-|(2a~A0^-hCJ    (1) 
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2^=y    xyd8=-yj'laj    yyfxdui^'ylla  \-^xy\lli---'^j xy[ xäy\ 


X 


=  -oV2^   iya? V^— /a?\^2a  —  a?Gf  j?| 


I 

3  _      .*  a  w 


=  |V2a  jyarV«— |a!(2a  — a;)"— |y(2a-a;)Va;| 
=  I  ^2"^  jy  x-yß—  I  a;  (2a— a;)^  +  A  (2  «  _  a,)^+  C^ 

=     45       jl53/a;Va;-10a;(2a-ar)«H-4(2o-ir)2+C}-(2) 

Mit  (1)  und  (2)  folgt 

/**"      j  (  -  -  i        C' 

Handelt  es  sich  um  die  durch  den  Bogen  V  M  erzeugte  Fläche,  dann  ist 
^'  =  0,  x"  =  Xy  daher  mit  (3) 

_  1  ^  i 

___  1  15yx\'x-l0x{2a  —  xy-^4{2a-x)'  —  4{2ay 
X —  15     '  _"  3  ji  •      W 

3  7/  Vo?  +  2  (2  a  —  a?)  2  —  2  (2  a) 2 
Wird  der  erzeugende  Bogen  CM  gleich  der  halben  Cycloide  CA,   so  ist 
^  =  2 a,  y  =  an,  daher  mit  (4) 

8 

9  15 


X=  -TT  CL 


3  4 

b)  Dreht  sich  der  Oycloidenbogen  um  die  Ordinatenaxe,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  der  erzeugten  Fläche  auf  dieser  Linie  und  ist  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  eines  zwischen  zwei  beliebigen,  zur  ßotationsaxe  senk- 
rechten Ebenen  gelegenen  Flächenstückes  vom  Coordinatenursprunge 

y=^jxyd8\jxds,  (5) 

x'  '   x' 

Das  erste  Integral  giebt  die  Gleichung  (2),  für  das  zweite  er- 
halten wir 


I     xd8=l     xy   -     dx—'^2a/     "Vxdx 
Jy  Jy  ^  Jy 


=  \^[2a  (^"  ^[£  -  X  yjx).  (6) 


SO  dass  mit  (5),  (2)  und  (6) 
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y  =  TK^^ TT-f^. 7-7=^ —'         t"^) 

Wenn  ^'  =  0,  a?"  =  a?,  dann  folgt  durch  (7) 

1  153/a7V"a;-10Ä?(2a  — a?)2  4-4(2a-a?)2-4(2a)2 
y  =  — — (^) 

Ist  der  erzeugende  Bogen  CM  gleich  der  halben  Cycloide  C^,  so  finden 
wir  mit  (8),  weil  dann  ^v  =  2a^  y  =^  an^ 

c)  Es  sei  die  Gleichung  der  Cycloide  mit  der  Geraden,  auf  welcher  der  er- 
zeugende Ereis  rollt,  als  Abscissenaxe  rc  =  a  arc  i  cos  = )  —  y2  a  y  —  y*. 

1)  Die  Botationsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  sich  die  Gurve  um  die  Ab- 
scissenaxe dreht,  dann  wird  für  das  zwischen  zwei  zur  Botationsaxe  senkrechten  Bbenoi 
gelegene  Fl&chenstück  gefunden  werden 

—  a  (4  a  -f-  y" )  V2  a  —  y"  arc  {cos  =  ^""^)  +  a  (4  a  -f-  y')  1/2«  — y' 

Xarc(cos  =  ^^^^)]:[(4a-^y')y2a-y'-(4a  +  y'')y2a-y'']. 

Entsteht  die  Botationsfläche   durch  den    halben  Cjcloidenbogen ,    dann   ist  y'  =  0, 
y"  =  2  a,  so  dass 

26 

2)  Die  Botationsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  der  Cjcloidenbogen  adch 
um  die  Ordinatenaxe  dreht,  dann  ergiebt  sich  für  das  Flächenstfick  zwischen  zwei  zur 
Ordinatenaxe  senkrechten  Ebenen 

-ya(4a-y")V2a— j/"arc(co«  =  ^^^)  +  ya(4a-y')V2«-y' 
X  arc(ca»  =  "-=^)] :  [(2  a  - -i  y")  >^  -  (2  a  - -i- y»)  1^ 

—  0^2  a  —  y"  arc  (cos  =  "      ^  )  ■+■  a^i  a  —  f/  arc  ^s  =         "  Wy 

Wild  die  Fl&che  zwischen  y"  =  0 ,  and  y"  =  2  a  genommen ,  dann  folgt  darch   das 

TOTstebende  Besnltat 

26 

"  =  15  «• 

3)  Die  Umdrehungsfläche  werde  dadurch  erzeugt,  dass  die  Curve  um  eine  durch 
ihren  Scheitel  gehende,  mit  der  Ordinatenaxe  parallele  Gerade  rotiert.  Welches  ist 
die  Ordinate  des  Schwerpunktes  eines  zwischen  zwei  auf  der  Botationsaxe  senkrecht 
stehenden  Ebenen  gelegenen  Flächenstückes? 
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y  =  l[7ra(4a-+-y')y2a-y'^(8a2-h|-ay'-|-y'2)l/jp 

—  (4  a  -4-  y')  y2~ä^y^  arc  (co8  =  ^""^  )  -  «a  (4  a  H-  y")  /2  a  — y" 

-  (8  a2  4-  A  a  y"  -  y  y"»)  y^+  (4  a  4-  y")  yüi^''arc(co8  =  ^^')] : 
[«a(l/2a.-y'-V2a-y")-+-(2a-i-y')>^-(2a-yy'')l/^ 

-h  a  V2  a  —  y"  arc  (cos  =  ^~^  )  —  a  ^^a  —  y'  arc  (cos  =  ^  ""  ^  )1. 

Wenn  die  Fl&che  yon  y'  =  0,  bis  y"  =:2a  genommen  wird,  so  ergiebt  sich  hiermit 

15  ft  -  26 
^"  15(3«  — 4)^' 

7.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  welche  erzeugt  wird 
durch  die  Botation  eines  Auges  der  Curve  r^  =  a^co8  2&  um  seine  Axe. 
Wir  haben 

n 


Ixyda       I  r^ ain O' cos d-ydr^^hr^ d d-^ 

^=      __  =  ^ — ^"" ~ — ' 

aber  weil  r  =  aVco»2^,  dr  =  —  a ->       -^dd-,  daher  <?»•*  + y*dv^^ 

V<ro»  2  » 

=  *»  ■;^2^'  '"  ^"^K* 

/^*«n  &  cos  &  ycos2~»  dd-        i      /  *eoa^2» .  d  {cos  2  &) 
-^^J. _ =  _a-6 -_ -. 

f*8in»d»  f*d{cos») 

1      {^cosU^+Cl^       j        -| 


a?  =  -r-  a = —  =  -7-  a 


4  ^  !?  4^1, 


1         V2 


6     y2-l 
Walton,  p.  80. 

Anmerkung.    Weitere  hierher  gehörige  Aufgaben  findet  der   Leser  in  der 
Sammlung  von  Aufgaben  aas  der  Differentialrechnung  etc.  von  L.  A.  Sohnke. 


s: 


6 


Wiener  Abschnitt 

Schwerpunkte  beliebig»,  homogener,  doppelt  gekrmnmter 

Flachen. 

1,     hfT-Ximrnnx/ii    des   Schwerpunktes    eines  beliebigen  Teiles   eine: 
Kugelfläohe.  wenn  ihre  Gleichung  ist  ar* -r  v^-f-r*  =  a-. 

Der  Abstand  des  Schwerpunkte«  Ton  der  Ebene  der  jr^  ist  allgemeii 


j  j  zdxdy\  1  -^p^  —  q 
1 1  dxdy  \  1  -r-p^-^p^ 


im  vorliegenden  Falle  />  =  —    ,  ^  =  —  ^^,  mithin 


^  =  a 


2  ^^2 


ffj^dy 

11  dxdy  y  1  -t-/>' 

die  Integrationen  zwischen  den  gegebenen  Grenzen  ausgeführt  gedacht. 
Dei-  Nenner  dieses  Ausdruckes  für  z  stellt  die  Grösse  des  in  Frage  stehen- 
den Teiles  der  Kugelfläche  dar,  sein  Zähler  repräsentiert  die  Grösse  der 
Projektion  dieses  Flächenstückes  auf  die  Ebene  d^^x^xy.  Daher  können 
wii  den  Satz  aufstellen:  «Der  Abstand  des  Schwerpunktes  irgend  eines 
Teiles  der  Fläche  einer  Kugel,  von  der  Ebene  irgend  eines  ihrer  grössteu 
Kreise  ist  die  vierte  Proportionale  zu  der  Fläche  des  Teiles,  ihrer  Pro- 
jektion auf  diese  Ebene  und  dem  Kugelhalbmesser **.  Die  Wahrheit  dieses 
Satze.>  gründet  sich  auf  die  Gleichung 

dieselbe  bleibt  richtijy  für  die  ganze  Klasse  von  Oberflächen,  welche  durch 
die  Bewegung  einer  Kugel  von  konstantem  Halbmesser,  deren  Mittelpunkt 
in  der  Ebene  der  a.y  eine  ganz  beliebige  Curve  beschreibt,  erzeugt  wer- 
den. Dadurch  gewinnen  wir  noch  den  allgemeineren  Satz:  „Auf  irgend 
einer,  durch  die  Bewegung  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  niemals  von 
einer  gegebenen  Ebene  abweicht,  erzeugten  Fläche  sei  ein  beliebiges  Stück 
i)  abgegrenzt  und  O'  sei  die  Projektion  dieses  Flächenstückes  auf  die  ge- 
gebene Ebene,  dann  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Flächen- 
stückos  0  von  dieser  Ebene  die  vierte  Proportionale  zu  O,  O'  und  dem 
Halbmesser  der  erzeugenden  Kugel*. 

Beispielsweise  haben  wir  hiernach   für  den  Schwerpunkt  des  achten 
Teiles  der  Kugelfläohe  vom  Halbmesser  a 
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_       O'         "    4  1 

2.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  durch  drei  grösste  Kreise 
«iner  Eugel  begrenzten  sphärischen  Dreieckes. 

Es    sei  ABC  (Fig.  250)    ein    sphärisches 
Dreieck,  O  der  Mittelpunkt  der  zugehörigen  Kugel- 
fläche.   Ferner  seien  OÄ^   OB,   OC  die  Halb- 
messer nach  den  Ecken  Ä,  jS,  (7  des  Dreieckes, 
Figur  260.  Za,  Zft,  Ze  die  Abstäudc  des  Schwerpunktes  die- 

ses Dreieckes  von  den  drei  Ebenen  BOG,  COA^  AOB.  Wenn  nun  0 
•die  Fläche  des  sphärischen  Dreieckes,  O'  ihre  Projektion  auf  die  Ebene 
BOG  und  r  den  Kugelradius  bezeichnet ,  so  ist  nach  dem  vorstehenden 
Lehrsätze 

Die  sphärische  Trigonometrie  sagt,  dass 

0  =  '^{A  +  B  +  G^m\ 

^uch  ist  klar,  dass,  wenn  a,  6,  c  die  den  Winkeln  A,  B,  (7  des  Drei- 
'eckes  ABC  gegenüberliegenden  Seiten  bezeichnen, 

O'  =  Fläche  BOG  —  Fläche  AOBXcosB--  Fläche  AOGXcoaG 

TT  T^ 

=  o^  {a  —  ccosB  —  b  cos  C), 

<[aher 

^  __  1     a  —  h  cos  C  —  ccosB 

In  gleicher  Weise  finden  wir 

__  1     h  —  c  cos  A  —  a  cos  C  1     c  —  a  cos  B  —  b  cos  A 

*""T*'^-+-jB4-C-18()^'         '^y    A  +  B-hG-180 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  des  sphärischen  Dreieckes  kann  auch  darge- 
stellt werden  durch  seine  Abstände  von  den  Ebenen  dreier  grösster  Kugel- 
kreise ,  welche  rechtwinkelig  zu  den  Kanten  0  J. ,  OB,  O (7  der  sphäri- 
schen Pyramide  ABGO  sind.  Bezeichnen  X>a,  B^j  De  diese  Distanzen, 
4ann  ist 

Ba=r—^  Di^^r—,  Dc  =  r—y 

r.  Kraft,  Probl.  d.  anaJyt.  Mechanik.  I.  37 
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wobei  O  die  sphärische  Fläche  ABC  ist,  O«,  Oh,  Oc  ihre  Projektionen 
auf  die  Ebenen  der  drei  zu  0-4,  OB,  OC  rechtwinkeligen  grössten 
Kreise  bezeichnen. 

Die  Projektionen  der  sphärischen  Fläche  ABC  und  des  Sektors 
B OC  auf  die  Ebene  des  grössten  Kreises,  welche  senkrecht  zu  OAi&t^ 
sind  identisch,  so  dass,  wenn  der  Bogen  A  Q  senkrecht  auf  B  C  st^ht, 

r  J 


Oa  =  Sektorfläche  BOCX€08(^  — 


TT  g     .     AQ  TT  o     .      »     . 

=  s^t:  ar^  8in =  tt^tt  a  r^  stn  B  sin  c. 


Ferner  ist 


nr 


2 


0^^{A^B-hC—  180). 


Damit  ergiebt  sich 


Da=-7rr 


a  sin  B  sin  c 


2  '  J.-H-B4- (7  —  180 
In  gleicher  Weise  finden  wir 


D^  = 


1  h  sin  Csin  a 

Y^Af-B-hC  —  lW 


-^   __   1  csin A sin b 


180 


Figur  261. 


Soll  die  Lage  des  Schwerpunktes  des 
Dreieckes -4  JBO  (Fig.  251)  durch  drei  recht- 
winkelige Coordinaten  (^,  ^,  z)  bestimmt 
werden,  dann  wählen  wir  die  Ebene  der  Seite  c 
als  Ebene  der  wy,  den  Halbmesser  O^  als 
Axe  der  a?,  womit  zufolge  der  vorstehenden 
Resultate  sofort 


1 


a  sin  B  sin  c 


^^2  ^A-hB-hC  — 180 


1     c  —  b  cos  A  —  a  cos  B 

^  "  T *" ~XT' B~^C—  180 


Ferner  treffe  der  grösste  Kreis,  von  welchem  BC  ein  Bogen  ist,  die 
Ebene  der  a?^^  in  dem  Punkte  D  und  es  sei  AD  der  die  Punkte  A,  D 
verbindende  grösste  Kreis,  dann  ist  klar,  dass  die  Projektion  des  sphäri- 
schen Dreieckes  auf  die  Ebene  der  xz  gleich  dem  Unterschiede  der  Pro- 
jektionen der  Sektoren  AOC,  BOC  auf  diese  Ebene,  mithin  gleich  ist 

r^bcos2(.  CAD  —  -^^^fir^acosD  = -^^^r^ (b sin  A  —  asinBcosc)y 


360      -  —  ' ^----^        360'    -  — 360 

folglich  ergiebt  sich  noch,  unter  Beachtung  des  obigen  Satzes, 

\  h  sin  A  —  a  sin  B  cos  c 

^"T^^"J5-f- (7—180   ' 
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3.  Die  allgemeine  Formel 

I  jz  dxdy  yi4-p2-i-^« 

fjdxdy  yi+p2^_^2 

gewährt  uns  noch  den  allgemeinen  Satz: 

^Auf  der  Fläche  Ä,  erzeugt  durch  die  Gleichgewichtscurve  einer 
homogenen  Eettenlinie,  welche  rotiert  um  die  durch  ihren  tiefsten  Punkt 
gehende  vertikale  Gerade,  zeichne  einen  beliebigen,  einen  Teil  O  der 
Fläche  A  einschliessenden  Perimeter,  projiziere  diesen  Perimeter  auf  eine 
horizontale  Ebene,  welche  die  Botationsaxe  in  einer  Entfernung  c  unter 
dem  tiefsten  Punkte  der  Fläche  A  schneidet,  wobei  c  gleich  ist  dem 
Quotienten  aus  der  horizontalen  Spannung  der  Eettenlinie  und  der  Masse 
ihrer  Längeneinheit.  Es  sei  V  das  Volumen,  welches  eingeschlossen  wird 
von  der  Fläche  O,  ihrer  Projektion  und  der  durch  die  Perpendikel  von 
dem  Perimeter  der  Fläche  O  auf  die  Projektionsebene  gebildeten  Cylinder- 
fläche.  Die  Höhe  des  Schwerpunktes  der  Fläche  O  über  dieser  Ebene  ist 
dann  gleich  der  doppelten  Höhe  des  Schwerpunktes  von  dem  Volumen  V 
über  dieser  Ebene.* 

Die  Ebene,  welche  die  Fläche  A  in  einem  Punkte  berührt,  dessen 
Abstand  von  der  Projektionsaie  gleich  z  ist,  und  die  wir  als  Ebene  der 

xy  zu  nehmen  haben,  macht  mit  dieser  Ebene  den  VT'inkel  arc  Tco«  = -\ 
so  dass 


VT+^M^ 


2  =  1. 

c 


z  = 


folglich  ergiebt  sich  durch  die  Formel  für  z 

I  j  z^dxdy 

I I zdxdy 

Nennen  wir  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des  Volumens  V  über  der- 
selben Ebene,  dann  ist 

j  j  zdxdy 

Daraus  geht  hervor,  weil  die  Integrationsgrenzen  in  den  Ausdrücken  für  i 
und  t  dieselben  sind,  dass  ^  =  2  £  ist. 

Die  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

Vi  -h^2  +  ^2  ^  f 

dargestellte  Eigenschaft  ist  allen  den  Flächen  gemeinsam,  welche  erzeugt 


z  -=. 
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sein  können  durch  die  Fläche  A^  wenn  sie  sich  in  einer  solchen  Weise 
bewegt,  dass  ihre  Axe  stets  vertikal  bleibt  und  dass  einer  ihrer  Punkte 
eine  willkürliche  Gurve  in  einer  horizontalen  Ebene  beschreibt.  Der  eben 
erläuterte  Satz  ist  daher  derselben  Ausdehnung  wie  derjenige  unter  1.  fähig. 

Die  Erlänternng  der  allgemeinen  Gleichungen  fOr  die  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes einer  beliebigen  Fläche,  welche  anter  1,  2,  3  gegeben  worden,  sind  einem 
Aufeatze  von  Professor  Giolio  in  Tarin  entlehnt,  derselbe  kann  eingesehen  werden  in 
Lionvilles  Journal  de  Math^matiques,  Tom  lY,  p.  886. 

4.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Stückes  der  Fläche 
des  Kegels  y'^-{-iß  =  ^x'^,  das  zwischen  den  Ebenen  x  =  Q,  a;=a,  y  =0,  g  =  0  li^? 

2  ^.ia 

^  =  8«'       ^  =  8^="- 
1-4.    Walton,  p.  81-86. 

Anmerkung.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Teiles  der  Flftche  eines 
elliptischen  Paraboloides  und  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  findet  der  Leser 
in  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel,  übersetzt  von  SchlOmilch, 
S.  180—187  des  ersten  Bandes. 


Fünfter  Abschnitt. 

Schwerpunkte  homogener  Rotationskörper. 

1.  Eine  Gerade  y=-mx-\-h  drehe  sich  um  die  Abscissenaie  so, 
dass  sie  die  Fläche  eines  geraden  Kreiskegels  erzeugt.  Welches  ist  der 
Schwerpunkt  des  Volumens  V  des  zwischen  zwei  zur  Rotationsaxe  senk- 
rechten Ebenen  gelegenen  Eegelstumpfes  ? 

Die  Abstände  der  Begrenzungsebenen  von  der  Ebene  der  yz  seien 
x\  x\  dann  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes,  welcher  auf  der  Rotations- 
axe liegt, 

»/  »'  »/ 

^ /,   xy^dx       I    xy^dx       I    {mx-\-b)^xdx 

y^dx         I    y^dx  1    {mx  -{-  b)^dx 

Die  Ausfahrung  dieser  einfachen  Integrationen  giebt 

_  _  1  (3m2a?"2  4-  8mbx'-h6b^)x'^'-{3m^x^-h8mbx-h6b^)x^ 
^'^4:      {m^x''^^S7nbx'  '^3b^)x'  ~{m^x^+Smbx-^Sb^)x 

Beginnt  der  Kegelstumpf  in  der  Ebene  der  yz  und  nehmen  wir  seine 

Höhe  gleich  A,  dann  ist  zufolge  des  vorstehenden  Resultates,  weil  dann 

a?'=0,  x''=  h  ist, 

__13m^h^-^Smbh-h6b^ 


x=^ 
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Bezeichnet  noch  a  den  Badius  der  Grundfläche  des  Stumpfes,   dann  ist 

m  =  -  — »  so  dass  auch  im  letzteren  Falle 

__13ag4-2a6  +  ^g 

Für  den  Abstand  x  des  Schwerpunktes  dieses  Stumpfes  von  seiner  Grund- 
fläche ergiebt  sich 

^       _      la2-+-2aft  +  362 

Mit  6  =  0  geht  dieser  Stumipf  in  den  Eotationskegel  von  der  Höhe  h  und 
der  Grundfläche  a^n  über,  för  ihn  geben  die  beiden  letzten  Formeln 

-      8,  1 

4  4 

Mit  m  =  0  wird  die  Erzeugende  der  Fläche  parallel  zur  Eotationsaxe,  der 
Kegel  geht  in  einen  Kreiscylinder  über,  a  wird  gleich  6  und  es  ergiebt 
sich  für  denselben  _  1, 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Volumens  eines  geraden  Kreiscylinders  liegt  in 
der  Mitte  seiner  geometrischen  Axe. 

2.     Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Körperzone  der  Kugel. 

Der  Mittelpunkt  des  die  Fläche  der  Zone  erzeugenden  Kreisbogens 
sei  Coordinatenursprung ,  so  dass  seine  Gleichung  a}^-hy^  =  a^  ist;  die 
Abstände  der  begrenzenden  Ebenen  vom  Coordinatenanfange  seien  h  und  h\ 
Damit  ist  die  Entfernung  des  auf  der  Botationsaxe  gelegenen  Schwerpunktes 
vom  Kugelmittelpunkte 

xy^dx^J^    {a^-x^)xdx ^  g  ^ "^o^-Q^  +  h\ 

I   y^dx         I    {cr—x^)dx 

Für  das  Kugelsegment  ergiebt  sich  hiermit,  weil  dann  h'  =  a  ist, 

3(a+A)2 

42a-^/i' 

Wenn  das  Segment  eine  Halbkugel  ist,  so  geht  h  in  Null  über,  wodurch 

3 
für  die  Halbkugel  ^  =  -a. 

o 
Lucas  Valerins,  De  Centro  Grayitatis  Solidoram,  Lib.  II,  Prop.  33  nnd 
Lib.  III,  Prop.  51.    Gold  in,  Centrobaryca ,  Lib.  I,  cap.  11,  p.  130. 
Wallis,  Opera,  Tom.  I,  p.  728. 

8.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  durch  die  Drehung  eines 
Kreissektors  um  einen  seiner  äussersten  Halbmesser  entstandenen  Körpers 
(Kugelsektor). 
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Es  sei  ß  der  Winkel  zwischen  den  änssersten  Halbmessern  des  Sektors, 
a  die  Länge  eines  Halbmessers,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  Drspmng 
der  X,  dann  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  durch  die  Gleichung  gegeben 


-  J9     Ja 


(1) 


/   r^sin&d&dr 
Aber  es  ist 

f  Pr^ rin^d^dr  =^\a^ r sin» d»  -^\a^(\  —  cos ß),         (2i 
r fr^ sind' cos d-dd-är^-ja^  f  sin&cos&dd' 

•/o    «/o  4         «/o 

=  I  a*rsm2&dd-  =  i  «*(1  —  co«2/J),  (3) 

folglich  erbalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (3) 

Wir  hätten  auch  integrieren  kGnnen  zaerst  mit  Bflcksicht  anf  &  nnd  dann  be- 
züglich r.  Bei  der  einen  Integrationsweise  denken  wir  nns  den  Sektor  aus  einer  un- 
endlich grossen  Zahl  schmaler  Dreiecke,  von  welchen  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ge- 
meinschaftlicher Eckpunkt  ist,  zusammengesetzt.  Bei  dem  anderen  Verfahren  denken 
wir  uns  den  Sektor  aus  einer  unendlich  grossen  Zahl  unangebbar  schmaler  Bin^stücke 
bestehend,  welche  in  dem  Ereismittelpunkte  ihr  gemeinschaftliches  Centrum  besitzen. 
Wallis,  Opera,  Tom.  L,  p.  728.    Walton,  p.  16. 

4.  Eine  Farabelfläcbe  dreht  sich  um  ihre  Axe,  dadurch  das  Botatious- 
paraboloid  erzeugend.  Die  Gleichung  der  Parabel  ist  y^r=z2px.  Es 
soll  der  Schwerpunkt  des  Körpers  gefunden  werden,  welcher  zwischen 
zwei  zur  Abscissenaxe  senkrechten  Ebenen  liegt,  die  um  die  Strecken  a:\  x" 
vom  Coordinatenursprunge  entfernt  sind. 

Der  Inhalt  des  Rotationskörpers  ist 

F=  TT  /     y^doo  =  2npl    xdx  =  np{x'^ — a*'^),  (1) 

das  Moment  dieses  Volumens  bezüglich  der  Ebene  der  yz  ist 

xy^dx=^2np  1    x^dx  =  -^np{x'^  —  o?'*).  (2) 

Die  Abscisse  des  auf  der  Rotationsaxe  liegenden  Schwerpunktes  ist  daher 

mit  (1)  und  (2) 

Vx       2a?"' —  x^       2 Ä?' *  -h  xx' -h  A'" ^ 


V       Sw'^—x^       3         cc'-hx' 
Mithin  erhalten  wir  für  ein  Rotationsparaboloid  von  der  Höhe  h,   weil 
dann  ^'=0,  .r"=A,  _      2, 
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« 

5.  Ein  Körper  wird  durch  die  Eotation  der  para- 
bolischen Fläche  ABC  (Fig. 252)  um  die  Tangente  A X 
in  ihrem  Scheitel  erzeugt,  die  Gerade  JB  O  ist  senkrecht 
zu  der  Parabelaxe  A  Y.  Welches  ist  die  Abscisse  seines 
Schwerpunktes? 

Die  Gleichung  der  Curve  ist  mit  AX^  J.  Y"  als 
Coordinatenaxen  Ä?^  =  4my,  so  dass,  wenn  AC  mit  a,  BC  mit  b  be- 
zeichnet wird, 

/•6    /»a  ph  /»a 

/    /   xydoßdy      1   (a*  —  y^)a)dx  /   (a^  —  y^)dy 


*r  = 


=r2V^ 


/»ft  pa  pb  "  /»a  _1  ^ 


"         g "  5 5 

=  ^V^ 5 — ^"5'^6^^'^'^l2^' 

2a2-|a2 

Dieses  ist  ein  Spezialfall  eines  allgemeineren,  von  Carr^  gegebenen  Problemes, 
M^sure  des  Surfaces  &c.,  p.  98. 

Walton,  p.  17. 

6.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  Körperzone  eines  Botations- 
-ellipsoides ,  welches  erzeugt  ist  durch  die  Drehung  der  Ellipsenfläche  um 
ihre  grosse  Axe,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  a^y^-^h^x^^^a^h^  ist 
und  die  zur  ßotationsaxe  senkrechten  Begrenzungsebenen  vom  Coordinaten- 
ursprunge  um  die  Strecken  x\x'  entfernt  sind. 

Mit  x  =  aco8q)  wird  zufolge  der  Gleichung  der  Ellipse  y=^b8in% 
so  dass  das  Volumen  der  Körperzone 

Y=7t/    y^dx= — nah^  I     sin^cpdq) 

I      1  2  f" 

=  —  nah'^    1  ~"  Q *^^^ ^ ^^* ^  —  Q ^^* (p  -4-  C| 

9' 

sin^q^'' C08(f)*' '\-2co8(p' — 8in\'co8(p — 2co«(p'  •  (1) 


Das  Moment  dieses  Volumens  bezüglich  der  Ebene  der  y^  ist 


/x  pV 

xy^dx=  — na^b^  I     sin^  q>  cos  qi  d  ap 


*x"  p9 

9 

= ^ —  <—  COS  4  <p  —  cos  2  9  -h  (J , 


na^b^   il         ,  ^  ^f 


09     {cö«4(p' — Cö«4()p"— 4(co«2g)' — cos2^")y      (2) 
Durch  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 


I 

I 
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Vx 3     cos  4  cp  —  C08  4  (p" —  4  {cos  2  ip' —  cos  2  gp")  ^^. 

^  ""  T"  ~  32  "^  (^?m2  <p'V  2)  C05  cp"—  (^n«  <p'+  2)  cos  <p'  '  ^  ^ 

Für  das  halbe  EUipsoid  ist  w'  =  0,  a?"  =  a,  dem   entsprechend  g?'  =  ^^ 

qp"=  0,  so  dass  mit  (3) 

3 

Haben  wir  von  der  Gleichung  der  Ellipse  y *  =  (1  —  e^)  (a*  —  «?*)  auszu- 
gehen, dann  ist 


Vx^nT  xy^dx=n{l-€^)  f'^ {a^-x^)xdx=n{l-'e^)  {«^^-^"^ ^'  ^^ 

SO  dass  mit  (1')  und  (2') 

^_Vx  _Z(2a^  —  x'''^-x^){x'+x) 
^""   F"4   8a2_(a;"2  +  ^v+a;'2)' 

Damit  ergiebt  sich  für  das  halbe  EUipsoid,  weil  in  diesem  Falle  x  =  0,. 

X   =a  ist,  a?  =  -5- a. 

o 

8.  Dreht  sich  die  Fläche  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe,  danit 
entsteht  das  abgeplattete  Sphäroid.  Welches  ist  die  Ordinate  des  Schwer- 
punktes einer  Zone  dieses  Körpers,  wenn  die  Gleichung  der  Ellipefr 
a^y^-^h^x^  =  a^h^  ist? 

Setzen  wir  wie  vorhin  o;  =  a  cos  9) ,  so  ist  y  =  ^  sin  9),  dy  =  h  cos  ^dg^y 
wodurch  wir  erhalten 

V^nj    x^dy=naHl     cos^q)d(p=^^^—{cos^(psinq)'h28in{p-\'C\    r      (1) 


Vy^^Ttl    x^ydy=na^b^  I     sin(pco8^^d(p 

na%^i  1 


i  1  l** 

l-T-cos^fp  +  cosiif'^  C\    •  (2> 


8 

Daher  ist  mit  (1)  und  (2) 

Vy 3  ,  cos  4  y'  —  cos  4  g)''  4-  4  {cos  2  g)'  —  cos  2  y") 

2^"""?^  "32      {cos^if"  ^  2)8171^"  — (,cos^(p' -h  2)  Sirup'  ' 

Für  die  Hälfte  des  abgeplatteten  Sphäroides  ergiebt  sich  hierdurch,   weil 

dann  y  =  0,  y'  =  5,  also  y '  =  0,  y"  =  0 »  y  =^  q  ^' 

£t  O 

9.    Dreht  sich  eine  Hyperbelfläche  um  ihre  reelle  Axe,   dann  be« 
schreibt  sie  zwei  getrennte  Körper,    die  Hyperboloide   genannt  werden^ 
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Welches   ist   die  Abscisse  des  Schwerpunktes   einer  Zone  eines  solchen 
Hyperboloides,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  a^y^  —  b^x^=^a^b^  ist? 
Im  vorliegenden  Falle  haben  wir 

r^'  b^  /*'"  b^  ix^  )*" 


Vx 


—  nl     xy^dx  =  n—^j     (x^  —  a^)xdx=n—^K-j  —  a^-^  +  C> 


so  dass 


-_Vx__  3  {x"  +x){x''^'^x''x'  -^x^) 


Damit  ergiebt  sich  für  das  Eotationshyperboloid  von  der  Höhe  A,  weil 
dann  o;'  =  a,  a:"  =  a  4-  A  ist, 

8  (2  a  +  A)2 


ir  = 


4     3a-f-A 


10.    V^Telches  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  des  Körpers,  der  erzeugt  ist 

durch  die  Rotation  der  Fläche  der  Parabel  y'""^'*=  a*"«"  um  die  Axe  der  x,  von 
a:  =  0  bis  a;  =  6? 


;»== 


r^&. 


2m-\-4n 


11.  Es  soll  bestimmt  werden  der  Schwerpunkt  des  Stückes  eines  Paraboloides 
zwischen  zwei  zur  Botationsaxe  senkrechten  Ebenen,  wenn  a  und  6  die  Halbmesser 
der  kleineren  und  der  grosseren  ebenen  Begrenzungsflächen  sind,  h  die  Länge  des 
KOrperstückes  und  'S  der  Abstand  des  Schwerpunktea  von  der  kleineren  ebenen  Be- 
grenzungsfläche ist. 

1  a2  4-  2  &2 


05  = 


3    a2  +  62 


h. 


12.  ABC  (Fig.  253)  ist  ein  Teil  der  Fläche  einer  ge- 
meinen Parabel ,  die  gerade  Linie  B  C  steht  senkrecht  auf  der 
Parabelaxe  A  X,  Welches  ist  die  Lage  des  Schwerpunktes  des 
durch  die  Botation  der  Fläche  ABC  um  BC  entstehenden 
Körpers? 

Es  sei  JB  C  =  6 ,  S  auf  B  C  der  verlangte  Schwerpunkt^ 
dann  ist 

Carrä,  M^ure  des  Surfaces  &  c,  p.  90. 


18.    Welches  ist  die  Schwerpunktsabscisse  eines  Hyperboloides,  wenn  die  Glei- 

chung  der  erzeugenden  Hyperbel  y^  =  —^(x^ -h2ax)  ist ,  für  das  Volumen  zwischen 
x  =  0  und  a?  =  c? 


:b  = 


Carrö,  Ibid.,  p.  97. 


8ac  -f-  3c8 
4(3a-f-c) 
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14.  AC,  BC  (Fig.  254)  sind  die  Halbazen  einer  Hyper- 
bei,  ^2>  ist  ein  Stfick  der  Cnrve,  BDA.BC.  Es  soll  der 
Schwerpunkt  S  des  Körpers  gefunden  werden,  welcher  durch  die 
Rotation  der  Fläche  AGB D  um  BC  erzeugt  wird. 

Wenn  BC  =  h,  5  die  Lage  des  Schwerpunktes  in  JB  C  ist, 
dann  wird  gefunden 

Fignr  254.  q 

Carrö,  Ibid.,  p.  97. 
10—14.  Walton,  p.  18-19. 

15.  Es  soll  bestimmt  werden  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  welcher  erzeugt 

■wird  durch  die  Rotation  der  Curye  y  =  {a  —  x)(  — j    um  die  Axe  der  rc,  1)  zwischen 

den  Grenzen  x'  =  0,  af'  =  x,  2)  zwischen  o/  =  0  und  af'  =  a. 

__  140  gg  g  —  240  g  gg  4- 105  cxß  o\     _  A 

^'  ^"-"leSgg  — 280  0« 4- 120x2"'  ^  ^~  8  ** 

16.  Man  soll  den  Schwerpunkt  des  Körpers  bestimmen,  welcher  durch  Drehung 
der  Fläche  der  Cardioide  um  die  Abscissenaxe  entsteht,  wenn  die  Gleichungen  der 
Cnrve  sind 

X  =  g  (2  cos  g>  —  C08  2g>),  y  =  g  (2  »n  9>  —  sin  2  y), 

2 

17.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  welcher  begrenzt  wird  Ton  der 
Fl&che  eines  geraden  Krciskegels  und  derjenigen  eines  Rotationsparaboloides ,  wohei 
die  Basen  und  Scheitel  beider  Flächen  zusammenfallen. 

Der  Schwerpunkt  halbiert  die  Aze. 

18.  Bestimme  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Volumens,  welches  eingeschlossen 
wird  Ton  den  Rotationsparaboloiden  mit  den  Parabeln  y^=^lx,  y^  =  V  (g  —  x),  deren 
gemeinschaftliche  Axe  der  x  Rotationsaze  ist. 

1      1-^21' 

17  und  18.    Walton,  p.  19. 

Anmerkung.  Weitere  hierher  gehörige  Aufgaben  findet  der  Leser  in  der 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  etc.  von  L.  A.  Sohnke. 


Sechster  Abschnitt. 

Schwerpunkte  beliebiger,  homogener  Körper. 

1.    Der  Schwerpunkt  einer  homogenen  Pyramide  liegt  auf  der  ihre 
Spitze  und  den  Schwerpunkt  ihrer  Qrundfläche  verbindenden  Geraden  und 
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ist  um  Dreiviertel  dieser  Linie  von  der  Spitze   oder  um  Einviertel  der- 
selben von  dem  Schwerpunkte  der  Basis  entfernt. 

Denken  wir  uns  die  Pyramide  aas  unendlich  vielen,  unendlich  dünnen,  zu  ihrer 
Basis  parallelen  Scheiben  zusammengesetzt,  so  sind  diese  Scheiben  einander  ähnlich, 
ihre  Schwerpunkte  liegen  in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Spitze  und  den  Schwer- 
punkt der  Grundfläche  yerbindet,  wodurch  diese  Linie  Schwerlinie  des  Volumens  ist. 
Die  Flächeninhalte  dieser  Scheiben  sind  den  in  ihren  Flächenmittelpunkten  angreifen- 
den Kräften  direkt  proportional,  welche  sich  dadurch,  yon  der  Spitze  ausgehend,  Ter- 
halten  wie  die  Quadrate  der   aufeinander  folgenden  natürlichen   Zahlen,    d.  i.  wie 

1 : 4 :  9  :  16 : '.fC^.    Ist  j?  die  Kraft  an  der  ersten  Scheibe,   dann  sind  die  an  der 

Schwerlinie  wirkenden,  aufeinander  folgenden  Kräfte  j},  Ap,  9jp,  16|>, . . .  n^j?,  folglich 
muss  sein,  wenn  a  die  Länge  dieser  Linie  ist, 

a        .     2a  .  „    3a  .  ^ 

p  --  -+-  4p  —  +  9i)  -    + . . .  H-  n2p  a 
www 
:?  =  — 


a  1  _f-  23  -+-  38  +  . .  -f-  wS  _  a  ^vß  _  Z_     w  -h  1 


w  l  +  22  +  32-+-..-h  w2       w  Sw«       2      2wH-l 

Nehmen  wir  nun  w  unendlich  gross,  dann  wird  --. ;-  =  -jr-»  mithin  für  die  homo- 

^  2w  -f- 1       2 

gene  Pyramide 

8 
3P  =  -T-a 

4 

Eine  durch  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  gelegte,  zu  ihrer  Basis  parallele  Ebene 
teilt  offenbar  auch  ihre  Höhenlinie  Ätin  demselben  Verhältnisse  wie  die  Verbindungs- 
linie der  Spitze  und  des  Schwerpunktes  der  Basis,  daher:  „Der  Schwerpunkt  einer 
Pyramide  liegt  in  einem  normalen  Abstände  von  ihrer  Grundfläche,  welcher  gleich 
dem  vierten  Teile  ihrer  Höhe  ist*. 

2.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  geraden  Pyramidenstumpfes. 

Es  sei  /i  der  Inhalt  der  Grundfläche,  /2  derjenige  der  Abstumpfungs- 
fläche, h  die  Höhe  des  Stumpfes.  Die  Spitze  der  Ergänzungspyramide 
wählen  wir  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten,  die  Abscissenaxe 
senkrecht  zur  Grundfläche.  Bezeichnet  x  die  Höhe  der  Ergänzungspyra- 
mide, x'  diejenige  der  ganzen  Pyramide,  so  besteht  die  Proportion 

/i  :/2  =  x'^ : a?'8  =  (a?'  4-  h)^ : x'\  folglich  ist  x  =    r^ ^^  r-  h. 

V/i ""  V/2 
VT 

o?"  =  a?'  4-  A  =    , ^  -^^  r—  h.     Der  Inhalt  /  eines  Querschnittes  der  Pyra- 

Va-Va 

^2  /<V/i  V'/2      \^ 

mide  im  Abstände  x  von  der  Spitze  ist  /=/i  -„-^  =  (      — ,  xj  » 

daher  ist  das  Volumenelement  des  Körpers  (  .  a?)  dx^  mithin 

das  Volumen  des  Pyramidenstumpfes 
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y^(th-:Sh>:  /•'>.. = m-mi 


A'VTi^ 


(yffx-ylhy 


V         h         J  J^  3A« 

Ferner  ist  das  Moment  dieses   Volumens    für   die  Ebene  der   t/  r   als 
Momentenebene 

/i'-/e'      A' 

Demnach  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Spitze  der  Ergän- 
gäDzungspyramide 

3(/i«-/2«)  h 


X=     .        r— 


(V/i  -  V/2)  (/i  +  V/i  /2  +  /i)  * ' 

Bezeichnet  uun  <!  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Grundfläche, 
so  ist  ^ 

VA-V72  /1-4-V/1/2+/2  4 

Weil  nun  der  Schwerpunkt  auf  der  die  Schwerpunkte  der  Grundfläche 

und  der  Abstumpfungsfläche  verbindenden  Geraden  liegt,  so  giebt   der 

Schnittpunkt  einer  im  Abstände  ^  von  der  Grundfläche  zu  ihr  parallel 

gelegten  Ebene  mit  dieser  Linie  den  Schwerpunkt  selbst.    Mit  /a  =  0 

wird  auch  a:'  =  0 ,   der  Stumpf  geht  in  eine  Pyramide  von  der  Höhe  h 

3  1 

über,  für  welche  ä!=-rh,  x  =  —h  ist.     Werden  die  Flächen  A  und  /• 

4  4 

einander  gleich,  dann  verwandelt  sich  der  Pyramidenstumpf  in  ein  Prisma, 

für  diesen  Körper  ist  ^  =  ^  =  —  A,  d.  h.  sein  Schwerpunkt  liegt  in  der 

Mitte  der   Verbindungslinie  der  Schwerpunkte    seiner  parallelen  Grund- 
flächen. 

Die  hier  erhaltenen  Eesultate  gelten  auch  für  den  geraden  K^el- 
stumpf,  den  Kegel  und  den  geraden  Cylinder,  denn  die  drei  letzten  Kör- 
per sind  nur  besondere  Arten  der  drei  ersten. 

3.  Werden  bei  einer  dreiseitigen  Pyramide  die  Schwerpunkte  der 
Seitenflächen  mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  durch  gerade  Linien 
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verbunden,  so  schneiden  sich  diese  Linien  in  einem  Punkte,  dem  Schwer- 
punkte des  Körpers,  und  teilen  sich  in  dem  Verhältnisse  1 : 3. 

Jede  dieser  Linien  ist  nach  1  eine  Schwerlinie  des 
Korpers.  Es  sei  AB  CD  (Fig.  255)  die  gegebene  drei- 
seitige Pyramide.     Halbiere  B  C  m  E,  ziehe  AE,  DE, 

2  2 

mache  ASi  =  '^AE,  D8^  =  -^D  E,  alsdann  sind  Äj, 

^2  die  Flächenmittelpankte  der  Seitenflächen  ABC,  BCD. 
Nun  ziehe  Si  D,  S^  A,  so  sind  diese  Linien  Schwerlinien 
des  Körpers,  sie  liegen  in  der  Ebene  AED,  schneiden 
sich  folglich  in  dem  Schwerpunkte  S  des  Yolamens.    Ist  ferner  D  H  die  nach  dem 

Halbierangspnnkte  von  AC  gezogene  Gerade,  HS^=:^HDj  so  ist  iSaJB  eine  wei- 

o 

tere  Schwerlinie  des  Körpers,  welche  mit  der  Linie  D  Si  in  einer  Ebene  liegt.    Nun 

ist  die  Gerade  S^  S^  \AD,  weil  A  S^-.  8^  E  =  D  S^i  S^E  =  2'A ,  dXso  /^ADSco 

A  Si^Sy  S,  folglich  mnss  ADiSi  S2  =  D  S:8iS  sein,  und  weil  ^  7) :  Si  iSg  =  8 : 1, 

also  auch  D  S :  Ä  S  =  3 : 1,  ist  mithin ö~ä^ —  =  Ti  womit  8iS  =  -r-»  DSi  sich 

0|  o  1  4 

ergiebt.    Weiter  ist  auch  S^S^'IB  D  u.  s.  f.,  womit  wieder  folgt  Si  8  —  -j- .  D  8^^  so 

dass  sich  die  drei  Schwerlinien  D  Sij  AS2,  B  8^  wirkhch  in  einem  Punkte  8  schnei- 
den, durch  welchen  auch  die  vierte  Schwerlinie  C8^  aus  demselben  Gnmde  geht. 
Werden  noch  von  8  und  D  die  Perpendikel  6V,  DK  auf  die  Grundfläche  ABC 
herabgelassen,  dann  sind  die  Dreiecke  DK 8^  und  8JS1  ähnlich,  wodurch,  wenn 
h  =  D  K  —    der    zur  Grxmdfläche   ABC   gehörigen  Höhe  der  Pyramide ,   8  J  = 

8    8  1 

y^  -  DK=:-j-h  folgt.    Der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide  ist  mithin  um 

den  vierten  Teil  ihrer  Höhe  von  der  zugehörigen  Grundfläche  entfernt 


4.  Beweise,  dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  dreiseitigen 
Pyramide  von  einer  beliebigen,  ausserhalb  ihr  gelegenen  Ebene  gleich  dem 
vierten  Teile  der  Summe  aus  den  Abständen  ihrer  Ecken  von  dieser 
Ebene  ist. 

Es  sei  ABGD  (Fig.  256)  die  ge- 
gebene Pyramide,  MN  die  gegebene  Ebene, 
81  der  Schwerpunkt  der  Grundfläche  ABC, 
8  derjenige  des  Volumens  der  Pyramide. 
Von  den  Eckpunkten  des  Körpers,  den 
Punkten  8^  und  8  fälle  die  Lote  AA'=  a, 
BB'zrzh,  GC  =€,  DD'  =  d,  8i8'i=z 
und  88'=J  auf  die  Ebene  MN,  dann  ist 

1  8         1 

■j^  =  z-\--(d  —  z)  =  7;8r-i-7d,  sodass,weil 
4  4  4 

Za-hh-hc     1  ,      a-h&-4-cH-d 


Figur  256. 


JS  = 


a+&-hc 


'  =  4 


c     1  ,      a 
^4 


3  ~      4        3         ' 4"  4 

d.  h.  der  Schwerpunkt  der  dreiseitigen  Pyramide  ist  zugleich  Schwerpunkt  von  vier 
gleich  schweren  Gewichten,  die  in  den  Eckpunkten  derselben  angebracht  sind. 
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5.    Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen 
Polyeders. 

Ist  OABCD  .  .  .  das  gegebene  Polyeder,  seine  Ecke  0  ürspmn?  rechtwin- 
keliger Coordinaten,  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  ^,  B,  C,  . . .  mit 

(^ityiiiB:i),  (a:2*y2>''^2)*(^8>^8''3)>*->  Zerlegen  dasselbe  von  0  aus  durch  Ebenen  in  lauter 
dreiseitige  Pyramiden  ABCOfBCDO,..,  bezeichnen  die  Volumina  dieser  Pyramiden 
mit  Vi,V2,V^,..,  die  Coordinaten  ihrer  Schwerpunkte  mit  (Mi»i7i>«7i)f  (U2>^2»^s)> 
(t^SfVS'^s);"'  ^^'^^  wird  sein 

Vi  =  ±g  (xi  y2«3  +  ^  ys^i  -I-  ajgyi  -^2 —aJi  ys  «^2  —  ^  yi  ^s  —  ^y2^i)» 

_giH-g2-hg8     „  _yL±J^±y8     ,„  _ejrt^2±Js 

Ml  —  ^ ,      Vi ,      Wi  =  ^ , 

iC2-i-a^+a;4     ,,       y2jt_y8-+-y4     ,^_?2±V±j?4„    „    f 

Damit  ergeben  sich  die  Coordinaten  (u,  v,  u?)  des  Schwerpunktes  des  Polyeders  durch 
die  Formeln 

^  FiMi-h  y2'<2+  ^8^8-< __  Fit?i-t-  Fgt?2H-  Fgf?8-h-'  • 

"~  ri-hF2+^^8-+— •        '  ^~  Fi-hF2H-Fs-+— • 

Fitri  +  FgWg+FgtrgH---- 
Fi  +  Fr-hFgH 

6.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines 
schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  mit  den 
Kantenlängen  AAy  =a,  JB^i  =b,  CCi  =c  (Fig.  257) 
und  der  Neigung  der  Kanten  unter  dem  Winkel  a 
zu  der  Grundfläche  ABC. 

Legen  wir  durch  den  Endpunkt  ^i  der  kleinsten 
Kante  eine  zur  Grundfläche  ABC  parallele  Ebene, 
so  zerfällt  der  Körper  in  das  dreiseitige  Prisma 
AB  CD EAi  und  in  die  vierseitige  Pyramide 
EDBiCiAi,  letztere  lässt  sich  durch  die  Ebene 
EBiAi  in  die  dreiseitigen  Pyramiden  EDBxAi  und  ECiBiAi  zerlegen. 
Ein  durch  das  Prisma  gelegter  Normalschnitt  habe  die  Seiten  p,q,r,  die 
zugehörigen  Höhen  hi^h^jh^,  so  dass  p  die  Normalentfemung  der  Kanten 
BBi  und  CCi,  hi  der  Abstand  der  Kante  A  Ai  von  der  Ebene  CBBiCi, 
q  der  Abstand  der  Kante  A  Ai  von  der  Kante  (7  Ci ,  A2  derjenige  der 
Kante  BBi  von  der  Ebene  CACiAi  ist  u.  s.  f. 
Mit  ABC  als  Momentanebene  ist  nun 

Moment  des  Prismas  ABCEDAi  =  ^-^—^''.  (I) 

.        der  Pyramide  £2>J5Ui    ^Pj^^  Jl^3ltl^.    (ii) 

o  4 
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Hiermit  ergiebt  sich,  da  das  Volumen   des  schiefen  Prismas  V='^phi 

X(a+6-4-(?)  ist,  für  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  S  des  gegebenea 
Körpers  von  der  Grundfläche  ABC 


I_^II-f-III 


la^  -{-b^-h  c^-^  ab  -h  ac-hbc 


'=-'-~r 


,  =  -.— 


Bina. 


a  +  b-^-  c 

Ist  xi  der  Abstand  des  Schwerpunktes  iS  von  der  Ebene  CBBiCi^  so  ist^ 
weil  mit  dieser  Ebene  als  Momentanebene 

Moment  des  Prismas  AB CUD Äx=z^-^^ 

,        der  Pyramide  EDBC^Ä^=  b-a+e-a^  h  hi 

Ai2a-f-ft-j-c 
4    a  +  ^  +  <? 

Sind  ferner  x<i^  xs  die  Entfernungen  des  Schwerpunktes  S  von  den  Ebenen 
CAAiCi^  ABBiAi^  dann  ergiebt  sich  durch  entsprechende  Zerlegung 

A2Ct-l-2fe-h<7  ^        hsa-h  b  -^2c 


^^       4    a-h  b-h  c 


i   a-hb-h  c 


Ziehen  wir  von  dem  Schwerpunkte  S  des  schief  abgeschnittenen  Prismas  eine 
Parallele  zu  seinen  Kanten  nach  der  Grundfläche  ABC^  dann  schneidet 

diese  Linie  die  genannte  Fläche  in  einem  gewissen 
Punkte  Q  (Pig,  258).  Werden  in  dem  Dreiecke 
ABC  die  Geraden  AQF,  BQO,  CQK,  die 
Höhen  Hx^H^^H^  gezeichnet,  von  Q  die  Per- 
pendikel QL,  QM,  QN  auf  die  Dreiecksseiten 
BC,AC,AB  gefillt  und  die  Linien  FP,  FR 
parallel  QM^  QN  gemacht,  so  ist  offenbar 

1121X2=  BG:QG=^H2'QM, 


B 


F 
Figur  2BS. 

hi:xi=^AF:QF=Hi:QL, 

hs'.xs  =  CK:QK=Hz:QN, 

woraus  folgt 

jBi  2  a  -+-  6 


c     ^  .^     iZa  a  +  2  6  -f-  c     ^  ,. .     JT3  a 


2c 


4    a  +  b  +  c'    ^^'^       4    a-hb-^c'    '*'*'        4    a  +  fe-Ht? 

Damit  ist  der  Punkt  Q  in  der  Grundfläche  ABC  der  Lage  nach  bestimmt^ 
er  fällt  mithin  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  zusammen. 
Weiter  ist  A  F:  Q F  =^  Hii  Q  L,  also  auch 

AQ      2a  +  8fe-h3(? 


FQ         2a-^b-hc 
Daher  ist  Q  der  Schwerpunkt  zweier  Gewichte,  welche  in  A  und  F  wirk- 
sam und  den  Ausdrücken  (2  a  -+-  3  6  +  3  c)  und  (2a-\-b  -h  c)  direkt  pro- 
portional sind. 


$92  Sebwcrpunkt«  b«li«bi([|er.  homogener  E^rper.  FT.  IL  E«  Z. 

Uu)  <Jaü  Terbäkois  £  F:  CF  noch  zd  bestioimen.  haben  wir  k  It- 

JiC:lC-Ut:FP,      QM:FP  =  ÄQ:AF=(Hi- QL,zH:. 
»om't  p^      Hl  _QM      „ 

nC':FB=-.ni:FR,      QA:FB  =  AQ:ÄF  =  (Hi  =  QL):H:. 

daraus  folgt 

BF  ^B^QN  _  a-^b-^ic 

CF  ""  H,  e^/^""  a  -h  2  6  4-  c' 
DemDar;h  ist  F  der  Schwerpunkt  zweier  Gewichte,  die  in  den  PunkiGi 
li  und  C  angreifen  und  den  Ausdrücken  (a  +  &  -h  2  c)  und  (a  +  2  6  -r  o 
direkt  proportinal  sind. 

Damit  ergiebt  sich:  Q  ist  der  Schwerpunkt  von  drei  in  den  Eclr- 
punkten  A^Ii^C  der  Orundfläche  des  Prismas  angreifenden  Gewichten 
welche  den  Ausdrücken  (2  a  -h  6  -f-  c),  (a  4-  2  6  -f-  <?),  (a  -f-  6  4-  2  c)  direh 
proportional  sind«  Der  Punkt  Q  ist  also  nicht  Schwerpunkt  der  Grand- 
iläclie  A  li  <J  und  die  Linie  S  Q  fällt  nicht  mit  der  Flächenschwerpunktsaie 
des  wliief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  zusammen. 

Ad.  Wernicke,  Lehrbuch  der  Mechanik. 

7.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  ellipsoidischen  Ausschnittes. 
Die  Gleichung  des  dreiaxigen  EUipsoides  ist 

x^      V*      ^^ 

1-  •- — I —  —  1 

der  auf  der  Axe  der  x  senkrechte  Durchschnitt  im  Abstände  x  vom  Coor- 
dinatenursprunge,  d.  i.  von  dem  Mittelpunkte  des  EUipsoides  ist  eine 
Ellipse  mit  der  Gleichung 

y!  ^  i!  - 1  _  ^^ 
ihre  Halbaxen  sind  6 /^l  —  (-V,  cfl-^^^-^^,    so  dass  ihre  Fläche 


Die  Abscisse  des  Schwerpunktes,  welcher  offenbar  auf  der  Axe  der  x  liegt, 
ist  mithin 


(■f.u     fCi -■$)<>..■ 


«8    '       "~4  Sa'-x'- 


''■      3  a« 


..rf 
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8.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  achten  Teiles  des  Volumens 
«einer  Kugel. 

Die  Gleichung  der  Eugelfläche  ist 

x^-^y^  +  z^^  a\ 

Mit  y=V^a^  — a?^  z'=zYa^ — a?2— y^  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes 

III  codxdydz 

^  __  %/o    %/o     %/o 

III    dxdydz 

%/o    %/o     «/o 

Nim  haben  wir 
rr fdxdydz ^rj  ^/^^-x^-yHxdy  =  ^/(a«- a?«) dx  =^na\{2) 


0?  = 


(1) 


f    I    I    osdxdydz  =:  I    j    xyd^  —  x^  —  y^dxdy 


u 

iJU  \u iJÜ-)  u 

tU  

16 

Daher  erhalten 

wir 

mit 

(1), 

(2)  und  (3) 

1         4 

3 

=  8* 

(3) 


S  8 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  y  =r  -  a,  i  =  -  a. 

o  o 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  eben  so  leicht  durch  Anwendung  eines 
Polarcoordinatensystemes  lösen. 

Es  sei  AB  CD  (Fig.  259)  der  gegebene 
Körper,  Ä  Ursprung  der  Coordinaten,  AJ[, 
AY,  AZ  seien  die  auf  einander  senkrechten 
Coordinatenaxen,  P  sei  ein  Volumenelement, 
2^CAP=0',AP==r,2^BAN=q>.  Aus 
der  Figur  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  drei  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  des 
Volumenelementes  Pgleich  dr,rd&^  rsin  &d(p 
sind,  also  ist  das  Volumen  dieses  unendlich 
kleinen  Parallelopipedons  =r^8in^drdxhd(p. 
Ferner  ist  offenbar  x  =  r  sin  d-  cos  (p^ 
y  =zr sind' sin qi,  z  =  rcos&,  folglich  sind  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    I.  38 


Figur  259. 
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I f  fr^sin^'d'C08q)drdd^dq>  1  j  j r^8in^&8in<ipdrd'9'dq> 

X  =      /•/»/»  '    y  =^      r  r  r  *^ 

1 1  jr^sind-drd&dqi  /  /  1  r^sind'drdS^d<p 

j  I  Ir^  sin^  &  cos  &  dr  d  &  d  q) 

fjjr^8in&drd&dq> 
Indem  wir  diese  Formeln  auf  misere  Auigabe  anwenden,  erhalten  wir 

^^JjlJi^ (1) 

nf''rr^8in^d<pd&dr 

•/o    •/©    %/o 

Nun  ist 
n  n  f>8in^dfpd»dr^^a^  n  n8in^d(pd&=^^^ 

11    11  1         ^    ^ 

■^  /*»  /*  r^sm^S'C08q>dq)dd'dr=  "tö*/  ^  /sin^  &  cos  qt  d  qi  d& 


0      a/O 


=  -iCL^f^  [----j8in2&+-^Ycosqdqi=^:r-^  (3) 

«/o       0  %/o 


Mit  (1),  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  jetzt 

1 


16 


o*7r 


3  3 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  y  =  -  a,  i  =  -  a. 

9.    Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  achten  Teiles  des  Volumens 
eines  dreiaxigen  Ellipsoides. 

Die  Oleichung  der  Fläche  dieses  Körpers  ist 

^2         ^2         ^2 

Die  Abscisse  des  Schwerpunktes  des  gegebenen  Volumens  ist  mit  t/'  = 

a  ^ 

/     /    xdosdy dz 

111   dxdydz 


0       ■'0      "0 
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Nun  haben  wir 


r f fäa>iydz=fy  zäa^dy=J\fyi-^l^-yl^My 


O^O"»  0*'O 


4io'-^."M''"=l/-'^.-)]' 

benff  ,        „.  ,         nahe  ,„, 

=  4^/    ia'-^')d^^-ö-'  (2) 

111   osdadydz=  I    j    xzdxdy^-j—^j   {a^-'Oß^)xdx^—^ — (8) 


dx 


O"'0"'O  •'o^'o 


Jetzt  ergiebt  sich  mit  (1),  (2)  und  (3) 

na^bc 
_  16 


nahe        8 


8  8 

In  gleicher  Weise  finden  wir  y  :=z—l^  ^  —      ^, 

o  o 

Mit  a  =  h  =  c  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Eugel  über^  so  dass  f&r  den 

g 
achten  Teil  des  Volumens  eine  Kugel  ^  =  y  =  ^  =  —  a  ist. 

o 


10.  Bestimmung  der  Schwerpunktscoordinaten  eines  Teiles  des  Volu- 
mens des  Kegels  mit  der  Gleichung 

welcher  eingeschlossen  ist  zwischen  den  Ebenen  der  zx^  xy  und  einer  im 
Abstände  a  von  der  Ebene  der  ^^^  zu  ihr  gelegenen  Parallelebene. 

Das  Volumen  des  gegebenen  Körpers  ist 
V=l    I     I    dxdydz=J  J     zdxdy=j  J     yß*a*  —  y*dxdy 


o"'o*^o  "^o^o  ^0~^0 


=  ^nß^J\^dx  =  ^^/J'a».  (1) 

Die  Momente  dieses  Volumens  mit  den  Coordinatenebenen  als  Momenten- 
ebenen sind 
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Vx=l    I     f   xdwdydz=l    j     jizdxdy=J    1     x\ ß^x^— y^dxdy 

=  ^nß^J\^dx^^nß^a\  <2) 


na    /»^x  pt  pa  p^x  pa    /»p« _ 

Vy^l    I      I    ydxdydz^l    j     yzdxdy^j     1     y\ ß^x^  —  y^dxdy 

=  yi?«jrVda:  =  ^/?»aS  (3) 

V^=-rf^y^d^dydz=^Y  'zHxdy^^^J  '(ß^x^-y^dady 

=  y  ß^f^^^  dx  =  ^ß^a\  (4) 

Nun  folgt  mit  (1),  (2),  (3)  und  (4) 

^      Vx       S  .      Vy      ßa         _       F5      ßa 

F  4  '^  F  TT  F  TT 

Walton,  p.  20. 

11.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  halben  Körpers,  welcher 
begrenzt  wird  von  der  Fläche  einer  Halbkugel  und  deijenigen  eines 
Botationsparaboloides  mit  derselben  Basis,  der  Parameter  des  Paraboloides 
föUt  mit  einem  Durchmesser  der  Halbkugel  zusammen  und  der  Körper 
wird  von  einer  durch  seine  Axe  gehenden  Ebene  halbiert. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zum  Coordinatenursprunge. 
die  Axe  der  erzeugenden  Parabel  zur  Axe  der  z,  die  Axe  der  x  so,  dass 
die  Ebene  der  xz  mit  der  Halbierungsebene  zusanmienfäUt,  und  die  Axe 
der  y  senkrecht  zu  dieser  Ebene. 

Damit  sind,  wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet,  die  Glei- 
chungen der  Flächen  der  Kugel  und  des  Paraboloides 

x^  -^y^  -h  z^  =  a'^  x^  -hy^  =  a{a  —  2  z). 

Der  Schwerpunkt  des  gegebenen  Körpers  liegt  in  der  Ebene  der  y  ^,  seine 
Cioordinaten  sind 

I    I   ydxdydz 
/   /  /  dxdydz 

/-\-a  px'  pM 
I     I    z dxdydz 

^  p-\-a  px'  pi  *  V*/ 

I      I    (   dxdydz 
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wobei  0?'  =  Va^— 0?^,  die  Grenzen  z\  z  des  allgemeinen  Wertes  von  z 
seine  Werte  für  irgendwelche  bestimmte  Werte  von  x  und  y  in   dem 
Paraboloide  und  der  Kugel  resp.  sind. 
Nun  ist 

J_   J  J  dxdydz=J_    J   {z  —  z')dxdy=J     J    l^a^-x^-y 


% 


= -ö- TT  a« -^  TT  a»  =577^08,  (3) 


3  8  24 


J_ir £y'^^^y'^''=f^'^fy\^^''  -^^-  y^-  ^-{a^-a!^-y^)\dxdy 

^^^y^'dx=£"\\{a^-a>4-^y-^')y^ 


1.2.       1571—16 


=  -«-'' «*-T^«*  = Tön—«*.  (4) 


1  /*+"(  ^1  ^1  5 


+  ^^{a^-^r-^M-«>^y]da> 


60« '         ""  '        20a' 

+  0,  8 


1  /*+°r  -        1  ^i 


»+a  8  1  /»+a 


1  ^  1  ^  5  . 
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Jetzt  erhalten  wir  mit  (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5) 

y  = 5 3 =       25^      ^'  ^  =  ^ s^^''- 

Walton,  p.  21. 

12.  ^00  (Fig.  260)  ist  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  dem  rech- 
ten Winkel  bei  O;  AOBDi&t  ein  Recht- 
eck, seine  Ebene  steht  senkrecht  auf  der- 
jenigen des  Dreieckes.  Von  jedem  Pimkte 
R  in  der  Linie  A  C  ist  eine  gerade  Linie 
BQ^  welche  der  BB  'm  Q  b^egnet,  in  i 
einer  zu  den  Ebenen  des  Rechteckes  und 
des  Dreieckes  senkrechten  Ebene  gezogen. 
Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwer- 
Figur  260.  Punktes  des  so  erzeugten  Körpers? 

Wähle  die  Geraden  OAX,  OBY,  OCZ  üs  Axen  der  a?,  y,  2\ 
von  B  ziehe  BM  senkrecht  zu  OA  und  schliesse  die  Linie  QJd  2ji. 
Lasse  sein  0^  =  a,  OB  =  b,  OC  =  c,  OM=x,  MN  =  y,  N I^  =  z\ 
wobei  z  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  der  Linie  PN  von  dem 
Punkte  N  ist. 

Damit  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes bestimmen, 

/»a    /»fe    f*z'  /»fl    /■?'    /*«' 

III    oßdocdydz  1    1    I    V^^^V^^ 

/»a    /»o    f*z  «^  /*«    /»O    t*u 

111    dwdydz  111    ^^^V^^ 


/»«    /»o    /»« 

I    I    I    zdxdydz 


Z  —      -~    ^i    ^g' 


f*a    f*b    /»* 

l    I    I    dxdyd 


0  0      -  0 


Durch  die  Geometrie  ist  augenscheinlich,  dass 

,         a  —  xh  —  y 

z  —c i — > 

a         0 

wodurch  wir  erhalten 


I    I   x{a — a:){b — y)dvrdy       1   x{a-'x)dcü      "g"^^         -i 
/    /    {a  —  x){b—y)dxdy       1   (a'-x)dx       "ö"^* 
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/    /  y{a--x)Q)'-y)dccdy       f  y{h  —  y)dy      -r-ft»        . 
V  = -•— • =-1° =  1 —  —  6 

J  J  {a  —  a){h—y)dxdy      J   (b—y)dy        y&« 

^  "        /•'•/*    a  — 07  6—2/  ^    j         ""  206  /•«  r^  TT        77"^"' 

y  y    <J — -^ ^dxdy  J  J   {o—w){b—y)da)dy 


o~'o  ■'o"'o 


1       8     1    ^8 

Walton,  p.  28. 

13.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Volumenteiles  des 
Paraboloides  y^-hz^=2pXf  der  begrenzt  wird  yon  den  drei  Ebenen  rc=a,  y=0,  ;ff=:0? 

Bezeichnet  h  den  Halbmesser  des  Schnittes  des  Paraboloides  darch  die  Ebene 
4c  =  a,  dann  wird  gefunden  werden 

2  16  6 

^  =  ■3-«'  ^  =  15^  =  ^- 

14.  Welches  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Volumens  von  dem 
<}ylinder  y^  =  2ax  —  x^,  das  von  den  beiden  Ebenen  z-=ßx,  z-=^(fx  begrenzt  wird? 

5  5 

15.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Teiles  des  Körpers  ;fi'=xy^  welcher  von 
4en  fftnf  Ebenen  a;  =  0,  y  =  0,  £;  =  0,  x  =.  a^  y  '=z'b  begrenzt  wird. 

3  8  ^  9      r— 

16.  Ein  Körper  wird  durch  ein  veränderliches  Rechteck  erzeugt,  welches  sich 
parallel  zu  sich  selbst  entlang  einer  zu  seiner  Ebene  senkrechten  und  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehenden  Axe  bewegt.  Eine  Seite  ändert  sich  so  wie  die  Entfernung 
von  einem  festen  Punkte  in  der  Axe,  während  die  halbe  andere  Seite  der  Sinus  eines 
Kreisbogens  ist,  von  welchem  diese  Distanz  der  Sinusversus  ist.  Wie  gross  ist  der 
Abstand  iz  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpers  von  dem  festen  Punkte,  wenn  \  die 
Länge  der  Axe  bezeichnet? 

*=-§■'• 

17.  Durch  einen  auf  der  Peripherie  eides  Kreises  gegebenen  Punkt  und  senk- 
recht zu  dessen  Ebene  ist  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  des  Kreisdurchmessers  so 
gezogen,  dass  der  gegebene  Punkt  diese  Linie  halbiert.  Man  soll  den  Schwerpunkt 
des  Körpers  bestimmen,  welcher  begrenzt  wird  von  einer  Fläche,  die  der  Ort  einer 
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Halbellipse  ist    Die  grosse  Axe  dieser  Ellipse  ist  die  geoannte  gerade  Linie,  ifaie 

kleine  Halbaxe  ist  eine  durch  den  gegebenen  Punkt  gezogene  Kreissehne. 

Bezeichnet  c  den  Ümüeing  des  Kreises,  dann  ist  der  Abstand  des  Schirerpunktn 

9 
des  Körpers  von  dem  gegebenen  Punkte  gleich  tx^c. 

13—17.    Walton,  p.  24—25. 

Anmerkung.  Der  Schwerpunkt  des  elliptischen  Paraboloides  ist  b^ 
stimmt  in  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel,  Qbersetzt  tob 
SchlOmilch,  Band  I,  S.  148. 


Zweite  Abteilung. 
Schwerpunkte  heterogener  Systeme. 

1.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  materiellen  geraden  Liiu> 
Ä  B^  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  jedem  ihrer  Funkte 
sich  verhält  wie  die  n*®  Potenz  seiner  Entfernung  von  einem  bestimmtoa 
Punkte  dieser  Geraden ,  wenn  ihre  Gleichung  y^aoo-hi  ist  nnd  €  die 
Dichtigkeit  im  Abstände  der  Einheit  von  dem  gegebenen  Punkte  bezeichnet 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  sind  dmch  die  allgemeinen 
Gleichungen  gegeben 

JQxds  iQyäa 

I qüs  j q  da 

Die  Coordinaten  des  Punktes  der  Linie  mit  der  Dichtigkeit  Null  seio 
^  =  0,  y  =  b.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  zu  untersuchenden 
Strecke  AB  seien  {x\y),  {x\y').    Damit  ist 

M 

Q  =z  es^^  so  dass,  weil  8  =Vl  —  «t^a?,  p  =  «(1  +  a^)^a?*'. 
Nun  ist  die  Masse  m  der  materiellen  Strecke  A  B  vom  Querschnitte  Eina 

m=y,   Qd8  =  e{\'ha^)y ^   (l-+-a2)2a;Ma?  =  «(l  +  a«)  »  y ,    x'^dx 

=  e  (1±^1.  (^-n+ 1  _  ^'n  +  1).  (2) 

Die  Momente  dieser  Masse  bezüglich  der  Coordinatenaxen  sind 

f-fi 

mx^       Qxda^eil-^a^)  ^      x-^^dx=^B^-^^^^^-{x'^'^^—x^-^^l   (3) 

px"  iH-1  px" 

my=J^   ^yd«  =  fi(l -4- a*)  '^  J ^    {ax-i-b)x**dx 

^  n  -f-  Ä  71  -+-  1  ' 
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Durch  die  Gleichungen  (1)  bis  (4)  ergiebt  sich  nun 

Mit  a?'=0,  &  =  0,  a?"=tr,  y'=^y  ergiebt  sich  infolge  dieser  Resultate 

In  diesem  Falle  erhalten  wir 

für  n  =  0  1  2  3  4 

__1  2  3  4  5 

^~2^  3^  4*  5^  6*' 

_      1  2  3  4  5 

y=2,y  ^y  i.y  i,y  e^- 

Mit  n  =  0  ist  die  materielle  Gerade  homogen,  ihr  Schwerpunkt  fällt  zu- 
sammen mit  ihrem  geometrischen  Mittelpunkte.  Die  Schwerlinie  einer 
homogenen  Dreiecksfläche,  welche  durch  eine  Ecke  geht,  ist  eine  solche^ 
für  welche  n  =  1  ist.  Die  Schwerlinie  einer  homogenen  Pyramide,  welche 
durch  die  Spitze  geht,  ist  eine  solche,  für  welche  n  =  2  ist. 

Wenn  n  negativ  ist,  dann  sind  diese  Formeln  nicht  anwendbar.    Wir 
erhalten  mit  n  =  —  1 

r"   ^  r"dx        ,x 

m=^  I     gd8=€l     —  =  €/—,, 

mx^=  1     Qxd8  =  el    dx=^e{x" — x)^ 

Qyds^el     dx  =  eia {x'  —  x')  -h  bl  —j\* 

„  %/x'  OD  \  X  ) 

SO  dass 

ff /  ft       f 

_        X    '      X                 «.         M/    ~~~  X  -t 

01=^ ;;— .  y=- ?;— a  +  0. 

1%  l-, 

X  X 

Mit  n=  —  2  ergiebt  sich 

dx  /^  «V— n/l 

(1  +  a^y 


(1+0«)V,' 

=  /    Qxd8=—-i/     —  =  e(l  +  ««)    H-n> 

''''  (1  +  08)V.' 

(1  +  02)W 


SO  dass 


t      It  It  r      tt  H 
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2.    Eine  dreieckige  Platte  ABC  (Fig.  261)  von  konstanter  Dick- 

g        c ist  so  beschaffen,  dass  die  Dichtigkeit  in  ihren  einzelneL 

Punkten  direkt  proportional  der  n'^  Potenz  der  Ent- 
fernungen dieser  Punkte  von  der  durch  die  Spitze  C  dt^ 
Dreieckes  gehenden,  zu  seiner  Grundlinie  A  B  parallele!' 
geraden  Linie  CD  ist.  Welches  ist  die  Lage  ihres 
Massenmittelpunktes  ? 

Es  sei  AC=b,  AB=c,  CP=x,  FQ=dx,  2iCAB=2lACB=^b. 
Ppi  Q  q  CD^  e  die  Dichtigkeit  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  CD. 

Damit  ist  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  von  Pp==  eiarsmxfy. 
Der  unendlich  schmale  Flachenstreifen  Pq  kann  als  Parallelogramm  an- 

C  iC 

gesehen  werden,  seine  Grundlinie  ist  Pp  =  ^  seine  Hohe  PQ  .sin^  = 
da; ein &^  daher  ist  sein  Inhalt  -rsin&xdx,  mithin  seine  Masse£(.r«2n^)' 

0 

Xj-ein&wdx  =  €j-(xeln&)*'+^da:,  so  dass  die  Masse  M  des  ganzen 
Dreieckes 

Ferner  ist  das  Moment  des  Flächenelementes  Pq  mit  CD  als  Momentea- 

axe  gleich 

c  c 

B  T'{x  eind'Y'^^x  ainy^  d  X  =  e^rixsindY^^  dx^ 

daher  das  Moment  der  ganzen  Fläche  für  dieselbe  Axe 

Mx  =  €^  f  {xain&y-^^dx  =  € -  ^-^{bsin&y-^K  (2) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  nun 

Mx      n-+-2,    .    _ 

X  =  —irr  = 5  0  8in  i^, 

M        n  4-  3 

womit  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  des  Dreieckes  ABC  von  der 
Geraden  CD  bestimmt  ist. 

Schneidet  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreieckes  ABO  zu  AB 
parallel  gezogene  Linie  die  Seite  A  C  im  Abstände  a^  von  (7,  so  ist  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  von  CD  =  ^8in&,  folglich 

a?  sin  &  = jr  b  sin  &,       ^  = ^  ^  =  — T"^ '  ^  ^• 

n-hö  n-f-3         n '\'  6 

Weil  der  gesuchte  Punkt  S  in  der  Geraden  liegen  muss,  welche  aus  (' 
nach  dem  Mittelpmikte  E  von  AB  läuft,  so  ist  seine  Lage  hiermit  voll- 
ständig bestimmt. 
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2  2 

Mit  w  =  0  ergiebt  sich  hieraus  cd  =  -^b sind-,  g^  =  -b,  wie  dieses 

ö  O 

für  eine  homogene  Dreieeksfläche  der  Fall  sein  muss. 

8.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Kreisquadranten  von  kon- 
stanter Dicke,  wenn  die  Dichtigkeit  in  seinen  einzelnen  Punkten  direkt 
proportional  der  n'*"  Potenz  ihrer  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  des  zu- 
gehörigen Kreises  ist. 

Indem  wir  Polarcoordinaten  mit  dem  Pole  im  Centrum  des  Kreis- 
bogens zugrunde  legen,  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes,  wenn  a 
den  Radius  des  Bogens  bezeichnet, 

"TT  fr 

f^rgr^cos^d^dr  H  T  Qr^sind-d&dr 

^  jn    ^a  '       y 


Qrd&dr  j  ^ f  grd&dr 

•/o     «/o 

Nun  ist  Q  =  €  r»»,  mithin 

r^rr^-^^cos&d&dr  f  ^  Tr^'-^'^sind^dd^dr 

r^Tr^'^^dd-dr  f^rr^'+^d&dr 

«/o     «/o  t/o     «/o 

Die  Durchführung  der  Integration  giebt 

/  «/   r''+^cos&d&dr=: ^f^co8&d&  = s' 

1  Jo  w  +  3/  n  +  3 

folglich  erhalten  wir 

n4-3  _      n  +  22a      _ 

a^^^  TT  n  H-  8  TT       ^ 

n  +  2  2 
Für  eine   homogene  Kreisquadrantenfläche  ist  n  =  0,   so  dass  in  diesem 

Falle  ^  =  -jr~=v- 

4.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  einer  Halbkugel,  wenn 
die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  derselben  direkt  proportional  seinem  senk- 
rechten Abstände  von  der  Ebene  der  kreisförmigen  Basis  der  Halbkugel  ist. 

Es  sei  die  Gleichung  des  Viertelkreisbogens,  durch  dessen  Rotation 
die  Halbkugelfläche  erzeugt  wird,  a?^ 4-2/*  =  0^1  die  Axe  der  w  Drehaxe. 
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Der  Inhalt  des  FlächenstreifeDS,  welcher  durch  das  Bogendement  ds  er- 
zeugt wird,  ist  gleich  27i yds^  und  wenn  ^  seine  Dichtigkeit  bezeichnet, 
so  ist  seine  Masse  gleich  27iQyd8,  folglich  erhalten  wir 

I  inQydsx       j  qxyda       jx^yds 

jinqyds  jqyds  jxyda 

weil  im  vorliegenden  Falle  Q=^ex  ist.  Nun  geht  aus  der  Gleichung  db 
Kreises  hervor,  dass  yds  =  adx  ist,  mithin  ist  die  Abscisse  des  Schwer- 
punktes 

/**  1 

/    x^dx      gö' 


x  = 


xdx      -a* 


/ 


Walton,  p.  37. 


5.  Eine  Halbkugel  ist  so  beschaffen,  dass  die  Dichtigkeit  in  ihren 
einzelnen  Punkten  direkt  proportional  der  n^  Potenz  ihrer  Abstände  vom 
Kugelmittelpunkte  ist.  Welches  ist  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  dieses 
Körpers  ? 

Bei  Verwendung  von  Polarcoordinaten  erhalten  wir,  wenn  o  den 
Radius  der  Halbkugel  bezeichnet, 


fl  */  rr^-^^sin^  d-co8(pd(f,d»dr 


Oj  — 1        X  — 7  "S* 


fl^f   rr''+^sind'dq)dd'dr 


Ist  die  Dichtigkeit  direkt  proportional  der  Entfernung,  also  n  =  1,  dano 

2 

ergiebt  sich  ^  =  —  a.     Ist  w  =  0,  also  der  Körper  homogen,  so  haben  wir 

o 

_      3 

Anmerkung.  Die  Bezeichnung  ist  hier  dieselbe  wie  unter  8,  Abschnitt  VI, 
Abteilung  I. 

6.  Den  Schwerpunkt  einer  gemeinen  Eettenlinie  zu  finden,  wenn  die  Dichtigl[eit 
der  materiellen  Curve  wie  ihre  Erflmmung  sich  ändert,  und  ihre  Endpunkte  von  ihrer 
Direktrix  gleichweit  entfernt  sind. 

Ist  a  der  Abstand  eines  der  beiden  Endpunkte  der  Curve  von  ihrer  Axe,  a  die 
Neigung  der  Tangente  in  jedem  ihrer  Endpunkte  gegen  die  Direktrix,  dann  liegt  der 

Schwerpunkt  der  Linie  in  einer  Entfernung  -  Ton  der  Direktrix  und  auf  ihrer  Axe. 

Haton  de  la  GoupUlidre,  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques,  2me  S^rie, 
Tom.  VII,  p.  39. 
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7.  Den  Schwerpunkt  eines  Bogens  der  logarithmischen  Spirale  zu  finden,  wenn 
ihre  Dichtigkeit  sich  wie  ihre  Krümmung  ftndert 

Es  sei  c  die  Länge  der  Sehne  des  Bogens,  cd  der  Winkel  zwischen  seinen  änssersten 
Fahrstrahlen,  a  die  konstante  Keignng  der  Cnrre  in  ihren  Pnnkten  gegen  den  jeweiligen 
FahrstrahL  Zieht  man  eine  Tangente  an  die  Ourve  parallel  zor  Sehne  des  gegebenen 
Bogens,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  auf  dem  Fahrstrahle  des  Berührungspunktes  in 

einer  Entfernung  —  sin  a  vom  Pole. 
Haton,  ibid.  p.  128. 

8.  Zu  finden  den  Schwerpunkt  eines  bezüglich  des  Scheitels  83'mmetri8chen  Bogens 
«iner  Cjcloidallinie,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  direkt  proportional 
ihrer  Krümmung  daselbst  ist. 

Wenn  x  =  a{l  —cos^)  der  Abstand  der  Sehne  des  Bogens  von  dem  Scheitel 

ist,  dann  ist  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Cycloidenaxe 

-  .  ,      sin^ 
gleich  a    ^-  . 

Haton,  ibid.  p.  131. 

9.  Bestimme  den  Schwerpunkt  des  Bogens  einer  Kettenlinie,  wenn,  vom  Scheitel 
ausgehend,  die  Dichtigkeit  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  von  der  Direktrix  ändert, 

S  X 

die  Gleichung  der  Curve  y  =  -(c«-he    •)  ist. 

1  as 

wenn  s  die  Länge  des  Bogens  bezeichnet. 
Haton,  ibid.  p.  181. 

10.  Man  soll  den  Schwerpunkt  einer  quadratischen  Platte  AB  CD  von  kon- 
stanter Dicke  bestimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  derselben  in  ihren  einzelnen  Punkten 
direkt  proportional  deren  Abständen  von  einer  durch  ^  zu  B2>  parallel  gezogenen  Linie 
ist,  a  die  Länge  einer  Diagonale  und  JS  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  A  be- 
zeichnet. 

7 
'  =  12  «• 

11.  Ein  materieller  Kreiskegel  ist  so  beschaffen,  dass  sich  die  Dichtigkeit  in 
jedem  seiner  Punkte  wie  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  einer  durch  die  Spitze  zu 
seiner  Grundfläche  parallel  gelegten  Ebene  verhält.  Welches  ist  die  Entfernung  x  des 
Schwerpunktes  von  der  Spitze,  wenn  h  die  Höhe  des  Kegels  bezeichnet? 

12.  Den  Schwerpunkt  einer  Kugel  zu  finden,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  ein- 
zelnen Punkten  derselben  umgekehrt  proportional  ihren  Abständen  von  einem  gegebenen 
Punkte  ihrer  Oberfläche  ist. 

Der  Schwerpunkt  teilt  den  Diameter  für  die  genannten  Punkte  in  zwei  Teile, 
welche  sich  wie  2  zu  3  verhalten« 
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13.  Den  Schwerpunkt  einer  Kugel  zu  finden,  wenn  die  Dichtigkeit  in  den  ein- 
zelnen Punkten  derselben  umgekehrt  proportional  der  fünften  Potenz  ihrer  Abstände 
Yon  einem  ausserhalb  ihr  gelegenen  festen  Punkte  ist. 

Bezeichnet  a  den  Kugelhalbmesser,  c  die  Entfernung  des  ausserhalb  der  Kugel 
gelegenen  festen  Punktes  von  ihrem  Centrum»  dann  liegt  der  Schwerpunkt  auf  der 

a< 

Verbindungslinie  des  Centrums  und  des  äusseren  Punktes  in  einem  Abstände  —  vom 

Kugelmittelpunkte. 

6—10,  12  u.  13.    Walton,  p.  38-40. 

Anmerkung.  In  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel, 
flbersetzt  yon  Sehlömilch,  ist  der  Schwerpunkt  eines  heterogenen  dreiaxigen 
Ellipsoides  unter  der  Voraussetzung  bestimmt,  dass  die  Dichtigkeit  in  seinen  einzelnen 
Punkten  umgekehrt  proportional  ihren  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  des  KOrpers  ist. 
Band  I,  S.  147. 


Dritte    Abteilung. 
Mittelpunkt  paralleler  Kräfte. 

Wirkt  irgend  eine  Anzahl  paraUeler  Kräfte  an  einem  unveränderlichen,  materiellen 
Punktsysteme,  dann  haben  sie  allgemein  eine  einzige  Resultante,  welche  in  einem 
Punkte  angreift,  dessen  Lage  unyeränderlich  ist,  wie  auch  ihre  gemeinsame  Richtung 
sich  in  jeder  Hinsicht  ändert.  Dieser  Punkt  wird  Mittelpunkt  der  Parallelkrftfke  ge- 
nannt; der  Mittelpunkt  der  Schwere  eines  Körpers  ist  ein  besonderer  Fall  daTon. 
Bezeichnen  x,y,g  die  Coordinaten  des  Angriffspunktee  irgend  einer  der  Kräfte  P  des 
Systemes,  bezogen  auf  irgend  drei  Axen,  die  rechtwinkelig  oder  schief  zu  einander  sein 
können,  7,  y,  7  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kräfte ,  R  die  Resultante  der 
Kräfte  P,  dann  ist 

Wenn  2P=0  ist,  dann  sind  diese  Oleichungen  nicht  mehr  anwendbar,  denn  in  diesem 
Falle  giebt  es  keine  einzelne  Resultante,  die  Kräfte  sind  dann  nur  auf  ein  resultierendes 
Paar  reduzierbar.  'Die  Theorie  der  Kräftepaare  findet  der  Leser  in  der  Theorie  der 
Bewegung  und  der  Kräfte  von  Schell,  auch  in  Poinsot*s  Werk:  «Elements  deStatique.* 
Die  Gleichungen  für  :^t  y,  j  wurden  zuerst  von  Varignon  ge^'eben :  „Mämoires  de  TAca- 
demie  des  Sciences  de  Paris,  1714." 

1.  Drei  parallele  Kr&fte,  welche  in  den  Eckpunkten  Ä^B,  C  eines 
ebenen  Dreieckes  angreifen,  sind  resp.  proportional  zu  den  gegenüberliegenden 
Dreiecksseiten  ajb,c.  Welches  ist  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der 
Parallelkräfte  von  dem  Punkte  A? 

Es  seien  ABy  AC,  resp.  deren  Verlängerungen,  die  Coordinatenaxen 
A  A"  AY,  fia^  fib,  fic  die  in  den  Punkten  A^  B.  G  angreifenden  Kräfte. 
Die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  drei  Kräfte  sind  0,0;  c,0;  0>&: 
folglich  ist 
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lih,c  _        hc  _  _         ficb  bc       __ 

ina-h  ^b-h  fic      a-hb  +  c    ^      fAci-h  fib  -{-  fic      a  +  6-hc"" 
Nun  sei  r  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte  von  Ä^  dann  ist 

_         -4. 

r2  =  a?^4-y2^  2wyco8A  =  2cc^{l  ■+•  cosÄ)  =  icc^cos^-^* 

2bcco8-zr^ 
o  -        ^  2 

2       a-f-  6-hö 

2.  Drei  parallele  Kräfte  P,  Q,  i2  wirken  an  den  Eckpunkten  A,  B,  C  eines  ge- 
gebenen Dreieckes  and  sind  den  reziproken  Werten  der  gegenüberliegenden  Seiten  direkt 
proportional.    Welches  ist  der  Abstand  r  ihres  Mittelpunktes  von  dem  Punkte  Ä*f 

~  bc-\-ca-hab 

3.  Auf  eine  dreieckige,  horizontale  Platte,  welche  in  den  drei  Eckpunkten 
unterstützt  ist,  ist  ein  Gewicht  gleich  demjenigen  der  Platte  gelegt.  Die  Lage  dieses- 
Gewichtes  soll  gefunden  werden,  wenn  die  Pressungen  auf  die  ünterstützungspunkt» 
direkt  proportional  den  Grössen  (4a4-&  +  c),  (a -h  4 6 -h  c),  (a  +  64-4c)  sind,  wobei 
üfhiC  die  Längen  der  Seiten  des  Dreieckes  bezeichnen. 

Die  verlangte  Lage  ist  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises. 

4.  In  den  Ecken  By  C,  B  einer  vierseitigen  Pyramide  ABCD  sind  drei  parallele 
Kräfte  PtQfJ^  angebracht.  Welches  ist  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  der 
Ecke  ^? 

Es  sei  AB  =  h,  AC=c,  AD.=  d,  2iCAD  =  {c,d),  2^B AB  =  (d,}))^ 
2iBAC=(hf c),  r  =  der  gesuchten  Entfernung,  dann  ist 

(P24.Q2  ^i22)r2  =  P2  62-,- g2c2-Ki22c22  + 2QÄco«(c,rf) 
2RPdbco8{d,b)-^2PQhccos(b,c). 


5.  An  drei  festen  Punkten  (0,6),  (a\b'),  {a'\b")  in  der  Ebene  der  xy  sind 
drei  parallele  Kräfte  p,p'y  p"  angebracht.  Die  Grosse  von  p"  ist  vollständig  veränderlich» 
Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  Parallelkräfte? 

Der  Ort  ist  eine  gerade  Linie  mit  der  Gleichung 
{ap  H- a'p')b"  -i-  |(a"- a)pM<^"  - o:)p'\y=(bp~hV p')a"^\ (b"--b)pMb"-b')p'  \x. 
Walton,  p.  40—42. 


Vierte  Abteilung. 
Die  Sätze  Ton  Pappus. 

Es  sei  y  =if(x)  die  Gleichung  einer  ebenen  auf  rechtwinkelige  Coordinatenazen 
bezogenen  Curve.  Dreht  sich  der  Bogen  s  dieser  Linie  um  die  Abscissenaze ,  so  be- 
schreibt ein  Element  ds  desselben  einen  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  der  von 
dem  Bogen  8  erzeugten  Rotationsfläche.    Das  Bogenelement  d8  hat  in  Beziehung  auf  die 

Abscissenaxe  das  Moment  yd8  =  yy\-\-(^-\    dx,  so  dass  das  Moment  des  ganzen 
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Bogens  für  dieselbe  Aie  /  vj/  ^-hf^j  da;  ist.  Dieses  Moment  muss  aber  auch  gleich 

-dem  Momente  8^  sein,  wenn  v  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Bogens  8  Ton  der 
Abscissenaxo  bezeichnet,  daher  besteht  die  Gleichung 

ihre  Multiplikation  mit  —  giebt 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  den  Inhalt  der  Umdrehungsfläche  dar,  welche 
■durch  die  Drehung  der  erzeugenden  Curve  um  die  Abscissenaxe  entsteht,  und  es  ist 
»i>l,  wenn  die  Curve  nur  eine  teilweise  Drehung  macht,  n=l,  wenn  eine  volle  üm- 
•drehung  stattfindet;  im  ersteren  Falle  wird  nur  ein  Stück  der  Botationsfläche ,  im 
zweiten  die  ganze  Rotationsfläche  erzeugt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  das 
Produkt  aus  dem  entsprechenden  Wege  des  Schwerpunktes  des  Bogens  und  der  Bogen- 
länge des  die  Fläche  erzeugenden  Curvenstückes.  Mithin  ist  der  Inhalt  0  einer  Rotations- 
fläche oder  eines  Teiles  derselben  dargestellt  durch  die  Gleichung 

0=—fs=aV.8.  (1) 

n 

Es  sei  y  =  f{x)  die  Gleichung  einer  ebeneui  auf  rechtwinkelige  Coordinatenazen 
bezogenen  Curve,  F  die  Fläche,  welche  zwischen  der  Curve,  der  Abscissenaxe  und  zwei 
Ordinaten  liegt.  Dreht  sich  die  Fläche  F  um  die  Abscissenaxe,  so  beschreibt  ein 
Element  d  F  derselben  ein  Volnmenelement  des  durch  die  Fläche  F  erzeugten  Rotations- 
körpers.   Nun  ist  dF=ydx,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses  Elementes   von 

der  Abscissenaxe  gleich  r  y,  also  das  Moment  von  (2  J"  bezüglich  der  Abscissenaxe  -y^dx, 

folglich  dasjenige  der  Fläche  F=  „  fy^dx.  Ist  femer  y  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes der  Fläche  F  von  der  Axe  der  x,  so  ist  auch  F^  das  statische  Moment  dieser 
Fläche  für  dieselbe  Axe,  daher 


\Jy^dx^Fv. 


2n 

Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  —  giebt 

9t 

-  jy^dx  ist  aber  das  Volumen  V  des  durch  die  Drehung  der  Fläche  i^um  den  Bogen 

2ii 

—  =  a  erzeugten  Rotationskörpers,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  das  Produkt  aus 
fi 

dem  entsprechenden  Wege  des  Schwerpunktes  der  Fläche  F^  welche  den  Körper  erzeugt, 

und  dem  Inhalte  dieser  Fläche.    Das  Volumen  eines  Rotationskörpers  oder  eines  Teiles 

desselben  ist  mithin  dargestellt  durch  die  Gleichung 

7=^y.F  =  aF.F.  (2) 

Ist  die  die  Rotationsfläche  erzeugende  krumme  Linie  zusammengesetzt  ans  zwei 
oder  mehreren  Curven,  deren  Gleichungen  sind  y  =  fi  (ic),  y<i  =  f^  (x\  y^  =  f^  {x) ,. . .,  so 
ist  offenbar  die  Summe  der  statischen  Momente  dieser  Curven  bezüglich  der  Abscissenaxe 
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ffl{x)^/\'^[f{  {x)}^dx+Jh{x)y\-\^\f^(x)\^dx 


■+- 


Bezeichnen  ferner  Si.s^^a^,..,  die Bogenl&ngen  ^i»72>^3'*-*  die  Abstände  der  Schwer- 
punkte dieser  Corven  von  der  Abscissenaxe  und  ist  8  die  Länge  der  die  Fläche  0  er- 
zeugenden Linie,  ^  die  Schwerpunktsordinate  dieser  Linie,  dann  besteht  offenbar  die 
Gleichung 

=  —  (»1  Fl4-S2?2  H )  =—  •  «17. 

w  w 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Inhalt  der  durch  die  zusammengesetzte 
Linie  erzeugten  Rotationsfläche,  daher  ist  auch 

0=-~^.8  =  ay.«.  (3) 

Ist  die  den  Rotationskörper  erzeugende  Fläche  Yon  zwei  Curvenbogen  begrenzt, 
welche  zwischen  zwei  Ordinatenlinien  liegen,  sind  die  Gleichungen  dieser  Curven 
yi^f\{x),  y2  =  f2(x),  FifF2  ihre  Flächen  zwischen  den  zwei  Ordinaten,  fi,f2  ^® 
Abstände  der  Schwerpunkte  dieser  Flächen  von  der  Axe  der  o;,  ist  F  der  Inhalt  der 
den  Rotationskörper  erzeugenden  Fläche,  y  der  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der 
Axe  der  x,  dann  besteht  offenbar  die  Gleichung 

Nun  ist  aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  Volumen  V  des  von  der  Fläche  F 
erzeugten  Rotationskörpers,  daher 

V=~V'F=ay.F.  (4) 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  die  Begrenzung  der  den  Rotationskörper  erzeu- 
genden Fläche  F  eine  ganz  beliebig  zusammengesetzte  ist. 
Wir  können  daher  die  beiden  Sätze  aufstellen: 

1.  Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  um  irgend  eine  in  ihrer  Ebene 
ausserhalb  ihr  gelegene  Axe  durch  einen  beliebigen  Winkel,  so  ist  der 
Inhalt  der  durch  ihren  Umfang  erzeugten  Fläche  gleich  demjenigen  eines 
Rechteckes,  von  welchem  die  eine  Seite  die  Länge  des  ümfanges  und  die 
andere  Seite  die  Länge  des  von  dem  Schwerpunkte  des  Perimeters  be- 
schriebenen Weges  ist. 

2.  Dreht  sich  eine  ebene  Fläche  um  irgend  eine  in  ihrer  Ebene 
ausserhalb  ihr  gelegene  Axe  durch  einen  beliebigen  Winkel,  so  ist  das 
Volumen  des  durch  diese  Fläche  erzeugten  Körpers  gleich  demjenigen  eines 
Prismas,  dessen  Basis  gleich  der  sich  drehenden  ebenen  Fläche,  dessen 
Höhe  gleich  der  Länge  des  von  dem  Schwerpunkte  der  ebenen  Fläche 
während  der  Drehung  beschriebenen  Weges  ist. 

Die  erste  Erläuterung  dieser  Sätze,  welche  jetzt  allgemein  „Guldins  Regeln' 
genannt  werden,  ist  Pappus  zu  verdanken;  dieselbe  kann  eingesehen  werden  am  Ende 
der  Vorrede  zu  dem  siebenten  Buche  seiner  mathematischen  Sammlungen,  von  welchen 
die  erste  Ausgabe  in  lateiilischer  Übersetzung  im  Jahre  1588  erschien.  Später  wurden 
diese  Sätze  von  Guldin  mit  vielen  Anwendungen  in  seiner  Abhandlung  ,De  Centro 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  I.  39 
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Gravitatis**  Lib.  2  et  3  veröffentlicht,  welche  in  der  ersten  Zeit  des  Jahres  1635  erschien. 
Cavalierie  (Exercitationes  Geometricae  Sex,  Exercit.  1  u.  2,  Bononiae  1647)  gab,  in  Be- 
antwortung von  Einwendungen,  welche  gegen  seine  Methode  des  Unteilbaren  durch 
Guldin  vorgebracht  wurden,  eine  Erklärung  dieser  Sätze  durch  die  genannte  Methode, 
gleichfalls  darthuend,  in  Anspielung  auf  Guldins  Anspruch  als  Entdecker,  dass  die 
Sätze  von  ihm,  lange  vor  dem  Erscheinen  von  Guldins  Werk,  durch  einen  seiner  Schfller 
Antonio  Roccha,  mitgeteilt  worden  seien.  Elegante  Erläuterungen  dieser  Sätze  wurden 
auch  von  Yarignon  produziert.  (M^moires  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris,  1714, 
p.  77.) 

1.    Welches  ist  der  Inhalt  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer a? 

Es  sei  B  Ab  (Fig.  262)  der  Halbkreis,  durch  dessen 
Rotation  um  seinen  Durchmesser  BOb^die  Eugelfläche 
erzeugt  ist.  Nehme  den  Radius  CA  senkrecht  zu  Bb 
und  S  als  Schwerpunkt  des  Halbkreisbogens  B  Ab^  dann 
ist  der  verlangte  Flächeninhalt 
0^271. CS. arcBAb, 

2  a 

Aber  es  ist  CS  =  — »  arcBAb  =  na,  folglich 

n 


Figur  2G2. 


O  =  2  TT  —  n  a 

n 


ia^n. 


Der  Inhalt  der  Oberfläche  einer  Kugel  ist  gleich  dem  vierfachen  Flächen- 
inhalte eines  ihrer  grössten  Kreise.  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Archi- 
medes  zuerst  bewiesen:  IleQl Sq^avQag  xal  KvXivS^ov,  BißL  A,  nQora.J. 
und  später  nach  vorstehender  Methode  von  Guldin:  De  Centro  Gravitatis, 
Lib.  IV,  cap.  I,  prop.  7. 

2.    Welches  ist  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a? 

Es  sei  BAb  (Fig.  262)  die  Halbkreisfläche,  durch  deren  Drehung 
um  ihren  Durchmesser  BGb  die  Kugel  erzeugt  ist.  Nehme  den  Radius 
CA  senkrecht  zu  Bb  und  S  als  Schwerpunkt  der  Halbkreisfläche  BAk 
dann  ist  das  verlangte  Volumen 

V=2n.CS.F. 

Aber  es  ist  C5=:|-^,  F=^.  folglich 

6  71  2k 


V=2n: 


4  aa 


2 


71 


71 


4 
3 


a^7t. 


3.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  einer  Parabel 
(Fig.  263)  ist  eine  gerade  Linie  PM  senkrecht  zu  der 
Parabelaxe  gezogen  worden.  Es  soll  das  Volumen  des 
durch  die  volle  Umdrehung  der  Fläche  APM  um  PM 
erzeugten  Köi-pers  gefunden  werden. 
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Es  sei  AM=-oc^  MP^=^y^  x  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
ebenen  Fläche  -4PJtf  von  P  Jf,  dann  ist  der  ganze  von  dem  Schwer- 
punkte beschriebene  Weg  2nx^  so  dass 

F=27rÄ?.FlächeP^Jf. 

2  2 

Aber  es  ist^  =  -^a7,  Fläche  PAM=-^xy,  mithin 

O  ö 

=  Zn-=x.-nXy='  Y^nx^y. 
Verzeichnen  wir  das  Parallelogramm  MPmA  mit  dem  Inhalte  xy  und 
dem  Abstände  seines  Schwerpunktes  von  Pilf  gleich -a?,  lassen  dasselbe  eine 
volle  Drehung  um  PJf  machen,  dann  ist  der  Weg  seines  Flächenmittel- 
punktes 2n.-^x  =  nx  und  das  Volumen  F'  des  dadurch  erzeugten  Körpers 

F'=  nx  .xy  =  nx^y^ 
folglich  besteht  die  Proportion  V':V=  15:8. 

Dieses  ist  eines  der  in  Keplers  Stereometrie  vorhandenen  Probleme. 

Gnldiniis,  Pe  Centro  Gravitatis,  Lib.  II,  cap.  12,  prop.  6. 

4.  Zu  finden  das  Volumen,  welches  erzeugt  ist  durch  Drehung  eines 
Teiles  Ä  P  einer  Parabel  um  die  Tangente  in  ihrem  Scheitel  A  (Fig.  263, 
S.  610)  um  einen  gegebenen  Winkel  «,  wenn  J.JIf,  Pm  senkrecht,  PM 
parallel  zu  ihr,  AM^  x^  MP  =  y  ist. 

xr  r^         3     2  2      2 

K^  a^jp  =  cc-^x-n^y  =  -^ax^y. 

6,     Bestimmung  der  Oberfläche  und   des   Volumens   des  Körpers, 

welcher  durch  die  Eotation  einer  Cycloide  um  ihre  Basis  entsteht,  wenn  a 

der  Halbmesser  des  Erzeugungskreises  ist. 

_  4  64 

0^=2ny  8  =  2n  .-^a.^a  =  —  a^;r. 

5 
F=  2 Try  1^=  2 TT.  g a . Sa^TT  =  5  a^TT^. 

6.  Bestimmung  der  Oberfläche  und  des  Volumens  des  Körpers, 
welcher  durch  die  Botation  eines  halben  Bogens  der  Cycloide  um  ihre  Axe 
entsteht,  wenn  a  der  Halbmesser  des  Erzeugungskreises  ist. 

4  /-         4n 
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7.  Bestimmung  der  Oberfläche  und  des  Volumens  des  Wulstes, 
welcher  durch  die  volle  Drehung  eines  Kreises  vom  Halbmesser  a  um  eine 
ausserhalb  demselben,  aber  in  seiner  Ebene  liegende  Axe  entsteht,  wenn  c 
der  Abstand  des  Ejreiscentrums  von  der  Botationsaxe  ist. 

r=2  nyF=  2  7t.  c.  a^rc  =  2n^a^  c. 

8.  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Wulststückes,  welches  erzeugt 
ist  durch  die  Drehung  einer  EUipse  um  eine  ausserhalb  ihr,  aber  in  ihrer 
Ebene  gelegenen  Axe  durch  einen  Winkel  von  180^,  wenn  a,  b  die  Halbaxen 
der  Ellipse  sind,  c  die  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  von  der  Botationsaxe 
bezeichnet. 

F=  -^  y.F  =  7ic.ab7i  =  7t^abc, 

9.  Ein  Kreisabschnitt  dreht  sich  um  eine  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kreisbogens  gehende,  zur  Sehne  des  Bogens  parallele  Axe  durch  einen 
vollen  Winkel.    Welches  ist  das  Volumen  des  dadurch  erzeugten  Körpers? 

Die  durch  den  Mittelpunkt  des  Bogens  gelegte  Abscissenaxe  mit  dem 
Ursprünge  in  diesem  Punkte  sei  senkrecht  zur  Sehne  des  Bogens,  a  sei 
dessen  Badius,  so  dass  die  Gleichung  des  Bogens  x^  -hy^  =  a^  ist.  Ein 
zur  Ordinatenaxe  paralleles  Element  der  Fläche  des  Abschnittes  ist  2i/r2a?, 
der  Schwerpunkt  dieses  Elementes  durchläuft  bei  einer  vollen  Umdrehung 
desselben  den  Weg  2  tt  o?,  so  dass  das  von  ihm  beschriebene  Volumenelement 
dV=^2na).2yda)  =  47tajyd{D  =  —  47iy^dy^  weil  zufolge  der  Kreis- 
gleichung xdx=^  —  ydy  ist,  mithin  erhalten  wir 

F=  /    — Ajty^dy  =  in  1  y^dy  =  ^7ty^. 

Das  Volumen  dieses  ringförmigen  Körpers  ist  demnach  gleich  demjenigen 
einer  Kugel,  welche  die  Sehne  des  Bogens  zum  Durchmesser  hat. 

10.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a  und  h  rotiert  um  seine 
Hypotenuse.  Welches  ist  die  Oberfläche  und  das  Volumen  des  dadurch  erzeugten 
BotationskOrpers  ? 

]/a2  4-62  3  ya2  +  b^ 

11.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a  und  b  dreht  sich  um  die 

Kathede  a.    Welches  ist  die  Oberfläche  und  das  Volumen  des  dadurch  entstehenden 

Kegels  ? 

1 


0  =  Ä(52  +  &l/a2-|-&2),        F=-5Äa62. 

o 

12.    Ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  b^  c  und  dem  Inhalte  F  drehj:  sich  um  eine 
in  seiner  Ebene  ausserhalb  ihm  gelegene  Axe.    Die  Abstände  der  den  Seiten  a,  5.  c 
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gegenüberliegendea  Eckpunkte  von  der  Botationsaxe  sind  r,  q^p.  Welches  ist  die  Ober- 
fläche und  das  Volumen  des  dadurch  erzeugten  Rotationskörpers? 

0  =  7t\a(p^q)-hh(p-hr)-hc(q-\-r)\,       F=  gÄ(i)4-g-*-r)JP. 

13.  Die  Goldinschen  Regeln  sind  auch  dann  noch  anwendbar,  wenn 
die  erzeugende  Fläche  bei  ihrer  Bewegung  stets  gegen  die  Projektion  des 
Weges  ihres  Schwerpunktes  auf  irgend  eine  Ebene  senkrecht  gerichtet 
bleibt.  In  diesem  Falle  ist  nicht  der  Weg  des  Schwerpunktes,  sondern 
die  Projektion  dieses  Weges  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Beispielsweise  lässt  sich  hiedurch  leicht  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  eines  Schraubengewindes  finden.  Bezeichnet  s  den  Umfang,  F  den 
Inhalt  der  das  GFewinde  erzeugenden  Fläche,  y  den  Abstand  der  Projektion 
des  Schwerpunktes  des  ümfanges  resp.  des  Inhaltes  dieser  Fläche  von  der 
Projektion  der  Axe  auf  die  zu  ihr  senkrechte  Ebene  und  dreht  sich  die 
Fläche  F  um  einen  beliebigen  Bogen  «,  so  ist  für  den  dadurch  erzeugten 
Teil  des  Schraubengewindes 

0  =  ay  ,s^  V^=ay ,  F, 

Anmerkung.  Weitere  hieher  gehörige  Beispiele  findet  der  Leser  in  dem 
Werkchen:  ,yDie  Geometrie  der  Körper",  von  Dr.  Zehme,  Iserlohn,  1859. 

14.  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Bogens  und  der  Fläche 
«ines  Halbkreises,  wenn  a  den  Badius  des  Bogens  bezeichnet. 

Durch  die  erste  Guldinscbe  Begel  erhalten  wir,  wenn  y  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  des  Bogens  vom  Durchmesser  des  Halbkreises  ist, 

__    O 

Hier  ist  nun  O  der  Inhalt  der  durch  den  Halbkreis  erzeugten  Eugelfläche, 
wenn  er  sich  um  seinen  Diameter  dreht,  s  die  Länge  des  erzeugenden 
Bogens,  also  0:=^^a'^7t^  8  =  an^  folglich 

271. an        71 
Die  zweite  Begel  sagt,  dass  mit  y  als  Abstand  des  Schwerpunktes 
der  Fläche  vom  Diameter  y 

^  ^  2^~F' 

Im  vorliegenden  Falle  bedeutet  V  das  Volumen  der  durch  eine  Umdrehung 

der  Halbkreisfläche  um  ihren  Diameter  erzeugten  Kugel,  F  den  Inhalt  der 

4  1 

erzeugenden  Fläche,  es  ist  F=^7^a^  F=-^7ia^,  folglich 

4       8 
_  ö  4  a 


^~0  1  2  Stt" 
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15.  Welches  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  einer 
Halbparabel  von  der  Parabelaxe? 

Es  sei  ÄPM  (Fig.  263,  S.  610)  die  Fläche  der  Halbparabel, 
AM  =  a)^  MP  =  y^  y  =  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  der  Fläche 

2 
AP M  von  AM.    Damit  ist  der  Inhalt  der  Fläche  APM=^^xy^  das 

durch  eine  Umdrehung  der  Fläche  AP M  um  AM  erzeugte  Volumen  ist 


Tcl  y^dx=^2np I  xdx  =  npa)\  so  dass 


V    npo)^    _3 

^''27rF'^l      2~""  8^* 

27r.-^cry 


Walton,  p.  44. 


16.  Berechnung  des  Inhaltes  des  Mantels  und  des  Volumens  eines 
vielseitigen,  schief  abgeschnittenen  Prismas. 

a)  Berechnung  des  Inhaltes  des  Mantels. 

Es  seien  bei  einem  nseitigen,  auf  der  einen  Seite  schief  abgeschnitp 
tenen  Prisma  tci ,  ti2 « .  m  t^  die  Seiten  der  normalen  Grundfläche,  mi ,  ms  i  -  -i  ni, 
die  Mittellinien  der  aufeinander  folgenden  trapezf5rmigen  Seitenflächen,  dauD 
besteht  für  die  Mantelfläche  M  des  Prismas  die  Gleichung 

M=  «1  Wi  4-  1*2  »»2  H h  Wn  m,»  =  J?  t*i  Wi .  (1) 

Die  Ebenen  der  beiden  nseitigen  Endflächen  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden TT.  Die  Schwerpunkte  der  Seiten  der  Grundfigur  li^en  in  ihren 
Mitten,  es  seien  ihre  Abstände  von  der  Geraden  FF  gleich  071,072 ,  - .  m^ni  ^ 
sei  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  ümfanges  u  der  Grundfläche  Ton 
derselben  Geraden,  dann  besteht  mit  YY  als  Axe  die  Momentengleichnng 

(mI  +  I^H hl*„)^=  Ml  ^1  H-t*2  0.'2  4- •••-+- U«a?n,       d.    1.       UX=^  JSui^ii. 

Ziehen  wir  noch  durch  die  Pusspunkte  der  Normalen  ^'1,072,...,-^»  zu  YY 
und  die  Endpunkte  der  Mittellinien  mi ,  m2 , . . .,  nin  im  schiefen  Schnitte 
gerade  Linien,  so  entstehen  n  ähnliche  Dreiecke,  die  sämtlich  den  Winkel  (u 
unter  welchem  sich  die  beiden  Endfläohenebenen  schneiden  mögen,  enthalten, 
es  ist  also,  wenn  m  die  Länge  der  durch  den  Schwerpunkt  des  ümfanges 
der  Grundfigur  in  dem  Prisma  parallel  zu  den  Kanten  gezogenen  Geraden 
bedeutet, 

mi  «12 »'*n Tn 

iC\  m72  *^tt  *^ 

.  m  m  m 

so   dass  mx  =  -zr  «^1 ,  m2  =^X2f  »       nin==-:r  CCn- 

O)  OG  X 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  (1)  giebt 
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M  =  —  \U\  Xi  4-  «2  «^'2  +  .  .  .  W»  Xn)  =  —  -5  Wi  Xx . 
X  X 

2  wi  xi  ist  aber  das  Moment  u  x  der  Grundfigur  bezüglich  der  Axe  Y  F, 

folglich  erhalten  wir 

M  =  u.m.  (2) 

Der  Inhalt  des  Mantels  eines  auf  einer  Seite  schief  abgeschnittenen 
nseitigen  Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  umfange  der  nor- 
malen Grundfläche  und  der  hierzu  gehörigen  Umfangsschwerpunktsaxe  des 
Prismas.  Diese  Axe  geht  im  allgemeinen  nicht  durch  den  Schwerpunkt 
des  ümfanges  des  schiefen  Schnittes. 

Ist  das  nseitige  Prisma  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnitten,  be- 
zeichnet u  den  Umfang  eines  Normalschnittes,  wi  die  Länge  der  Umfangs- 
schwerpunktsaxe  dieses  Schnittes,  insoweit  dieselbe  innerhalb  des  Prismas 
liegt,  so  ist  offenbar  auch  der  Inhalt  des  Mantels  eines  auf  beiden  Seiten 
schief  abgeschnittenen  nseitigen  Prismas 

M=  II.  m. 

b)  Berechnung  des  Volumens. 

Ist  der  Inhalt  der  normalen  Grundfläche  eines  auf  einer  Seite  schief 
abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  gleich  ^,  sind  a,  ^,  <?  die  Längen 
seiner  Kanten,  dann  ist  das  Volumen  dieses  Körpers 

a-hb  -h  c 
Der  Ausdruck giebt  aber  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 

ö 

Fläche  des  schiefen  Schnittes  von  der  Grundfläche,  so  dass,  wenn  derselbe 
mit  h  bezeichnet  wird,  auch  ist 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  der  Fläche  des  schiefen 
Schnittes  von  der  normalen  Grundfläche  mit  dem  Namen  ,,  Flächenschwer- 
punktsaxe",  dann  ist  der  Inhalt  eines  dreiseitigen,  auf  einer  Seite  schief 
abgeschnittenen  Prismas  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  der  nor- 
malen Grundfläche  und  der  Länge  der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Denken  wir  ims  nun  ein  normales  //  seitiges  Prisma  mit  der  Grund- 
fläche F  an  einem  Ende  schief  abgeschnitten,  den  Inhalt  des  schiefen 
Schnittes  gleich  F\  die  Neigung  der  Ebene  des  schiefen  Schnittes  zu  der 
Ebene  der  Grundfläche  gleich  «.  Legen  wir  durch  eine  beliebige  Kante 
dieses  Körpers  nach  den  übrigen  Kanten  Ebenen,  so  zertallt  derselbe  da- 
durch in  (w  —  2)  dreiseitige,  an  einem  Ende  schief  abgeschnittene  Prismen, 
ihre  mit  der  Fläche  F  zusammenfallende  Grundflächen  seien  /i,  /i,  .  .  ., 
/„  _  2 ,  ihre  schiefen ,  mit  der  Fläche  F'  zusammenfallenden  Flächen  /i » 
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/'21  •  •  •  -1  /«  -  2,  SO  dass  F'  cos  a  =  F^  fi  cos  a^=fi^f<^co8a=-f^^ 

fn^2Coaa=fn^^,    Ist  nun  h  die  Entfernung  des  Schwerpunktes   der 

schiefen  Begrenzungsfläche  F'  von  der  Grundfläche  JF,  sind  Ai ,  ä«  , , 

^  _  2  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  schiefen  Flächen  der  dreiseitigen 
Prismen,  aus  denen  das  nseitige  Prisma  besteht,  von  derselben  Ebene, 
so  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  F'  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  F 

F    h  =/'l  hl   'h/2  ^2   -H  .  .  .  -h/'n  — 2Ä«_2  =  2(/i  hl). 

Die  Multiplikation  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  cosa  giebt 

F' hcosa  —  2 i/i  hl  cos a),     SO  dass     Fh  =  2(/i  Ai). 
^(/ih)  ist  aber  das  Volumen  des  nseitigen  Prismas,  denn  die  Produkte 
/ih,  /2  A2 1  •  •  •  1  /» -  2  /*«  -  2  sind  die  Volumina  der  dreiseitigen  Prismen, 
welche  in  ihrer  Gesamtheit  das  wseitige  Prisma  bilden,  mithin  ist  wie 
beim  dreiseitigen  Prisma 

V=F.h, 

Das  Volumen  eines  nseitigen,  auf  einer  Seite  schief  abgeschnittenen 
Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  der  Grundfläche  und 
der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Verbinden  wir  den  Schwerpunkt  der  Grundfläche  mit  demjenigen 
des  schiefen  Schnittes  durch  eine  Gerade,  so  ist  diese  Linie  parallel  zu 
den  Kanten  des  Prismas,  daher  der  Schwerpunkt  des  schiefen  Schnittes 
leicht  auffindbar,  wenn  wir  denjenigen  der  Grundfläche  kennen.  Die 
Ebenen  der  beiden  Endflächen  des  Prismas  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden YY.  Fällen  wir  auf  diese  Gerade  von  den  Schwerpunkten  Si, 
/S2, ...,  Sn-2  der  normalen  Grundflächen  der  dreiseitigen  Prismen,  in 
welche  wir  uns  das  nseitige  Prisma  zerlegt  denken,  dem  Punkte  S  der 
Grundfläche,  in  welchem  die  von  dem  Schwerpunkte  S'  des  schiefen 
Schnittes  des  nseitigen  Prismas  aus  zu  den  Kanten  parallel  gezogene 
Linie  die  Grundfläche  schneidet,  sowie  von  den  entsprechenden  Schwer- 
punkten S\,  Ä'2,...,  S'n-2y  S'  der  schiefen  Flächen  dieser  Prismen 
auf  die  Linie  Y !F  senkrechte  Linien,  so  schneiden  sich  die  entsprechen- 
den Senkrechten  daselbst  unter  dem  Winkel  a,  die  entsprechenden  Drei- 
ecke sind  ähnlich,  und  bezeichnen  wir  die  Längen  der  in  der  Grundebene 
liegenden  Normalen  entsprechend  mit  o^i,  av,...,  a^n-2y  sc^  dann  besteht 
die  Proportion 

hl  /J2  An  — 2  __  h^ 

cci  "~ .r2  ~ ca*n_2        x 

Demnach  ist  auch 

Fh  =  2{fihi)=--_:2{ficii), 

woraus  folgt 
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also  muss  S  Schwerpunkt  der  Grundfläche  und  h  die  Flächenschwerpunkts- 
axe  d^s  schiefen  Schnittes  sein,  wenn  h  von  S  aus  gezogen  wird. 

Projizieren  wir  demnach  eine  ebene  Figur  auf  eine  beliebige  Ebene, 
so  fällt  die  Projektion  ihres  Schwerpunktes  mit  dem  Schwerpunkte  ihrer 
Projektion  zusammen. 

Ist  das  nseitige  Prisma  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnitten  und 
legen  wir  an  irgend  einer  Stelle  durch  dasselbe  einen  Normalschnitt,  so 
zerfällt  es  in  zwei  an  einem  Ende  schief  abgeschnittene  Prismen.  Be- 
zeichnen wir  den  Inhalt  des  Normalschnittes  mit  F,  die  Länge  der 
Flächenschwerpunktsaxen  dieser  Prismen,  welche  in  einer  durch  den 
Schwerpunkt  des  Normalschnittes  gehenden,  zu  den  Prismenkanten  paral- 
lelen Geraden  liegen,  mit  hi,  h^^  dann  ist  offenbar  das  Volumen  dieses 
Prismas   V—  Fhi  -f-  Fh^  =  -F(Ai  +  A2),  wodurch  mit  hi  -h  h2=^h 

V=F.h. 

Das  Volumen  eines  wseitigen,  auf  beiden  Seiten  schief  abgeschnit- 
tenen Prismas  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Inhalte  des  Normal- 
schnittes und  der  Flächenschwerpunktsaxe. 

Lassen  wir  bei  einem  solchen  Prisma  die  Längen  der  Seiten  des 
Normalschnittes  einander  gleich  und  unangebbar  klein,  seine  Seitenzahl 
unendlich  gross  werden,  dann  geht  das  Prisma  in  einen  Cylinder  über. 
Mithin  gelten  für  einen  schief  abgeschnittenen  Cylinder  rücksichtlich  des 
Inhaltes  seines  Mantels  und  seines  Volumens  dieselben  Sätze,  welche  für 
das  schief  abgeschnittene  nseitige  Prisma  aufgestellt  wurden. 


Drittes  Kapitel. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Das  Prinzip  der  virtaellen  Geschwindigkeiten  ist  durch  den  allgemeinen  Satz 
dargestellt : 

f,Wenn  irgend  ein  materielles  Pnnktesystem,  auf  welches  irgend  welche  Kräfte 
wirken,  im  Gleichgewichte  ist,  und  wir  steilen  uns  vor,  dass  dieses  System  ohne 
Änderung  seiner  geometrischen  Verhältnisse  irgend  eine  unendlich  kleine,  willkürliche 
Verschiehung  erfährt,  dann  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  einzelnen  Kräften 
und  den  Projektionen  der  Wege  ihrer  Angriffspunkte  auf  die  Kraftrichtungen  gleich 
Null.  Die  Projektion  des  Weges  des  Angriffspunktes  auf  die  Kraftrichtung  wird  hier- 
bei als  positiv,  wenn  sie  in  der  Richtung  der  entsprechenden  Kraft  liegt,  als  negativ 
angesehen,  wenn  sie  in  entgegengesetzter  Richtung  liegt.  ^ 
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Die  Projektionen  der  von  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  beschriebenen  Weg« 
auf  die  Kraftrichtnngen  werden  ihre  rirtuellen  (resch windigkeiten  genannt. 

Bezeichnen  P,  Q,  R. die  Er&fte  irgend  eines  an  einem  materiellen  Systeme 

wirkenden  Eräftesystemes ,  a ,  ß,  y,-  "-  ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten ,    dann  ist, 

insofern  nur  die  ersten  Potenzen  von  a,  ßj  y, berficksichtigt  werden, 

Pa-hQß'hR7-h86f..,,z=zO.  (A) 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wurde  zuerst  von  Guido  Ubaldi 
als  eine  Eigenschaft  des  Hebels  und  der  beweglichen  Bollen  entdeckt.  (Mechanioomm 
Liber;  De  Libra;  De  Cochela.)  Seine  Existenz  erkannte  später  Galileo  an  der  ge- 
neigten Ebene  und  den  von  ihr  abhängigen  Maschinen  (Della  Scienza  Mecanica«  Opera, 
Tum.  I,  p.  265,  Bolonga,  1655).  Der  Ausdruck  «Moment"  einer  Kraft  oder  eines  Ge- 
wichtes, welches  an  irgend  einer  Maschine  wirkt,  wurde  von  Galileo  gebraacht,  um 
die  Energie  oder  Anstrengung  zu  bezeichnen,  mit  welcher  es  die  Maschine  in  Be- 
wegung setzt;  er  erklärte  demgemäss,  dass  es  fQr  das  Gleichgewicht  einer  Maschine, 
an  welcher  zwei  Kräfte  wirken,  nOtig  ist,  dass  ihre  Momente  gleich  nnd  von  ent- 
gegengesetzter Kichtung  sind.  Überdies  zeigte  er,  dass  das  Moment  einer  Kraft  stets 
proportional  dem  Produkte  aus  dieser  Kraft  und  ihrer  virtuellen  Geschwindigkeit  ist 
Das  Wort  Moment  wurde  in  demselben  Sinne  von  Wallis  gebraucht  (Mechanica,  dve 
de  motu  Tractatus  Geometricus),  welcher  Galileo's  Prinzip  der  Gleichheit  der  Momente 
als  den  Fundamentalsatz  der  Statik  adoptierte  und  daraus  die  Bedingungen  fOr  das 
Gleichgewicht  der  Hauptmaschinen  folgerte.  Descartes  (Lettre  73,  Tom.  I,  1657;  de 
Mechanica  Tractatus,  Opuscula  Posthuma)  hat  gleichfalls  die  ganze  Wissenschaft  der 
Statik  auf  ein  einziges  Prinzip  zurfickgefflhrt,  welches  genau  mit  demjenigen  von  Ga- 
lileo übereinstimmt,  es  ist  indessen  dasselbe  unter  einer  weniger  allgemeinen  Form 
von  ihm  dargestellt  worden.  Das  Prinzip  besteht  darin,  dass  genau  dieselbe  Kraft 
zum  Heben  eines  Gewichtes  P  auf  eine  Hohe  a,  wie  zum  Heben  eines  Gewichtes  Q 
auf  eine  Höhe  b  erforderlich  ist,  wenn  die  Proportion  besteht:  P:Q  =  b:a.  Darau§ 
folgt,  dass  zwei  an  einer  Maschine  befestigte  Gewichte  im  Gleichgewichte  sein  werden, 
wenn  sie  in  einer  solchen  Weise  angeordnet  sind,  dass  die  kleinen  Wege,  welche  sie 
gleichzeitig  beschreiben  können,  ihren  Grossen  reziprok  sind. 

Torricelli  (De  Motu  graviuro  naturaliter  descentium,  1644}  ist  der  Verfasser 
eines  anderen  Prinzipes,  welches  unmittelbar  ans  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten hervorgegangen  sein  mag,  es  lautet:  .Wenn  irgend  zwei  fest  mitein- 
ander verbundene  Gewichte  sich  in  einer  solchen  Lage  befinden,  dass  ihr  gemein- 
schaftlicher Schwerpunkt  an  der  tiefsten  Stelle  liegt,  welche  er  folgerecht  mit  den 
geometrischen  Bedingungen,  den^'U  sie  unterworfen  sind,  einnehmen  kann,  so  sind 
sie  im  Gleichgewichte.*'  Dieses  Prinzip  hat  zu  dem  folgenden  allgemeineren  Veran- 
lassung gegeben:  „Ein  beliebiges  System  schwerer  KOrper  ist  im  Gleichgewichte,  wenn 
sein  Schwerpunkt  in  seiner  tiefsten  oder  höchsten  Lage  sich  befindet." 

Johann  BemouUi  war  der  Erste,  welcher  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten unter  seiner  allgemeinsten  Gestalt  bekannt  machte.  Derselbe  that  dieses  unt^ 
der  oben  angegebenen  Form  durch  einen  Brief  an  Varignon,  datiert  Basel,  Jan.  26, 
1717.  (Nouvelle  M^canique,  Tom.  II,  sect.  9.)  Der  au£hllende  Wert  des  Prinzipti^ 
welches  ein  Werkzeug  analytischer  Verallgemeinerung,  ist  glänzend  durch  Lagrange 
in  seiner  Mäcanique  Analytique  dargelegt  worden. 

Von  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  mag  unmittelbar  das  Prin- 
zip abgeleitet  worden  sein  t  welches  Maupertuis  in  Les  M^moires  de  TAcadteie  des 
Sciences  de  Paris,  1740  unter  dem  Namen  «Gesetz  der  Ruhe*  (Loi  de  Repos)  vorge- 
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schlagen  bat,  und  welches  Euler  in  Les  Mämoires  de  TAcadämie  de  Berlin,  1751 
ausführlich  entwickelt  hat.  Angenommen  irgend  eine  Anzahl  von  Er&ften  P,  Q, 
i2,  .  .  .  .,  welche  nach  festen  Gentren  gerichtet  und  funktional  ihren  Distanzen 
p,  q,  r, . . . .  von  diesen  Centren  sind ,  wirke  an  einem  unverftnderlichen  materiellen 
Systeme,  und  dieses  System  erleide  eine  unendlich  kleine  Verschiebung,  wodurch  die 
6r(}ssen  p,  q,  r, . . . .  sich  ändern  um  die  unendlich  kleinen  Beträge  dp,  d  9,  ti  r, . . ., 
dann  ist  zufolge  des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Pdp-hQdq-hRdr  -¥- =  0,. 

oder,  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  d  U  bezeichnet  wird, 

d  n  =  0.  (B) 

Daraus  geht  hervor,  dass  Gleichgewicht  stattfindet,  wenn  das  System  sich  in  einer 
solchen  Lage  befindet,  für  welche  27  einen  Maximalwert  oder  einen  Minimalwert  be- 
sitzt. Dieser  Satz  macht  das  Prinzip  der  Ruhe  von  Maupertuis  aus.  £s  folgt  in- 
dessen umgekehrt  nicht,  dass  für  ein  ruhendes  System  17  einen  Maximal-  oder  Minimal- 
wert  haben  muss,  denn  wir  wissen  durch  die  Lehren  der  Differentialrechnung,  dasa 
die  Gleichung  (B),  obgleich  eine  nCtige,  nicht  die  einzige  Bedingung  für  das  Bestehen 
eines  solchen  Wertes  ist  Lagrange  (M^canique  Analytique,  Premiere  Partie ,  sect.  5) 
hat  gezeigt,  dass  das  Gleichgewicht  stabil,  wenn  27  ein  Minimum,  dass  es  labil,  wenn 
27  ein  Maximum  ist. 

Diese  Theorie  durch  ein  allgemeines  Beispiel  beleuchtend,  ist  es  klar,  dass 
irgend  ein  schweres  System  im  stabilen  oder  labilen  Gleichgewichte,  je  nachdem  der 
Schwerpankt  dieses  Systemes  sich  in  der  tiefsten  oder  höchsten  Lage  befindet,  welche 
mit  den  geometrischen  Beziehungen,  denen  das  System  unterworfen,  vereinbar  ist. 

Das  von  Caurtivron  entwickelte  Gleicbgewichtsprinzip  (M^moires  de  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Berlin,  1748,  1749)  gründet  sich  ebenfalls  auf  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten.  Dieses  Prinzip  bekräftigt,  dass  bei  einem  Systeme  von  EOrpem^ 
welches  sich  unter  der  Wirkung  beliebiger  Kräfte,  die  sich  nach  irgend  welchen  Ge- 
setzen ändern,  in  Bewegung  befindet,  eine  einem  Maximum  oder  Minimum  von  leben- 
diger Kraft  entsprechende  Lage  des  Systemes  eine  Gleichgewichtslage  sein  wird,  wobei 
im  ersten  Falle  stabiles,  im  zweiten  labiles  Gleichgewicht  stattfinden  wird 


Erster  Abschnitt. 

öleichgewicht. 

1.     Ein  materieller  Punkt  wird  von  zwei  Centralkräften  A  und  B 
angezogen.     Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  dieses  Punktes? 

Es  seien  AB  (Fig.  264)   die  Centra  der  Kräfte 
A^Bj  welche  um  die  Strecke  AB  =  a  von  einander  ab- 
stehen.   Femer  sei  P  der  angezogene  Punkt,  PMJ-ABy 
^  '    AP=r,  BP=^s,  AM=^x,  MP  =  y. 

Figur  264.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Punkt  Peine  unendlich 

kleine  Verschiebung  erhalte,  dann  werden  die  Differentiale  dr,  ds  von  r, 
8  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Kräfte  A^B  sein,  es  muss  daher 
die  Bedingung  erfüllt  werden 


Va:' 


v* 
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Adr-hBds  =  0.  (1) 

Aber  es  ist  r=Va;"2+7*,  «  =y(ä-^)« +y«,  also  dr  =  ''4ß==^ 
^„_  —  (g  — ^)<?a;  +  y<?.V 

80  dass  durch  Einfahning  dieser  Werte  in  (1) 

j^^dx^ydy  ^  ^  —  {a  —  x)ix'^ydy  ^^ 

Nun  sind  da?  und  dy  von  einander  unabhängige  Grössen,  wie  auch  immer 
die  unendlich  kleine  Änderung  in  der  Lage  von  P  beschaffen  sein  mag, 
weshalb  auch  die  Gleichungen  bestehen  müssen 

Die  (3)  giebt  y  =  0,  womit  die  (2)  A=^B  liefert.  Daraus  erkennen  wir, 
dass,  wenn  auf  irgend  einen  freien  materiellen  Punkt  durch  zwei,  nach 
zwei  festen  Centren  gerichtete  Kräfte  gewirkt  wird,  dieser  Punkt  in  der 
Linie,  welche  die  beiden  Kraftcentra  verbindet,  liegen  muss  und  dass  die 
beiden  Kräfte  gleich  gross  sein  müssen  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes. 

Euler,  Mömoires  de  VAcadömie  de  Berlin,  1751,  p.  184.    Walton,  p.  156. 

2.     Ein  materieller  Punkt  O  (Fig.  265)  liegt 
auf  einer  geneigten  Ebene  AB,  auf  ihn  wirkt  eine 
Kraft  P  in  gegebener  Richtung.     Die  Grösse  von  P 
^0      c       gou  go  bestimmt  werden,  dass  der  materielle  Punkt 
Fjgur  285.  \^  ßujjg  jg^^  ^uch  soU,  weuu  P  bekannt,  der  Druck 

auf  die  Stützebene  berechnet  werden. 

Es  sei  G  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  O,  R  die  B^aktion 
der  geneigten  Ebene ,  2i.P0B=^&,  «  die  Horizontalneigung  von  A B. 
Wird  dem  Punkte  O  eine  kleine  Verschiebung  ß  in  der  Richtung 
A  B  erteilt ,  dann  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  von  P  und  O 
ß  C08  &  und  —  ß  sin  a  und  die  virtuelle  Geschwindigkeit  von  R  ist  gleich 
Null.    Folglich  erhalten  wir 

P.ß€os&  —  a.ß8ina  =  0,     oder     Pcosd'— Gsma=:0, 
womit  sich  ergiebt 

p=(?'-^.  (1) 

cosS- 
Um  die  Reaktion  R  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  den  Punkt  O  um  die 
unendlich  kleine  Strecke  ß  parallel  zur  Basis  A  0  der  schiefen  Ebene  ver- 
schoben, dann  ist  die  virtuelle  Geschwindigkeit  von  G  gleich  Null,  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  von  P  und  R  sind  ß  cos  («  -f  d)  und  —  ß  ein  a, 
mithin  muss  sein 
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Pßcos  {a  H-  d)---Rß8ina  =  0,       oder       Pco8{a  +  &)  —  Rsina^^  0» 
woraus  folgt 

Ä  =  P — ^4 -*    oder    R=G  — ^^ — - — ^,  mit  (1). 

8tn  a  008  & 

Ealer,  M^moires  de  PAcad^mie  de  Berlin,  1751,  p.  184.    WaltoD,  p.  158» 

Ist  die  Kraft  P  zu  bestimmen,  wenn  zwischen  dem  materiellen 
Punkte  und  der  Stützebene  Beibung  vorhanden  ist,  dann  erhalten  wir  für 
P  einen  Maximal-  und  einen  Minimalwert,  je  nachdem  die  geringste  Vcr- 
grösserung  von  P  eine  Bewegung  die  Ebene  hinauf  oder  die  geringste 
Verkleinerung  von  P  eine  Bewegung  die  Ebene  hinab  verursacht.  Im 
ersten  Falle  wirkt  der  Beibungswiderstand  u/2  der  Kraft  P  entgegen, 
im  zweiten  kommt  er  derselben  zu  Hilfe.  Für  das  Maximum  von  P  ist, 
wenn  der  Punkt  O  um  die  unendlich  kleine  Strecke  ß  die  Ebene  hinauf 
verschoben  wird, 

P ß  co8&'-G ß 8ina—fAß R=^0,   oder  Peo8&—G8tna—fiR=0,     (2) 

wenn  wir  den  Punkt  O  um  den  Betrag  ß  senkrecht  zur  Ebene  verschoben 
denken 

Pß8in&'-Gßco8a-^Rß=0,    oder    P8in&—Gco8(x-h R=0.     (3> 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt 


max 


8in  a  ■+•  fi  C08  a 

=  ix 


C08x^  -+-  II sind- 

die  (3)  giebt 

R=  G  C08  a  —  P8in  x^. 

Soll  die  Kraft  P  den  Punkt  0  eben  im  Gleichgewichte  erhalten,  dann 
ist  —  /t*  an  Stelle  von  [x  zu  setzen,  was  giebt 

^  sin  a  —  fA  cos  a 

COS  &  —  fl  8tn  xß' 

Der  materielle  Punkt  wird  mithin  in  Buhe  bleiben,   so  lange  als  die 
Grösse  von  P  zwischen  den  eben  bestimmten  Werten  liegt. 


Sil 


ff  3.    An  einem  zweiarmigen,  geradlinigen  Hebel 

f  ÄCB  mit  dem  Drehpunkte  C  (Fig.  266)   sind  die 
1^  Gewichte  P  und  Q  im  Gleichgewichte.     Welches  ist 
^*^'  das  Verhältnis  dieser  Gewichte? 

Figur  266.  Wird  der  Hebel  durch  eine  kleine  Drehung  in 

die  Lage  Ai  CBi  gebracht,  werden  von  Ai  und  Bi  aus  auf  die  Bich- 
tungen  der  Kräfte  die  Perpendikel  A^  a  und  Bi  h  gefällt,  so  sind  Aa 
und  B  h  die  Projektionen  der  Wege,  welche  die  Angriffspunkte  der  Kräfte 
P  und  Q  zurückgelegt  haben,  und  da  der  Angriffspunkt  von  P  vorwärts, 
derjenige  von  Q  zurückgetreten  ist,  so  erhalten  wir 


«22 


Das  Prinzip  der  virtaellen  Geschwindigkeiten.        IV.  Th.  Kap.  III 


P.Aa  =  Q.Bb,  oder  P:Q  =  BbiAa. 

Es  ist  aber  offenbar  Bh:Aa  =  BiCiA^  C=BC:AC\  mithin 

P:Q  =  BC:AC, 

d.  h.  die  Kräfte  müssen  sich  umgekehrt  wie  ihre  Hebelsarme  verhalten. 

4.  In  einer  vertikalen  Ebene  stützt  sich  ein  gerader,  stabfonniger 
Körper  ABC  auf  einen  vertikalen  Pfosten  BE  im  Punkte  B  und  gegen 
«inen  solchen  HK  mit  seinem  Ende  A.  Unter  welchen  Verhältnissen 
ist  der  Körper  ABC  im  Gleichgewichte? 

Hier  können  verlangt  werden  1)  die  Gleichgewichtslage,  2)  die 
Gleichgewichtslage  und  die  Beaktion  der  Stütze,  3)  die  Gleichgewichts- 
lage und  die  Reaktion  des  Pfostens  HK,  4)  die  Gleichgewichtslage  und 
beide  Reaktionen. 

1)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage. 
Es  sei  (Fig.  267)  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes 
AB,  in  welchem  sein  Gewicht  G  vertikal  ab- 
wärts wirkend  gedacht  wird,  Ri  die  Beaktion 
der  Stütze  B  E  bei  JB,  senkrecht  zu  A  C,  B^ 
diejenige  des  Pfostens  HK^  senkrecht  zu  ^A^ 
BD±.HK  und  =  b,  AS^a,  2i.SAB=^. 
Weil  es  sich  nur  um  die  Gleichgewichts- 
lage handelt,  so  haben  wir  dem  Stabe  A  C  eine 
unendlich  kleine  Verschiebung  in  der  Weise  zu  erteilen,  dass  er  mit  der 
Stütze  B E  und  dem  Pfosten  HK  in  Berührung  bleibt,  damit  die  Reak- 
tionen jRi  und  Ä2  ßicht  iß  ^^^  Gleichung  der  virtuellen  Momente  vor- 
kommen ,  also  in  die  Lage  Ai  B  Ci  zu  bringen.  Bezeichnet  nun  h  die 
Höhe  des  Schwerpunktes  S  von  -äC  über  der  Horizontalen  durch  den 
Punkt  By  so  ist 

h=^  B  S .  €08  ^  =  (a  —  6  C08€C  d^)  cos  &  =  a  cos  ^  —  h  cotg  &^ 

Die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist 

G.dh  =  0, 
<laher  muss  sein 

b 


Fignr  267. 


Ksin^d-  J 

folglich 

^    a 
womit  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 


also  auch 


b  —  asin^  ^  =  0, 


8in 


..H 
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2)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  und  der  Reaktion  der  Stütze. 
In  diesem  Falle  haben  wir  die  unendlich  kleine  Verschiebung  so  vorzu- 
nehmen, dass  der  Stab  mit  dem  Pfosten  HK,  aber  nicht  mit  der  Stütze 
BE  va  Berührung  bleibt,  also  die  Lage  Ai  Bi  Ci  (Fig.  267  a)  annimmt. 

Mit  ÄÄi  =  c  ist  der  Weg  des  Punktes  B  in 
der  Richtung  Yon  J?i  der  Unterschied  der  Pro- 
jektionen von  Ä  Äi  und  Äi  Bi  auf  die  Rich- 
,  tung  von  Ri ,  also  =  ÄAi  .  ein  d'  —  ÄiBi  X 

(^-<^^\  und   weil   ^1  ^1  =  ^B  - 

s  bco8€c&y  so  ist  dieser  Weg  auch  z^csind"- 
h  coaec  d'dO'.    Der  von  S  in  der  Richtung  von 


cos 


Figur  267  a, 

G  beschriebene  Weg  ist  =  ÄS .cosd-  =  AAi  —  Ai  Si . cos {&+€[&)  = 
acos&  —  c  —  acos&'hastn&dd'=a8in&dxk—c.  Daher  erhalten 
wir  als  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

{Gasm&'-  Ri  h cosec d) d ^  —  c (G  —  Äi  sin^)  =  0, 

welche  in  die  zwei  Gleichungen  zerfällt 

Gasind-^Eibcosec&^-Q         und  (?  — i?i«n^  =  0, 

indem  d&  und  c  zwei  von  einander  unabhängige  unendlichkleine  Grössen 
sind.     Aus  diesen  beiden  Relationen  folgt 

'     a  '     b 

3)  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  und  der  Reaktion  des  Pfostens 
HK,  Hier  haben  wir  dem  Stabe  eine  solche  unendlich  kleine  Verschie- 
bung zu  erteilen,  dass  er  mit  der  Stütze  B  E,  aber  nicht  mit  dem  Pfosten 
HK  in  Berührung  bleibt,  also  die  Lage  Ai  BCi  (Fig.  267  b)  annimmt. 

Mit  AA^  =<?  und  2i.BAAi  =  a  haben  wir 

hier   d  &=  c  sin  a  :  {AB  —  c  cosa)  =  —sina 

X  sin  &.    Der  Weg  von  S  in  der  Richtung  von 
G  ist    =  AS .cosd'  —  c cos {&  —  a)  —  Ai  Si 

X  cos  (^  -H  d  ^)  =  T-  sin^  ^  —  sin  ^^  c  sin  a 

—  ccosa  cos  ^,  der  Weg  von  A  in  der  Richtung 
von  Rz  ist  =  c  sin  {9-  —  a).    Damit  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Gl  fjsin^^  —  sind-^csina  —  c  cosacosi^ 
-h  -R2  (^  <^os  a  sin  &  —  c  sin  a  cos  d)  =  0, 


Figur  267b. 
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welche  in  die  zwei  Gleichungen  zerfällt 

G(^-^sin^&  —  8ind^—R2<^08^  =  0   und    Gcoe&  —  R2sin&  =  0,    aus 


ihnen  folgt 


sind- 


a 


Rz  ==  G 


Va^-b^ 


n 


4)  Ermittelung  der  Gleichgewichtslage,  der  Reaktionen  Bi  und  J?2. 

In  diesem  Falle  ist  der  Stab  J.  C  in  einer  sol- 
chen Weise  zu  verschieben,  dass  er  weder  mit 
dem  Pfosten  noch  mit  der  Stütze  in  Berührung 
bleibt,  also  die  Lage  Äi  Bi  Si  Ci  (Fig.  267c) 
annimmt.  Die  Projektionen  der  unendlich  klei- 
nen Wege  der  Angriffspunkte  -4,  J5,  Ä  der 
Kräfte  Ä? ,  jRi ,   ö   auf  die   Kraftrichtungen 

sind  alsdann   c  ein  (&  —  a) ,   c  sin  a  —  h  —, — -'^ 

Figur  267  c.  '  Stn  & 

8in&d&  —  cco3{x^  —  a),   womit  wir  die  Gleichung  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit erhalten 

G{a8in&d&  —  c  C08  {S-  —  ct)]-^  Ri[c  8in  a  —  b  — — -  } 
?  '  '  sin-d-i 


c 


Ä2  <^  ^'^  (^  —  «)  =  0, 

welche  infolge  der  Unabhängigkeit  der  Grössen  c  8in  a,  c  co8  a,  d  ^  in  die 
drei  Partialgleichungen  zerfällt 

Ri  —  Gein^—  R^  co8d'  =  0,  G co8d^  —  R28in&  =  0, 

Gasind'  —  Ri  bco8ee&  =  0. 

Durch  Elimination  ergiebt  sich  aus  diesen  Belationen 

a 

Indem  wir  noch  beachten,  dass 

dh  h  .    .  d^h 

d&^ 


8  in 


.=vi 


B.=G  \fl 


Bj  =a 


rt 


—  a  sin  ^, 


X   2b 
\8in^  & 


4-  ajcosd" 


d^      8in^  ^ 

ist,   erkennen  wir,  dass  k  ein  Maximum  und  folglich  das  Gleichgewicht 
labil  ist. 

Eine  andere  Lösung  dieses  Problemes  ist  die  folgende.  Wir  denken 
uns,  der  Stab  ABO  sei  dadurch  etwas  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ver- 
rückt, dass  wir  sein  Ende  A  entlang  HK  gleitend  machen,  den  Stütz- 
punkt B  noch  berührend.     Es  hat  dann  offenbar  der  Punkt  A  keine  Be- 
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wegung  parallel  zu  B^  uud  die  Bewegung  des  Punktes  B  des  Stabes 
parallel  zu  Bi  kann  durch  ein  Differential  zweiter  Ordnung  dargestellt 
werden.  Folglich  hat  von  den  drei  Kräften  ö,  Äi ,  122  das  Gewicht  G 
allein  eine  virtuelle  Geschwindigkeit.  Mit  J.S  =  a?,  8J^y  (Fig.  267, 
S.  622)  erhalten  wir  daher 

Gdi/  =  0,  oder  dy  =  0.  1) 

Nun  ist  hier,  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  SJB  und  \ADBj 
SJ:BS=^AD:AB,  d.h. 

?/  = ya^  —  b^^  äy= ^  da, 

so  dass  durch  (1) 

a&«- 378-0,  also         ^^=^^0^,  (2) 

womit  die  Gleichgewichtslage  festgesetzt  ist. 

Um  die  Beaktion  22/ zu  bestimmen,  denken  wir  uns  dem  Stabe 
«ine  vertikale  Verschiebung  ß  erteilt,  so  dass  der  Stab  eine  Parallelver- 
schiebung erleidet  und  dabei  Ä  entlang  HK  gleitet,  dann  sind  die  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  von  O,  Bi,  R2  die  Strecken  — /?,  ßsind',  0, 

daher  ist 

Ri  ßsm^  —  Gß  =  0,  d.  i.  R^  ei7i&  =  G. 

Aber  es  ist  sm  &  =  -r-^  =  —  =  1/  —  mit  (2),  folglich 

Damit  wir  R2  finden ,  denken  wir  uns  den  Stab  ÄC  in  seiner  Bichtung 
um  die  unendlich  kleine  Strecke  ß  verschoben,  dann  sind  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  von  (? ,  Äi ,  R^  die  Strecken  ^  ßco8&^  0 ,  ß  sin  ^, 
mithin  muss  sein 

R2ß8in&'-Gßco8&==0,  d.i.  R^^^Gcotg^. 

,/"i        I 

\/*^2_^2         y   ^8  _  J8 

Aber  es  ist  cotg  ^  =  ^ — r = ^^ —    mit  (2),  folgUch 

^2  —  <^ rn 

Euler,  M^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  ITSI,  p.  196.    Walton,  p.  157. 

5.  Ein  unveränderlicher  Stab  OA  (Fig.  268,  S.  626)  ohne  Gewicht 
wird  durch  ein  Gewicht  P,  welches  an  seinem  Ende  A  hängt,  angegriffen ; 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    I.  40 
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das  Stabende  O  ist  fest.    EF  ist  eine  Feder  in  6e- 
I  ^J&^^^^     stalt  eines  Kreisbogens  mit  dem  Mittelpunkte  O,  deren 

Kontraktionskraft   proportional  dem  Winkel  ÄOB  ist, 
wobei  OB  eine  in  der  vertikalen  Ebene  des  Stabes  lie- 
gende horizontale  Linie  darstellt.     Welches  ist  die  Buhe- 
Figux  268.         i^gg  ^gg  Stabes? 

Es  sei  OÄ==a,   2i,  ÄOB  =  <p,   OF=b,  a  der  Wert  von  y, 
wenn  die  Kontraktionskraft  der  Feder  gleich  £  ist,  so  dass  die  dem 

Winkel  y  entsprechende  Kontraktionskraft  £  -   ist.      O  A  werde  sehr 

wenig,  um  einen  Winkel  dg)^  gedreht  und  komme  dadurch  in  die  Lage 
0  a  in  der  vertikalen  Ebene  durch  0  Ä ,  dann  sei  apJ.ÄP  und  /  die 
neue  Lage  von  F.  Damit  haben  wir  durch  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten 

P,Ap'-^q>.F/=0,  (1) 

aber  es  ist,  weil  Äp,  AaJ^OB,  resp.  OA,  2^aAp  =  (p,  so  dass 
Ap  =  A  a .  €08  (p  =  a  co€  gt  d  if:^  Ff=  6  d  y,  folglich  erhalten  wir  mit  (1) 

n  -^^        r  A  J     •  C08(p  Eh 

P  a  cos  o)  =  —  oj  «>  =  0,  d.  1.  =  -=r —  » 

a  ip  Paa 

womit  {f  und  daher  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  ist. 

Euler,  M^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  1751,  p.  196.    Walton,  p.  159. 

6.  Ein  glatter  Stab  A  B  (Fig.  269)  stützt  sich  gegen  zwei  horizon- 
tale Zapfen,  welche  die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab 
in  den  Punkten  A\  A"  durchstossen ,  der  Stab  geht 
unter  dem  tieferen  und  über  dem  höheren  Zapfen  hin- 
weg, sein  tieferes  Ende  A  wird  von  einer  glatten,  hori- 
zontalen Ebene  unterstützt.  Welches  sind  die  Pres- 
sungen auf  die  zwei  Zapfen  und  die  Stützebene? 
Figur  269.  Die  Pressungen  auf  die  Zapfen  und  die  horizontale 

Ebene  sind  ihren  Reaktionen  auf  den  Stab  gleich,  die  Reaktionen  der 
Zapfen  auf  den  Stab  werden  zwei  zur  Stabaxe  senkrecht  gerichtete  Kräfte 
R^  R\  die  Reaktion  der  Ebene  wird  eine  vertikale  Kraft  R  sein.  Es 
sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  in  welchem  Punkte  wir  sein  Gewicht 
Cr  vereinigt  annehmen.  Demnach  haben  wir  hier  vier  Kräfte  Ä,  72',  Ä",  G, 
welche  an  den  vier  unveränderlich  mit  einander  verbundenen  Punkten 
-4,  A\  A'\  S  angreifen,  und  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Es  sei  AS=  a,  A' A"  —  6,  «  =  der  Horizontalneigung  des  Stabes. 

Denken  wir  uns,  der  Stab  erhalte  eine  kleine  Verschiebung  solcher 
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Art,  dass  er  noch  mit  den  zwei  Zapfen  in  Berührung  bleibt,  dann  sind 
offenbar  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  von  G  und  B  gleich  und  ent- 
gegengesetzt, daher  ist,  wenn  ß  die  Grösse  der  Verschiebung  in  der  Rich- 
tung des  Stabes  bezeichnet, 

Bßnna—Gßaina^O,  mithin  E  =  G.  (1) 

Nächstdem  nehmen  wir  an,  dass  der  Stab  eine 
kleine  Verschiebung  durch  Drehung  um  den  Punkt 
Ä'\  welcher  festbleibend  gedacht,  durch  einen  kleinen 
Winkel  oi  (Fig.  269a)  erleidet;  die  Punkte  a^  a\  8 
sind  dann  die  neuen  Lagen  von  A,  A\  8.  Von  a 
ziehe  a  m  senkrecht  zu  der  vertikalen  Geraden  durch 
Figur  269  a.  j[^  you  8  dic  Streckc  8  n  seukrecht  zu  der  vertikalen 

Geraden  durch  S.  Vermöge  des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  alsdann 

B.Am-B:.Ä'a—G.8n  =  0, 

also  mit  (1) 

G{Am  —  Sn)'-'B:.A'a=0.  (2) 

Aber  es  ist  Am  =  Aa,  co8 a  =  A Ä' .  co  co8 a,  Sn^=  Ss ,  cos a  = 
Ä'  8 .  m  008  a,  mithin 

Am — Sn  =  A8 .(oco8a  =  atocosa,     A' a' =^  A' A'\ m  =  b ao.     (2') 
Daher  ergiebt  sich  mit  (2)  und  (2") 

Ga<o  C08  a  —  Bf  bm  =  0j         d.  i.         Bf  =^  G-r-  cos  a.  (3) 

Femer  empfange  der  Stab  eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung parallel  zu  seiner  ursprünglichen  Lage  AB 
so,  dass  der  Punkt  A  auf  der  horizontalen  Ebene 
bleibt,  und  derselbe  die  neue  Lage  a  a  d'  b  (Fig.  269  b) 
annimmt,  dann  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
von  iZ",  B^'  gleich  und  entgegengesetzt,  diejenigen 
von  G  und  B  gleich  Null,  folglich  muss  sein 


Figur  269  b. 


a 


B''  =  Bf  =  G^co8a,  mit  (3). 

b 


(4) 


Figur  269  c. 


Die  Beaktion  R'  können  wir  auch  dadurch  finden, 
.B  dass  wir  den  Stab  AB  um  den  Punkt  A  in  seiner  ver- 
tikalen Ebene  einen  sehr  kleinen  Winkel  beschreiben 
lassen,  wodurch  er  aus  der  Lage  AA'  8  A"  in  die  neue 
Lage  Aa  8a"  (Fig.  269c)  kommt.  Mit  8n  senkrecht 
zur  Vertikalen  durch  8  ist  dann  die  Gleichgewichts- 
bedingung 

B:'.A''a"  —  B:.A'a  -  ö.  An  =  0. 
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Weil  nun  Sn^Ss.cosa,  Ä' a  lÄ a  :88  =  AA" :AÄ :AS  ist,    so 
erhalten  wir 

22".  A  Ä' —  S.  A  a  —  Q-.AS,co8a=^Q^ 

2?".  A  J."=  O  C—  cos  a .  AA'-^  A  S .  cos  a\ » 
R\AA"=G^co8a{AA'-hi)  =  G^co8a.AÄ\ 

0  0 


folglich 


ä"=  <?  -r-  cos  a  =  jR'. 

0 


Walton,  p.  159. 


7.  Ein  gleichförmig  schwerer  Stab  A  B  (Fig.  270)  ist  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  um  den  Endpunkt  A  drehbar;  an  seinem  Ende 
^bB  ist  ein  Faden  BCP  befestigt,  welcher  über  eine  glatte 
Bolle  bei  C  in  der  vertikalen  Linie  durch  A  geführt  ist  und 
an  seinem  frei  herabhängenden  Ende  ein  Gewicht  P  trägt. 
8  ist  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  G  sein  Gewicht,  ^-B  = 

Figur  270.    A0=  a^  AS=-^a^  2i.BA  C=&.    Welches  ist  die  Gleich- 

gewichtslage? 

Denken  wir  uns  das  Gewicht  des  Stabes  in  seinem  SchwerpunMe 
vereinigt  und  den  Stab  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  dS-  gedreht 
dann  ist  der  Weg  von  P  in  seiner  Kichtung  d{CP),  der  Weg  von  S 
in  vertikaler  Kichtung,  wenn  AM  =  AS,  d{CM),  mithin  die  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht 

P.d{CP)'hG.d{C3I)  =  0. 

Weil  aber  d{CP)  =  —acos'^d&,  d(CM)  =  dfa — ^co8S'\  so  muss 

auch  sein 

—  Pacos-^d^-^-Gdfa  —  -   cos&\  =  0, 

^  a 

d.  i.  —  Pacos-^  -\-  G-^sin&  =  0, 

woraus  folgt 

.    ^       P 

welche  Gleichung  die  verlangte  Lage  des  Stabes  giebt. 

Eine  andere  Lösung  dieses  Problemes  ist  die  folgende.  Bei  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  des  Stabes  um  den  Winkel  d&  ist  der  Weg 
von  P  in  seiner  Richtung 
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d{CP)  =  d  (BCP~BC)  =  d(B  C  J»  —  2  a  «n  y")  =  —  0008^(^0^. 

Das  Oewicbt  eines  Elementes  dx  des  Stabes  ist  G — »    sein    unendlich 

a 

kleiner  vertikaler  Weg  d(CM)=^d(a — ajcasS)  =  {ß8in&d&,  also  die 

Summe  der  virtuellen  Momente  aller  Elemente  des  Stabes  gleich 

(d  X  •\       G  /**  1 

O  —  xsind'd^]^^ — sin&dO'l  xdx=  ^Oasind-dd'. 
a  J       a  J^  2 

Daher  ist  die  Gleich  gewichtsbedingung 


woraus  folgt 


1  & 

-^Oasin&dd'  —  Pacos'^d&  =  0, 


.    ^       P 


8.  Vier  durch  glatte  Charniere  in  einer  vertikalen  Ebene  mit  ihren 

Enden  verbundene  Stäbe  AB,  BC,  OB,  BE 
(Fig.  271)  sind  in  eine  Gleichgewichtslage  gebracht, 
die  Enden  A  und  E  sind  durch  zwei  glatte  Gelenke 
an  die  horizontale  Ebene  AE  gefesselt;  der  Stab 
A  B  ist  gleich  dem  Stabe  E  D,  der  Stab  B  C  gleich 
Figur  271.  dem  Stabe   OB.      In  welchem  Verhältnisse    stehen 

die  Winkel  BAEmh^l  CBB  zu  einander? 

Es  sei  AB=^2a-=BE,  BC=2b=CDy  2i.BAE=a,  2^CBB 

=  ß,  AE  =  c,  m  gleich  dem  Gewichte  eines  jeden  der  unteren,  n  gleich 
demjenigen  eines  jeden  der  oberen  Stäbe. 

Nach  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  hier 

2m.d{asina)  -h  2 w . d (2 a «n a  +  6 sin ß)  =  0, 

daher  (m  H-  2 w)  a cos ada  -h  nbcosßdß  •-=  0, 

Femer  besteht  die  geometrische  Beziehung 

c  =  iacosa-\- ibcosß^     sodass     0  =  asinada -h  bsinß  dß.     (2) 

Indem  wir  (1)  mit  sin  a  sin  ß  multiplizieren  und  die  resultierende  Glei- 
chung mit  (2)  verknüpfen,  wird 

(m  -f-  2  n)  cos  a  sin  ß .  b  sin  ß  dß  =  n  cos  ß sin  a .  b  sin  ßdß^ 

mithin 

m  +  2n 
tffa  = — tffß. 

Mit  m  =  n  ergiebt  sich  demnach  tg  a  =  S  tg  ß. 

Walton,  p.  162. 


630 


Das  Prinzip  der  virtueUen  Geschwindigkeiten.         IV.  Th.  Kap.  in. 


9.    Zwei  Balken  ^C,  J5C  (Fig.  272)   in  einer  lotrechten   Ebene 

sind  bei  C  durch  ein  glattes  Chamier  verbunden. 
Die  Ebene  der  Balkenaxen  ist  senkrecht  zu  der 
Axe  eines  festen  Kreiscy linders  vom  Halbmesser  r, 
auf  dessen  Umfang  in  den  Punkten  P  und  Q  sich 
die  Balken  stützen.  Welches  ist  die  Gleichge- 
wichtslage? Wie  gross  ist  der  Druck  auf  das 
Chamier  bei  C? 

Es  seien  Ät,  S^  die  Schwerpunkte,  G^^  <?2 
die  Gewichte  der  Balken  AC^  BC^  welche  in  den 
Schwerpunkten  vertikal  abwärts  wirkend  gedacht 
werden.  Ferner  sei  0  der  Mittelpunkt  des  nor- 
malen Cylinderquerschnittes ,  2^.  COH^S-,  wobei  OH  die  Vertikale 
durch  O  ist,  2i:A00  =  qi  —  2^BC0,  Si  0=a,  SiC^b,  Si  Mi, 
S2  M2  je  eine  horizontale  gerade  Linie ,  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes 
des  Balkensystemes  über  einer  durch  0  gehenden  Horizontalebene. 
Für  das  Gleichgewicht  besteht  die  Gleichung 

(öl   -J-Ö2)^  =  (?i.0Jfi   -f-ög.OJfg, 

OMi  =OG.cos&—GSi.co8  2iACMi='^r-^'-aco8{(p  H-  ^), 


Figur  272. 


weil  aber 


OM2  =  O O . C08»  —  C S2  .cos 2(, B OM2  = 


so  ist  auch 


8in(p 

rcosd- 
8tnq> 


—  b  C08  {(p  —  ^), 


C08v^ 


(Gl  -t-  Ö2)^  =  (Gl  4-  Ö2)r  ^"  "~  —  Gl  aco8  (y  +  ;^)  —  (?2  hco8  (a  —  S). 

sifup 

Für  die  Gleichgewichtslage  muss  aber  J,  welches  eine  Funktion  der  beiden 

von  einander  unabhängigen  Veränderlichen  9  und  S^  ist,   ein  Maximum 

oder  Minimum  werden,  folglich  muss  sein 

/n  r^   ^dz  ,-^  ^   .       sind" 

dir  ein  <f> 


«^^^<^^)^>  =  -(G^ 


Gl  a  8in  (9  -H  ^)  —  Ö2  ^  **'»*  {9  —  ^)  =  0, 

jry    V       €08  &  €08  (f 

G^)r r-^ ^ 

8in^  if 

+  öl  a«m(y  -+« ;9^)  4-  G^b8in[if  —  ^)  =;  0. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ergiebt  sich 

(Gri [-h  Ö2)  r  €08€€^  Kft  =  (öi  a  —  ©2  ^)  cotg  &  -4-  (öl  a  +  Ö2  i)  cot^  y , 
{Gl  4-  G2)r€08eo^(p^{Gia'-G2b)tg&'h{Gia+  G2b)tffq^, 

womit  wir  erhalten,  indem  wir  diese  Relationen  von  einander  subtrahieren, 

tg2d'_G2b—Gia 
tg2(f'~  G^b-^Oia 


(1) 
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und  weon  wir  v>  eliminieren 

4  Gl  G2ab8in^(p  —  {Gi  -h  ög)  (Gi  a  4-  ög  b)rigg>  -+-  (»i  -h  G^Yr^  =  0. 

Daraus  folgt  q>  und  alsdann  ist  &  durch  (1)  gegeben. 

Nun  sei  T  der  in  einer  gewissen  Richtung  GT  auf  ^  C  und  in  der 

-entgegengesetzten  Bichtung  auf  B  O  ausgeübte  Druck  bei  C.    Auf  den 

Balken  A  C  wirken  die  Kräfte  öi,  T  und  der  unbekannte  Widerstand  des 

Cylinders  im  Stützpunkte  P,  so  dass,  wenn  wir  Momente  um  P  nehmen, 

die  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen 

Tco8{n  —  2i.ACT)  —  GiC08AHO  =  Q, 
T.PC.8in4.ACT-Gi.PSi.  sin2^AHO  =  0. 

Durch  diese  Gleichungen  erhalten  wir 

(^y^co8^2i.ABO-h(^^ysin^2i.AHO 

=  co8^{(p  -H  *)  +  (-(S'y—  l)  8in^{ip  -+-  &l 

womit  die  Grösse  des  Druckes  auf  das  Charnier  bestimmt  ist;  seine  Richtung 
resultiert  aus  der  Gleichung 

iff4,ACT=^^^^tff2i:AH0:=(l-'^tgg>)tff(9'i-i^). 

10.  Ein  Stab  A  B  (Fig.  273),  dessen  eines  Ende  A 
mit  einer  glatten  vertikalen  Ebene  OK  in  Berührung  ist, 
stützt  sich  im  Punkte  P  gegen  eine  glatte  Curve  a  ß. 
Die  Vertikalebene  durch  den  Stab  enthält  die  Curve  und 
ist  senkrecht  zu  der  Ebene  OK.  Der  Ort  dieser  Curve 
soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Stab  bei  jeder  Lage 
Figur  273.        im  Gleichgewichte  sein  kann. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  O  im  Schnitte  OK  der  vertikalen 
Ebene  ziehe  die  horizontale  Gerade  OL,  von  dem  irgend  einer  Lage  des 
Stabes  entsprechenden  Berührungspunkte  P  ziehe  die  Vertikale  PM\  S  sei 
der  Schwerpunkt  des  Stabes,  SHjlOL^  OM=^x^  MP=^y^  AS=  a. 
Durch  die  Geometrie  ist 

^  d8      ^      \       '  dxJ  d8      ^         dx         d8 

Weil  es  nun  für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Systemes  nötig  ist, 
dass  das  Differential  der  Höhe  seines  Schwerpunktes  Null  ist,  so  ist  es 
klar,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  für  jede  Lage  des  Stabes  Gleichgewicht 
möglich  ist,  wenn  S  H  von  unveränderlicher  Grösse  bleibt.     Daher  muss 

mit  /?  =  -  -die  Bedingung  erfüllt  sein 

et  SC 


M    U  L 
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dp 
C  •=^y  —  xp  -\ — T       _  > 

d  D 
SO  dass,  wenn  wir  nach  x  difFerentiieren,  -~-^q  setzen, 

dx 

0  =  — xq-^  ^ 


mithin  muss  sein 

5=0,      oder      x  = 


Die  erste  dieser  Lösungen  giebt  für  den  Ort  des  Punktes  P  eine  gerade  Linie. 
Durch  Integration  der  zweiten  Gleichung  erhalten  wir  als  Ortsgleichnog 
des  Punktes  P  223 

0=  ±(a^  —  x^)^+y. 
Wählen  wir  hier  den  Coordinatenursprung  so,  dass  y  =  0  für  a?  =  a,  in 
welchem  Falle  0  der  Schnitt  des  Stabes  in  seiner  horizontalen  Lage  mit 
der  Linie  O  K  ist,  dann  ist  (7=0  und  die  Gleichung  der  Curve 

111 
x^  +  y^  =  a^. 

Die  Curve  ist  demnach  eine  Astrois,  von  welcher  nur  der  untere,  aus  im 

Quadranten  bestehende  Ast  der  Aufgabe  genügt. 

Walton,  p.  163. 

11.  An  den  beiden  Enden  eines  über  eine  glatte 
Rolle  B  laufenden  Fadens  PBQ  (Fig.  274)  sind  zwei  Ge- 
wichte P  und  Q  befestigt,  welche  sich  in  der  vertikalen 
Ebene  PBQ  bewegen  können.  Das  Gewicht  P  hängt  frei 
herab,  das  andere  Q  liegt  auf  einer  Curve  AC  in  der 
Ebene   PBQ.     Unter  welchen   Bedingungen   ist   Gleich- 

Es  sei  der  Punkt  Ä  in  der  Vertikalen  B  X  Ursprung  rechtwinkeliger 
Coordinaten,  5-3r  Abscissen-,  .4  Y  Ordinatenaxe,  Q  eine  beliebige  Lage 
des  Gewichtes  Q  auf  der  Curve,  AM^x^  MQ=y^  BP  =  x\  AB=^a. 
b  die  Länge  des  Fadens  PBQ. 

Für  das  Gleichgewicht  haben  wir  die  drei  Bedingungen 

Pdx—Qdx=^0,    y=f{x\    b  =X'h^f{a  +  x)^ -^y^j 
die  zweite  ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve. 

Ist  nun  beispielsweise  die  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  im 
Punkte  -4,  mit  A  X  als  Axe,  4  a  als  Parameter,  dann  haben  wir 

y  =^f{x)  =  2y^a Xy        b  =  x' -h'^{a  -h  x)^  -H  4  ao?- 
Die  Differentiation  der  letzten  Gleichung  giebt 

0  =z  dx'  -^ .  =rr :  d  X  , 

y  a^  -h  6ax  -h  x^ 
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mithin  muss  sein 


3  0-1-0? 


Y a^  +  6aa?  -f-  os^ 
woraus  sich  ergiebt  o   n/o 


=  da?  -4-  Qdx  =■-  0, 


X  =  —  8  a  -I- 


/•+© 


Auf  zwei  in  einer  vertikalen  Ebene  liegenden  Curvon  AC,  AD 
(Fig.  275)  befinden  sich  zwei  Gewichte  Q,  P,  welche 
durch  einen  über  eine  Rolle  B  in  derselben  vertikalen 
Ebene  laufenden  Faden  verbunden  sind.  Es  soll  für 
eine  beliebige  Lage  von  P  und  Q  das  Verhältnis 
derselben  so  bestimmt  werden,  dass  Gleichgewicht  vor- 
handen ist. 
Mit   den  unter  11  gewählten  Bezeichnungen   haben  wir,  wenn  B 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist, 

Pdx'+Qdx=0,  y=f{oc),  y  =  <p{oo\  b  z=.-\[ x'^-^ry"^  +  Vo?«  +  yS 
wovon  die  beiden  mittleren  Bedingungen  die  Gleichungen  der  Curven  sind. 
Ist  beispielsweise  AI)  ein  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Ver- 
längerung von  B  A  liegt,  A  C  ein  Parabelbogen,  dessen  Richtlinie  durch  B 
geht,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  Curven,  wenn  c  den  Radius  des  Kreises 

bedeutet, 

y'^  =  2c{x  —  a)'-{x  —  a)\       y^^^aix  —  a), 

folglich  ist 

b='\/2x{c-ha)  -2ac--a2-h  Va?2-h4aa?~4a2. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 


0  = 


{c  -h  a)d  x' 


+  — ;=r 


{x-\-2a)dx 


^J2x{c^a)-2ac  —  a^  '   Vo;^  +  4ad?  —  4a2 
{c-\-a)d  X       (oc  -h  2  a)  dx 


also  ist 


0  = 

• 


BP 


Q  _dx  _x-^2aBP 
P^  dx'"  c^a  B<i 


BQ 

,    .      Q       X 
d.  1.     21  =  — 


2a 


a  \BQ        ) 


p  c  4-  a  \B  Q, 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  BQ  bekannt  ist,  das  Verhältnis  P:Q.  Sind 
P  imd  Q  gegeben,  so  erhalten  wir  o?,  weil  B  Q,  als  Funktion  von  x  be- 
kannt ist. 

13.  Zwei  gegebene  Gewichte  P,  Q  (Fig.  276) 
sind  durch  einen  Faden  PAQ  miteinander  verbunden, 
welcher  quer  über  einen  glatten,  horizontalen  Kreis- 
cylinder  gelegt  ist.  Welches  ist  die  Gleichgewichts- 
lage ? 
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Der  Faden  liegt  offenbar  in  einer  zur  Axe  des  Cylinders  senkrechten 
Ebene.  Ist  C  der  Mittelpunkt  des  normalen  Querschnittes  des  Cylinders,  sein 
Durchmesser 5(7D horizontal,  AC vertikal,  a Cylinderradius,  2i.PGQ  =  2a, 
welcher  durch  die  gegebene  Länge  des  Fadens  bekannt  ist,  2^QCA  =  cc-\-^, 
also  2^PCA^=^a  —  ^,  J  die  Höhe  des  Schwerpunktes  von  Pund  Q  über 
J?2),  dann  ist,  wenn  noch  P Jf  und  Q^N  vi  BD  paitdlele  Linien  sind, 

{P-\-Q)z=^P.  CM-h  Q.CN=Pa€08(a  —  &)'hQaco8(a-^  &), 
folglich 

(P  +  $)^  =  Paain{a  —  a)  —  Q  aain{a  +  &), 
iP'^Q)^^  =  —Paco8{a  —  d)  —  Qacos{a'hd)  =  —  {P-hQ)  1, 

In  der  Gleichgewichtslage  ist  aber  -—  =  0,  daher 

Pasin  {a  —  d)  —  Q  asin{a  +  d)  =  0, 
80  dass  p  —  Q 

Hierdurch  ist  die  Gleichgewichtslage,  welche,  weil  z  ein  Maximum  ist,  nicht 
stabil  ist,  bestimmt. 

14.  Ein  Faden  von  gegebener  Länge  läuft  über  eine  glatte  Bolle  A 
An  den  beiden  Enden  des  Fadens  sind  zwei  Gewichte  P,  Q  befestigt,  eines 
derselben  kann  auf  einer  gegebenen  Curve,  in  der  vertikalen  Ebene  durch  Ä 
frei  gleiten.  Eine  zweite  Curve  in  dieser  Ebene  soll  so  bestimmt  werden, 
dass  bei  jeder  Lage  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  wenn  auf  ihr  das  andere 
Gewicht  gleitet. 

Lasse  sein  P,  Q  (Fig.  277)  die  beiden  Gewichte  in 
einer  beliebigen  Lage,  A  N  die  vertikale  Gei-ade  durch  Ä^ 
\  AP  =  (>i,  AQ  =  Q2'  Ziehe  PMj  QN  senkrecht  zu  AN, 
.\g  nimm  AM  =  £c^  AN=x\  2i^PAN={pi,  2^QAN=^(p%* 
".  Denken  wir  uns  den  beiden  Gewichl^n  Verschiebungen  ent- 
lang zweier  kleiner  Bögen  ihrer  entsprechenden  Curven  erteilt,  so  ist  ver- 
möge des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Pdx-^Qdx^^Q, 
weil  diese  Relation  für  jede  Lage  des  Systemes  bestehen  muss,  so  folgt 

durch  Integration 

Pic-^Qoc^C, 

wobei  C  eine  Eonstante  bedeutet. 

Zu  Polarcoordinaten  übergehend  ist  jetzt 

P  Qi  €08  gfi-h  Qq2  008  q>2  =^  C.  (1) 

Ausserdem  haben  wir,  wenn  l  die  Länge  des  Fadens  bezeichnet, 

ßl  +  (>2  =  i-  (2) 
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Ist  nun  die  Curve,   auf  welcher  Q  sich   bewegt,   gegeben,   so  ist  ihre 

Gleichung 

/(^2,y2)  =  0,  (3) 

wobei /((»2,y2)  eine  bekannte  Funktion  von  q2  ^^^  (p2  bezeichnet. 

Eliminieren  wir  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  die  Grössen  (>2i  ^2» 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  verlangten  Curve 

wobei  xC^ii^i)  ^^^^  Funktion  von  qi  und  (pi  bezeichnet. 

Johann  Bernonlli,  Act.  Eradit.  1695|  Febr.  p.  59.  Leibnitz,  ibid.  April, 
p.  184.  L'Höpital,  Act.  Erudit.  Suppl.  Tom.  II,  sect.  6,  p.  289. 
Fns8,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1788,  p.  197.     Walton,  p.  161. 

15.  Auf  einer  Eugelfläche  vom  Halbmesser  a  befindet  sich  ein  mate- 
rieller Punkt  Jf,  welcher  von  den  Ecken  eines  Kugeloktanten  direkt  pro- 
portional der  ersten  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird.  Die  Gleich- 
gewichtslage des  Punktes  soll  bestimmt  werden. 

Es  seien  (Fig.  278)  OJC,OY,OZ  die  durch 

r  den  Kugelmittelpunkt  gehenden,  zu  einander  recht- 

/P'^*^  winkelige  Axen  des  Coordinatensystemes,  Ä,  B,  C  die 

/  ;\       \  anziehenden  Ecken  des  Kugeloktanten,  x^y^z  die 

/    /  "  ""-1         Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  Jf,  JT,  Y,  Z 

/  /'     ^y^^^  ^    ^^®  ^^®^  parallel  zu  den  Axen  wirkenden  Kräfte, 

Li — ""''"^  e^e\e'  die  Intensitäten  der  anziehenden  Kräfte  in 

T  der  Einheit  der  Entfernung,  also  die  auf  den  Punkt 

Figur 278.  j^  wirkenden  Kräfte  e.AM,  e\BM,  e\CM. 

Die   Eichtungscosinus   der  Kräfte   sind   für   den   Punkt   ^:— ^» 
^         ^   ,  für  den  Punkt  J5:^.    ^^^^   -^,  für  den  Punkt  C:   '"^ 


MA    MA  MB      MB     MB'  MC 


y      a  —  z 


folglich  ist 


MC    MC 

jr=  £ (a  —  a?)  -I-  e' er  4-  e'x  =  e a  -h  ( —  e  -\-  b-^-  e')oc^ 
T  =■  ay  -^  e  {a  —  y)  H-  «" y  =  «'  a  H-  («  —  c'  +  «") y, 
Z=^ez  -{•  a  z  -^  e' (a  —  z)  =  a' a-^-  {a  +  a  — a')z. 

Die  Hauptbedingung  für  das  Gleichgewicht  ist  daher 

I  e  a  -h  (— «  +  «'  +  a')x\  Sx  -^\a  a-h  {a  —  a  -i-  a')y\  8y 

-+-  t€"a  4-  (e  +  e'-  a'')z\äz  =  0.  '  (1) 

Hieran  kommt  noch  die  Bedingung 

x^'i'y^-hz^  =  a\  (2) 

womit 

aSx-hyäy-^zdz^O^    oder    lucdo) -h  XySy  -h  Xziz=^0.     (3) 
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Wird  diese  Gleichung  (3)  zu  der  (1)  addiert  und  werden  die  drei  Variationen 
gleich  Null  gesetzt,  so  folgt 

ea  -\-  {X  —  «4-  e  +  e')x  =  0,     b  a-^  {1  +  e  —  e  -k-  e')y  =  0, 1   . 

fi"a  -h  (A  -4-  6  H-  e  -  b')z  =  0.  I  ^^' 

Aus  den  Oleichungen  (4)  und  (3)  ergiebt  sich  nun 

8^  6'8  «"« 


'       /O       .  '     .  ''\ft      '       /1       .  '  ff\9   "~  ^^ 


woraus  /  sich  finden  lässt. 

In  dem  Spezialfälle,  wo  «  =  e'=  e\  also  die  Intensitäten  einander  gleich 

sind,  ergiebt  sich 

3fi2  =  {X  H-  «)2,      d.  i.      X^8±  «  V3, 

womit  die  Gleichungen  (4)  übergehen  in 

« a  -I-  (A  -h  €)a?  =  0,       €  a  -h  (A,  -h  e)y  =  0,       e a  -f-  (A  4-  «) -?  =  0, 

so  dass 

a 

Der  Widerstand  der  Kugelfläche  ist 

E  =  2l  Ya?2  4-2/^4-^  2-22o  =  2a«(l±  V  3 ) . 
Im  vorliegenden  Falle  sind  demnach  zwei,  im  allgemeinen  sechs  Gleich- 
gewichtslagen vorhanden. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

16.  Auf  einen  materiellen  Punkt  0  wirken  drei  Kräfte,  welcher  Richtungen  durch 
drei  Punkte  A,BfC  gehen.    Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zu  hestimmen. 

Die  drei  Punkte  Ä^B^G  müssen  sämtlich  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  den 
Punkt  0  enthält,  auch  sind  die  relativen  Grössen  der  drei  Kräfte  A,BtG  durch  irgend 
zwei  der  drei  Proportionen  gegeben 

B:C::8in2iC0A:8m2iÄ0By  C:A::sin2i.^0B:8in2i.B0C,  A:B::siv4.B0C:sin2lC0Ä. 
Euler,  M^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  1751,  p.  185. 

17.  An  einem  materiellen  Punkte  wirkt  eine  heliebige  Zahl  von  Kräften.  Die 
Bedingungen  zu  finden,  welchen  ihre  Grossen  und  Richtungen  unterworfen  sein  müssen, 
damit  der  Punkt  in  Ruhe  sein  kann. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  gerade  Linien^  welche  die  Kräfte  nach  Grösse  und 
Richtung  darstellen,  dann  muss,  damit  der  Punkt  in  Ruhe  sein  kann,  seine  Lage  zu- 
sammenfallen mit  dem  Schwerpunkte  einer  gleichen  Zahl  materieller  Punkte,  welche 
man  sich  in  den  Eckpunkten  dieser  geraden  Linien  angebracht  denkt. 

Dieses  berühmte  Gleichgewichtsproblem  eines  materiellen  Punktes  ist  Leibnitz 
zu  verdanken.  (Journal  des  Savans,  1693 ;  Opera,  Tom.  III,  p.  283).  Euler,  (M^moires, 
de  TAcad^mie  de  Berlin,  1751),  gab  eine  Demonstration  mit  Hilfe  von  Maupertnis 
a Gesetz  der  Ruhe',  und  Lagrange  (M^canique  Analytique,  Tom.  I,  p.  106)  eine  solche 
durch  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Siehe  auch  Poisson,  Tratte  de 
M^canique,  Tom  I,  No.  67.  Ein  allgemeineres  Kräftetheorem,  welches  dasjenige  von 
Leibnitz  als  einen  besonderen  Fall  in  sich  schliesst,  ist  durch  Chasles  (Correspondance 
Math^matique,  Tom.  V,  p.  106—108,  1829)  veröifentlicht  worden;  siehe  Bulletins  de 
TAcad^mie  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Bruxelles,  1840,  2™«  partie  p.  261. 
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18.  £in  kleiner,  entlang  einer  elliptischen  Linie  beweglicher  Ring  wird  nach 
dem  Centram . einer  Kraft  angezogen,  welche  direkt  proportional  der  Entfernung  ist. 
Die  Gleichgewichtslage  des  Binges  zu  finden. 

Die  verlangte  Lage  befindet  sich  anf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel 
zu  den  Axen  der  Ellipse  sind. 

19.  Ein  Faden  von  gegebener  Länge  länft  über  eine  glatte,  feste  Bolle;  an 
seine  Enden  sind  zwei  Gewichte  gefesselt;  eines  ist  fthig,  entlang  einer  geneigten 
Ebene  zn  gleiten,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Bolle  geht.  Man  soll  die  Ourve 
bestimmen,  auf  welche  das  andere  Gewicht  gelegt  sein  muss,  damit  bei  jeder  Lage  der 
zwei  Gewichte  Gleichgewicht  vorhanden  ist. 

Der  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene  mit  der  Vertikalen  macht,  sei  a,  dann 
wird,  wenn  die  Bezeichnung  dieselbe  wie  in  Aufgabe  14  ist,  die  Gleichung  der  ver- 
langten Curve  sein 

{Pcosg>  —  Qco8a)Q  =  c-^  Qlcoaa, 
welche  einem  Kegelschnitte  angehört. 

Fuss,  Nova  Acta  Acad.  Fetrop.  1788. 


Figur  279. 


20.  Ein  Balken  PQ  (Fig.  279)  stützt  sich  gegen  eine  glatte  ver- 
tikale Ebene  A  B  und  eine  glatte  Ourve  ^  P  in  einer  Lotebene  senkrecht 
zu  der  ersteren.  Die  Gestalt  der  Curve  soll  so  bestimmt  werden,  dass  der 
Balken  bei  allen  Lagen  in  Buhe  bleibt. 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Balkens,  MP  horizontal,  PQ  =  at 
SP=c,  AM  =  Xy  PM  =  y,  dann  ist  die  Gleichung  der  verlangten  Curve 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  ihr  Mittelpunkt  föllt  mit  Q  zu- 
sammen, wenn  PQ  horizontal  ist. 


21.    Ein  homogener,  gleichföm^iger  Stab  il  J5  (Fig.  280)  ruht  auf  einer  glatten, 
horizontalen  Ebene  Ca,  und  stützt  sich  gegen  eine  glatte  vertikale  Ebene  Gh,  die 

Lotebene  des  Stabes  steht  auf  diesen  beiden  Ebenen  senkrecht. 
Ein  gewichtsloser  Faden  ^CP  ist  mit  dem  einen  Ende  an 
dem  Stabende  A  befestigt,  läuft  über  eine  kleine  glatte  Bolle 
bei  C  und  trägt  an  dem  anderen  frei  herabhängenden  Ende 
ein  Gewicht  P.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Stabes? 
Ist  G  das  im  Mittelpunkte  des  Stabes  wirkende  Stab- 
gewicht, ß'  =  2^BAC,  so  ist  die  Gleichgewichtslage  durch  die 


Of-A 


Figur  280. 

Gleichung  bestimmt 


22.  Ein  ebenes,  gleichseitiges  Fünfeck  wird  von  fünf  gleichen  Stäben  AB^  BC, 
CDfDEfEA  gebildet,  die  locker  mit  einander  verbunden  sind.  Die  Ebene  des 
Fünfeckes  ist  vertikal,  der  Eckpunkt  C  der  höchste.  Die  Winkel  punkte  B,  D  des 
Fünfeckes  sind  fähig,  auf  einem  glatten,  festen,  horizontalen  Stabe  zu  gleiten.  Man 
soll  die  Belation  zwischen  den  Horizontalneigungen  der  Stäbe  AB,  BG  bestimmen, 
wenn  Gleichgewicht  ist. 

Sind  ^,  q>  die  Neigungen  der  Stäbe  AB,  BG,  so  ist 

tg&  =  2tgtf>. 
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28.  Eine  ebene,  von  einer  Parabel  begrenzte  Platte  stfltit  sich  in  einer  verti- 
kalen Ebene  auf  zwei  feste  Punkte  in  derselben  horizontalen  Linie.  Der  Schwerpunkt 
der  Platte  liege  in  der  Axe  der  Parabel»  in  einer  gegebenen  Entfernung  vom  Scheitel 
Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Es  sei  2a  der  Abstand  der  zwei  Stützpunkte,  4m  der  Parameter,  h  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  dem  Scheitel,  &  die  Neigung  der  Parabelaxe  zu  der 
Vertikalen  in  der  Gleichgewichtslage,  dann  ist  dieselbe  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

ein&\Sa^cos*&  -  4m (ä  —  m)co»2* 4- 4m2 }  =  0. 

24.  Ein  materieller  Punkt  wird  von  zwei  Eraftcentren  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  angezogen.  Zu  finden  die  Gleichung  der  Flftche,  aaf 
welcher  er  in  jeder  Lage  in  Buhe  bleiben  kann. 

Wenn  ß,  ii'  die  absoluten  Attraktionskrftfte,  r,  r'  die  gleichzeitigen  Abst&nde  des 
Punktes  von  den  Centren,  a,a'  gegebene  Werte  von  r^r^  sind,  so  ist  die  Gleichung 
der  Flache  ft      n'  _ß      /«' 

25.  An  dem  Ende  B  eines  Stabes  AB  (Fig.  28 1),  welcher  sich  frei  um  das 
Ende  A  in  einer  vertikalen  Ebene  drehen  kann,  ist  ein  gewichtsloser  Faden  BCU 
befestigt.    Der  Faden  läuft  bei  G  in  der  Vertikalen  durch  A  Aber  eine  glatte  Bolle 

c  und  hält  mit  dem  anderen  Ende  einen  schweren  Punkt  M  auf  einer 

glatten  Curve  CMN  in  der  vertikalen  Ebene  BAC.    Die  Gestalt 
Vy     dieser  Curve  soll  so  bestimmt  werden,  dass  für  alle  Lagen  des  Stabes 
^y  und  des  schweren  Punktes  M  das  System  im  Gleichgewichte  sein  kann. 
Mit^JB  =  2a,   AC  =  h,  2  =  der  Länge  des   Fadens  BCM, 
Q  =  der  Strecke  C  üf,  m  =  der  Masse  des  Punktes  M,  nC  =  derjenigen 
des  Stabes,  wird  man  als  Gleichung  der  verlaugten  Curve  finden 
^  w>2  -I-  2(2mÄco5*  —  m'V)i^:=ze, 

***"*  wo  c  eine  konstante  Grosse  ist. 

26.  Ein  Stab  geht  durch  einen  festen  Bing  in  der  vertikalen  Axe  einer  Um- 
drehungsfiäche  und  stützt  sich  in  allen  Lagen  mit  einem  Ende  auf  diese  Fläche  mit 
Gleichgewicht.    Welches  ist  die  erzeugende  Curve? 

Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  0  der  Bing,  ^  die  Neigung  der  Linie 
OP  zu. der  von  0  aus  abwärts  gezogenen  Vertikalen,  OP=:iTt  2a  =  der  Länge  des 
Stabes,  dann  ist  die  Gleichung  der  Curve 

wo  c  eine  willkürliche  Eonstante  ist. 

27.  Die  Ebene  einer  Parabel  ist  vertikal,  ihre  Axe  horizontal.  Auf  die  Curve 
sind  zwei  durch  einen  gewichtslosen  Faden  verbundene  Gewichte  gelegt,  welcher  über 
eine  glatte  Bolle  im  Brennpunkte  läuft.    Die  Gleichgewichtsbedingung  zu  finden. 

Sind  P,  Q  die  Gewichte»  j^x*  ^2  i^^^  Tiefen  unter  der  Axe^  dann  ist  die  Gleich- 
gewichtsbedingung durch  die  Proportion  ausgedrückt: 

28.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  der  Länge  l  stützt  sich  zwischen  dem  hohlen 
Bogen  einer  Ellipse  und  ihrer  kleinen  Axe,  welche  vertikal  ist.  Die  Axenlängen  der 
Ellipse  sind  21  und  l.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Der  Stab  wird  bei  jeder  Horizontalneigung  im  Gleichgewichte  sein. 
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29.  Zwei  Gewichte  P,  Q  sind  an  die  Enden  eines  gewichtslosen  Fadens  gefesselt 
und  liegen  auf  einer  Parabel  mit  yertikaler  Axe.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 

Wenn  Xi,  0C2  die  Entfernungen  der  Gewichte  P,  Q  lotrecht  Tom  Parabelscheitel 
sind,  4m  der  Parameter  der  Curve  ist,  dann  werden  die  Gewichte  ruhen,  sobald  die 
Bedingung  erfüUt  ist: 

x^      xi"       m 

30.  Zu  finden  diejenige  Stelle  der  Fläche 

wo  ein  materieller  Punkt  ruhen  wird,  welcher  von  irgend  einer  nach  dem  Coordinaten- 
Ursprünge  gerichteten  Kraft  angezogen  wird. 

Der  gesuchte  Punkt  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

«  _  y   __  ;er 1 

^        ^        ^        ya6  +  66  +  c6 

31.  Ein  gerader  Cjlinder  von  elliptischer  Basis,  welche  die  Halbaxen  a  und  b 
besitzt,  stutzt  sich  zwischen  zwei  glatten  Ebenen.  Die  Ebenen  stehen  senkrecht  auf 
einander  und  ihre  Schnittlinie  ist  parallel  zu  der  horizontalen  Axe  des  Cylinders.  Die 
Gleichgewichtslage  des  Cjlinders  soll  bestimmt  werden:   1)  wenn  die  Neigung  einer 

der  Ebenen  grosser  als  wc(ig^-r\,  2)  wenn  die  Neigung  jeder  Ebene  kleiner  als 

arc(tg=:TJ  ist. 

Es  sei  a  die  Horizontalneigung  einer  der  Ebenen,  9  die  Neigung  der  grossen 
Axe  der  Ellipse  des  Cylinderquerschnittes  zu  der  anderen  Ebene,  unter  der  ersten 
Hypothese  werden  zwei  Gleichgewichtslagen  stattfinden,  nämlich  dann,  wenn  die  grosse 
Axe  des  Querschnittes  zu  einer  der  zwei  Ebenen  parallel  ist.  unter  der  zweiten  An- 
nahme sind  drei  Gleichgewichtslagen  vorhanden,  nämlich  zwei  solche  wie  im  ersten 

Falle  und  eine,  welche  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

a2  4-  52 

cos  2  9»  = — —  cos  2  a. 

a^  —  ö» 

16-31.    Walton,  p.  164—168. 


Zweiter  Abschnitt. 

Stabiles  und  labiles  Gleichgewicht. 

1.  An  den  Ecken  eines  gleichschenkeligen  Dreieckes  in  vertikaler 
Ebene  sind  drei  Gewichte  aufgehangen.  Das  Dreieck  kann  sich  drehen  um 
eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  horizontale  Axe,  die  parallel 
zu  seiner  Basis  ist.  Welches  sind  die  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  zwei 
an  den  Endpunkten  der  Basis  aufgehangenen  Gewichte  einander  gleich  sind 
und  jedes  derselben  grösser  als  das  dritte  Gewicht  ist  ?  Welches  ist  der 
Charakter  des  Gleichgewichtes? 
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Es  sei  A  der  Scheitel,  AB  die  geometrische  Axe  des 
Dreieckes  (Fig.  282) ,  S  sein  Schwerpunkt ,  JL  JB  =  3  a ,  P 
das  kleinere,  Q,  eines  der  grösseren  Gewichte,  welche  in  H 
vereinigt  gedacht  werden  können,  ^  die  Neignng  von  AB 
zu  der  Vertikalen.  Die  Momente  von  2  $  und  P  um  S 
sind  absolut  genommen  2Qa«m^,  und  2Pa8in&^  daher 
ist  das  resultierende  Moment  2  a  (Q  —  P)  sin  d^ ,  genommen 
in  der  Bichtung  der  Pfeile.  Dieses  Moment,  genommen  von 
^  =  0 ,  bis  ;^  =  TT  wirkt  stets  in  derselben  Richtung ,  sofern  &  nicht 
thatsächlich  0  oder  n  ist,  in  welchen  Fällen  das  Moment  verschwindet. 
Folglich  sehen  wir,  dass  Gleichgewicht  mit  ;^  =  0  oder  d^=^n  stattfindet, 
im  ersteren  Falle  ist  dasselbe  stabil,  im  letzteren  labil. 

Walton,  p.  169. 

2,  AB  (Fig.  283)  ist  ein  um  ein  Charnier  A  in  seiner  vertikalen 
c  Ebene  beweglicher  Stab;  C  ist  eine  kleine,  glatte  Rolle  in 
der  vertikalen  Linie  durch  A;  AC  =  AS,  wo  5  der  Schwer- 
punkt von  A  B  ist.  Ein  gewichtsloser  bei  S  befestigter  Faden 
läuft  über  die  Rolle  O  und  trägt  an  seinem  frei  herabhän- 
genden Ende  ein  Gewicht  P.  Welches  ist  die  stabile  und 
die  labile  Gleichgewichtslage  des  Systemes? 

Es  sei  SA  =  a  =  AC,  1=  der  Länge  des  Fadens 
Figur 283.  ß C P,  (?  =  dem  Gewichte  des  Stabes  AB,  2i.SCA=^, 
^=  der  Vertikaldistanz  des  Schwerpunktes  von  P  und  des  Stabes  unter 
der  horizontalen  Ebene  durch  C.  Durch  die  Geometrie  ist  CP  =  l  — 
2  a  cos  ^,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  unter  der  Horizontalen  durch 
O  gleich  a  H-  a  CO*  2  ^ ,  folglich  ist  vermöge  der  Eigenschaft  des  Schwer- 
punktes eines  Systemes  von  Körpern 

{P-hG)w  =  P(l  —  2aco8&)-^-Ga(l-^cos2^). 
Nun  muss  sein,  wenn  hier  Gleichgewicht  ist,  — -  =0,   und   daher,    mit 

UV 

u  =  Gco82&  —  2Pco8&,   T^^  =  0,  also 

dxr 

^  =  —  2  ö  «m  2  ^  +  2  P  «m  ^  =  0, 

mithin  8in  ^{2aco8&-P)  =  0. 

Folglich  ist  es  für  das  Gleichgewicht  nötig,  dass  shix^  =  0,  also  ^  =  0, 

p 
oder  co8&  =  ^^  ist. 

22  Cr 

Die  nochmalige  Differentiation  von  u  giebt 
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^^.=  —  AG€os2S-  +  2Pco8d'. 

d   u  d   u 

Damit  haben  wir,  wenn  ^  =  0,  -=— ^  =  —  4  6?  4-  2  P,  folglich  wird  -r— ^ 

und  daher  —-^  positiv  oder  negativ  and  mithin  x  ein  Minimum  oder  ein 

Maximum  sein,  je  nachdem  P^  2  (?  ist.    Es  giebt  sonach,  wenn  P>  2  ö, 

^  =  0  eine  labile  und,  wenn  P<2Cr  ist,  eine  stabile  Gleichgewichts- 

p 

läge.    Ferner  erhalten  wir,  wenn  <?ö«^  =  ---—  ist, 

d&^  ■  G 

d  u  d  sß 

Mit  2  ö  >  P  ist  also  hier  -— -^  und  daher  3— ^  positiv,  sonach  die  Höhe 

dd^  a^* 

des  Schwerpunktes  von  P  und  G  ein  Maximum,  mithin  wird  die  Lage 
eine  labile  Gleichgewichtslage  sein.  Wenn  2  (?  <  P  ist ,  wird  cos  ^  un- 
möglich sein,  die  einzige  Gleichgewichtslage  wird  die  labile,  durch  ^  =  0 
gegebene,  sein. 

Walton,  p.  169. 

3.  Ein  gleichförmiger  Stab  P  Q  (Fig.  284)  befindet  sich  mit  seinen 

Enden  auf  zwei  glatten,  geneigten  Ebenen.  Zu  fin- 
den, ob  seine  Gleichgewichtslage  eine  stabile  oder 
eine  labile  ist. 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  FQ\ 

M  £  i        «"     von  P  imd  8  ziehe  man  PM^  SH  rechtwinkelig 

Figur  384.  ZU  dcr  horizoutalen  Ebene  hAc  durch  J.,  femer  sei 

2iBAh=^a,2i  CAc  =  ß,  PS  =  a=QS,  ^  =  der  Horizontahieigung 

von  PQ,   8n=z.    Mit  diesen  Bezeichnugen  erhalten  wir  durch   die 

Geometrie 

£  =  asin^  +  PM=a8in^  -h  AP.8ma  =  af(ind'  4-  2a— r—, —  ^.ffina, 

i  = ; -r  I  sin  (8  —  a)  sin 0  -f-  2  «n  a sin  ß  cos  d^  }• 

sin{a'\'ß)\         '^         ^  ' 

Nun  wird,  wenn  z  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist, 

u^=^sin{ß  —  cc)8in^  +  2  sin  a  sin  ß  cos  d 

ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sein,  folglich 

dt  u 

-—  =  sin  (ß  —  a)  cos  ^  —  2  sin  a  sin  ß  sin  ^  —  0, 

d^ 

und  daher  für  das  Gleichgewicht 

F.  Kraft,  Probl.  d.  nnalyt.  Mechanik.    I.  41 
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,^q_  ^n{ß  —  a) 
2  8in  a  8tn  p 

eine  positive  Grösse,  wenn  —  wie  angenommen  werden  soll  —  ß>a  ist. 
Die  zweite  Differentiation  von  u  giebt 

-j—z  =  —  «w  (ß  —  a)sin^  —  2  sin  a  sin  ß  cos  ^, 

womit  sich  zeigt,  dass,  weil  ^  offenbar  kleiner  als  ^  ist,  -  -^  negativ 

sein,  und  dass  der  Schwerpunkt  in  der  Gleichgewichtslage  sich  in  seiner 
Maximalhöhe  befinden  wird;  folglich  wird  das  Gleichgewicht  labil  sein. 

Walton,  p.  171. 

4.    Ein  hohles ,  glattes  Botationsparaboloid  ABC  (Fig.  285)  ruht 

mit  seinem  Scheitel  auf  einer  horizontalen  Ebene 
so,  dass  seine  Axe  fest  und  vertikal  ist.  In 
dasselbe  wird  ein  Stab  P  Q  so  gestellt,  dass  er 
sich  mit  dem  unteren  Ende  P  gegen  die  innere 
Fläche  des  Paraboloides  stützt  und  durch  den 
Figur  285.  Brennpunkt  F  gehalten  wird.    Welches  ist  die 

Gleichgewichtslage  und  die  Beschaffenheit  des  Gleichgewichtes? 

8  sei  der  Schwerpunkt  des  Stabes  PQ,  in  welchem  das  Stabge- 
wicht ö  angreift,  AF=a,  PS  =  b,PF=r,  2(.ÄFP=a,  MS\AF 
und  =  z. 

Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  mit  F  als  Pol 

2a  ,  ^       2a      , 

r  =  ^ >  also  cos^  =  -     — 1. 

1  -h  COS  ^  r 

Ferner  haben  wir 

i  =  MS  :=FS.cos^^ir  —  b)  cos^  =  (r  —  i»)^^  *  ~  1 Y 

z=--2a  —  r b  4-6. 

r 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

dz  _2ab       -  ^^^ ^      ^^^ 

dr~~    r^  '  dr^  r^ 

dz 

Für  den  Gleichgewichtszustand  muss  aber  —-  =  0  sein,  mithin 

r  =  V"2aft. 

Damit  ist  die  Gleichgewichtslage  bestimmt;  weil  die  zweite  Ableitung 
von  z  nach  r  negativ  ist,  sehen  wir,  dass  MS  ein  Maximum,  folglich 
das  Gleichgewicht  stabil  ist. 
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5.  Eine  quadratische  Platte  hängt  mittelst  eines  gewichtslosen  Fadens 
in  einer  vertikalen  Ebene.  Der  Faden  läuft  über  einen  glatten  Stift  und 
seine  Enden  sind  an  zwei  zu  einer  Kante  der  Platte  symmetrisch  ge- 
legenen Punkten  befestigt.  Die  Ruhelagen  und  die  Beschaffenheit  des 
Gleichgewichtes  zu  bestimmen. 

Es  sei  S  (Fig.  286)  der  Schwerpunkt  der  Platte, 

KCL  der  Faden,  welcher  über  den  Stift  C  läuft  und 

T<^^  an  der  Platte  in  den  Punkten  K,  L  befestigt  ist,  SR 

g        0 p    rechtwinkelig  zu  KL^  und  ACB  eine  unbegrenzte  hori- 

Figur286.         zontale  Linie.    Ferner  sei  Z=  der  Länge  des  Fadens, 
KL  =  a,  0=  der  Länge  einer  Seite  des  Quadrates,  ^=  der  Neigung 

von  S  H  TXL  der  Vertikalen,  -h-  w  =  der  Tiefe  von  S  unter  A  B,    Weil 

CK-h  CL  =  l  iatj  so  ist  der  Ort  von  C  bezüglich  KL  eine  Ellipse, 
von  welcher  iT,  L  die  Brennpunkte  sind.  Es  lässt  sich  geometrisch  leicht 
nachweisen,  dass  bei  der  Bewegung  von  KL  stets  der  Aufhängepunkt 
G  der  höchste  Punkt  dieser  Ellipse,  so  dass  die  Horizontale  AB  eine 
Tangente  an  die  Curve  ist.    Für  den  Abstand  des  Mittelpunktes  H  der 

Seite  KL  von  dieser  Tangente  erhalten  wir,  da  die  grosse  Axe  der  Ellipse 

-1 

gleich  Z,  ihre  Excentricität  gleich  -y  ist,  -^yz^—  a^cos^^^  Weil  fer- 
ner der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  H  eine  konstante  Grösse  ist, 
so  ist  die  Bedingungsgleichung 

U=  0C08&  -h  y^l^  —  a*  C08^  ^. 

Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 

du        .  ^  (        a* €08 & 

d^  \Yl^-^a^co8^& 


=  C08ü} 


d^u  _l         a^C08^ 


i3 


fl?^2  \^|V^  —  a'^C08'^^  )         V(Z2  — a2  6'ö«2^) 

Nun  erhalten  wir,  mit  -=—  =  0, 

^  =  0,         oder         co8e=-    . 

Wenn  ^  =  0  ist,  ,    „  =    ,-  —  c, 

rf^2         VZ2_^2  ' 

cl         ,  ,   d^u        l^c^  8tn^  ^        .  X.        /^  ~ 

wenn  co8^— — >-:  -z:r-ist,  ,-^= T ^— -=:emer  negativen  Grosse. 
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DarauH  erkennen  wir,  dass,  wenn  Z<—  V^a^  +  c^  ist,  hier  drei  Gleich- 

c 

gewichtslagen  vorhanden  sein  werden,  wenn  l>  —  Va*+c^  nur  eins- 
og 
Im  ersten  Falle,  wo  — ^  -    —  <?  =   einer  positiven  Grösse  ist, 

cl 
entspricht  ^  =  0  einer  Lage  von  labilem,  cos  ^  =  —  zwei  Lagen 

von  stabilem  Gleichgewichte. 

Im  zweiten  Falle,  wo  r—  —  —  <?=  eißör  n^ativen  Grösse  ist, 
entspricht  ^  =  0  einer  stabilen  Gleichgewichtslage. 

Walton,  p.  172. 

6.  Wenn  eine  elliptische  Platte  so  auf  zwei  in  einer  horizontaleD 
Linie  liegende  Zapfen  gestellt  wird,  dass  ihre  Ebene  vertikal  ist,  dann 
wird  hier  Gleichgewicht  sein,  wenn  die  Stützen  mit  den  Endpunkten  eines 
Paares  konjugierter  Durchmesser  zusammenfallen.  Welches  sind  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  der  Abstand  der  Zapfen  liegen  muss,  damit  diese 
Gleichgewichtslage  möglich  sein  kann?  Beweise,  dass  die  Lage  eine 
solche  von  labilem  Gleichgewichte  ist. 

Es  seien  (Fig.  287)  P\  P"  die  zwei  Zapfen; 
C  sei  der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  GA  ihre  grosse 
Halbaxe.  Ziehe  P'  M\  P"  M"  rechtwinkelig  zu  AC, 
CQ  rechtwinkelig  zu  P'  P".  Lasse  sein:  P'P"=c^ 
CQ=u,  CM'=^x\  P'M'^y\OM"=^x'\P"M"=^y\ 
Figur  «87.  Y)2ÄDii  erhalten  wir,   GQ  zu  der  Differenz  der 

Projektionen  von  GM\  P'  M'  auf  seine  Sichtung  gleichend, 

X  -^-x     ,      y  —y     ,      X  y  -\-x  y 

u  = y  — X  =  — — 

c      ^  c  c 

Setzen  wir  nun  x'  =  a cos (^\  y  =^h sin y',  x"  =  a cos (p'\  y'  =  b sin ip\ 
wo  a  und  h  die  Halbaxen  der  Ellipse  bedeuten,  so  ist  mit  tp  -\-  q)"=tp 

cu  =  ab  sin  (y'  +  y")  =  ab  sin  xjJ. 

Damit  u  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sein  kann,  muss  sein 

du         ,  ^ 

c -r—  =  abcosxlJ  =^  i), 
dxfj  ^ 


n 


folglich  xp  =^  --,  welches  zeigt,  an  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Ellipse 
denkend,  dass  P\  P"  Endpunkte  konjugierter  Durchmesser  der  Ellipse 


sem  müssen. 
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Weiter  ist 

e  -zi — 5  =  —  ab  ein il;  =  —  ab, 
axff^  ^ 

Mithin  ist  u  ein  Maximum^  also  das  Qleichgewicht  labil. 

Überdies  haben  wir 

c2:=  {x  +  xy  -t-  (y'  +  yy=a^  {cos  y  +  cae  y")*  +  **  (««  9  +  sin  (p")\ 
c^=za^{co8^''{'8in(p'y  H-  b^  {sinq)'  —  co8g>')^=a^  4-  6^  +  (a^  —  6*)  «n2y'. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Werte  von  c  zwischen  «Y^  und  6  V^2  lie- 
gen müssen. 

Walton,  p.  193. 

7.    Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  eines  Rotationsparaboloides, 
wenn  sich  der  Körper  auf  eine  horizontale,  glatte  Ebene  stützt. 

Es  sei  (Fig.  288)  AB  OD  das  Paraboloid,  wel- 
ches sich  im  Punkte  P  auf  die  Ebene  EF  stützt, 
Ä  G  seine  Axe,  die  mit  der  Stützebene  den  Winkel  ^ 
einschliessen  mag,  P Q  senkrecht  AG,  PS  vertikal. 
Für  den  Oleichgewichtszustand  muss  die  Lotlinie 
durch  P  den  in  der  Axe  des  Paraboloides  liegenden 
Schwerpunkt  S  treffen.    Mit  J.(7  =  a,  BG=b  ist 

b^  b^ 

der  Parameter  der  erzeugenden  Parabel  gleich  —>  also  Q  /S  =  ^r— »  daher 

a  Ja 


b^  QP^        b^ 

QP  =^—  cotg  ^,  -4  Q  =  ^^3-  =  2~2  ^^^9^  ^*  folglich  erhalten  wir 

a 

b^ 
AS  =  AQ'^Q8  =  -^{cotg^e  +  2), 

2 

und  weil  auch,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  il  jS  =  ^  a  ist,  so  folgt 

die  Bedingungsgleichung 


woraus  cotg  ^  =  l/riL  _  9 

so  dass  die  verlangte  Lage  gefunden  ist. 

TT 


ist 


Mit  ^=0  nimmt  cotgd^  seinen  kleinsten  Wert  an,    alsdann  i 

8  a^  b    I —  b    r- 

ö^  —  2  =  0,  also  a  =  -  Y  3.    Ist  mithin  a ^  ^  y  3,  so  kann  das  Pa- 
raboloid nur  dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  seine  Axe  vertikal  steht. 
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8.  Ein  Körper  mit  einer  konvexen  Oberfläche  ruht  auf  einem  anderen 
mit  einer  ebensolchen  Oberfläche.  Es  soll  mitersacbt  werden,  ob  das 
Gleichgewicht  stabil,  labil  oder  indifferent  ist 

j/  Es  sei  OAa  (Pig.  289)  die  Nor- 

j/  male  der  beiden  in  dem  Pnnkte  A  nch  be- 

'%}^  rührenden  Flächen,  in  welcher  der  Schwer- 

71         /    punkt  S  des  oberen  Körpers  liegt,  wenn 

\yf  ^^^y^        er  in  Ruhe  ist.  Ferner  seien  O,  (/ die  Krüm- 

y!ö^"^^^v.v^^  mungsmittelpunkte  der  Durchschnittslnir- 

/  N^       ven  beider  Oberflächen  mit   einer  dnrch 

OCf  gelegten  Ebene  für  den  Punkt  A^ 

Figur  289.  AO  =  q,Aa  =  q\  08  =  1,  OS=h  = 

der  Höhe  des  Schwerpunktes  S  des  oberen  Körpers  über  der  horizontalen 
Ebene  durch  O. 

Wird  der  obere  Körper  um  den  sehr  kleinen  Winkel  &  verrückt,  so 
dass  OBCy  die  neue  Lage  der  gemeinschaftlichen  Normalen  beider  Körper, 
Ä  die  neue  Lage  des  ursprünglichen  Berührungspunktes,  dann  ist 

Ä  =  (^  4-  q) C08&-  lco8 {^-h  2^Ä 0"B), 

und  weU  4^0"5=  — ;®  =  ^» 

Q  Q 

Mithin  ist  h  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem 

Z^-^,,    oder  4Ä^o'~Z^-^. 

Das  Gleichgewicht  ist  mithin  stabil,  labQ  oder  neutral,  je  nachdem 

AS^-^,  ist. 
-Q-hq 

Wenn  die  Oberfläche  des  unteren  Körpers  konkav  ist,  so  haben   wir  q 

negativ  zu  nehmen. 

Ist  die  Stützfläche,  also  die  Oberfläche  des  unteren  Körpers  eine 

Ebene,  dann  haben  wir  0  =  oo  zu  nehmen,  was  giebt  -^^—,  = r  =  q\ 

SO  dass  in  diesem  Falle  das  Qleichge¥dcht  stabil,  labil  oder  indifferent, 
je  nachdem 

AS^Q  ist. 
Ist  die  untere  Fläche  des  oberen  Körpers  eine  Ebene,  dann  muss  ^'=qc 
genommen  werden.    Das  Oleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  stabil,  nicht 
stabil  oder  neutral,  je  nachdem 

AS^Q  ist. 
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9.  Ein  Stück  eines  Umdrehungsparaboloides,  dessen  Dichtigkeit  sich 

ändert  wie  die  Flächen  seiner  Kreisschnitte ,  steht  mit  seinem  Scheitel  auf 

einer  horizontalen  Ebene.    Zu  finden  die  Länge  seiner  Axe,  wenn  das 

Oleichgewicht  indifferent  ist. 

Bezeichnet  c  die  Länge  der  Axe,  so  kann  leicht  bestimmt  werden, 

g 
dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Scheitel  gleich  ^(7  ist,  und  da 

der  Krümmungsradius  für  den  Scheitel  gleich  p  ist,  wenn  2p  den  Para- 
meter bedeutet,  muss  sein 

—  c  =  p^    womit    c=  ^p  folgt. 

Walton,  p.  191. 

10.  Die  Endpunkte  eines  gleichförmigen,  schlanken,  schweren  Stabes 
A  B  sind  mit  einer  horizontalen  und  einer  vertikalen  Ebene  in  Berührung. 
Die  Lotebene  durch  den  Stab  ist  senkrecht  auf  diesen  zwei  Ebenen.  Im 
Durchschnittspunkte  O  dieser  drei  Ebenen  befindet  sich  das  Gentrum  einer 
anziehenden  Kraft,  ihre  Intensität  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 
der  Entfernung,  in  dem  Schwerpunkte  des  Stabes  ist  sie  gleich  der  halben 
Schwerkraft.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  und  welches  ist  die  Art 
des  Gleichgewichtes? 

Es  sei  (Fig.  290)  S  der  Schwerpunkt  des 
Stabes  AB^  P  ein  beliebiger  Punkt  desselben, 
O  das  Attraktionscentrum,  O  P  die  Verbindungs- 
linie von  0  und  P^  PM  rechtwinkelig  zu  der 
Horizontalen  OA^  AS  =  a  =  B S^  AP^s^ 
^^  ^    ^  OP=^r,  PM  =  y,  2^0 AB  =^»,  die  Masse 

^^  der  Längeneinheit  des  Stabes  Masseneinheit. 

Die  Attraktion  auf  ein  Element  ia  des  Stabes  ist  die  vertikal  ab- 
wärts wirkende  Kraft  gSs  und  die  nach  dem  Gentrum  O  hin  gerichtete 

1  a^ 

Kraft  -q-^is.    Indem  wir  hier  die  Bezeichnung  adoptieren,  welche  wir 

2  r* 

bei  der  Erklärung  des  Prinzipes  von  Maupertuis  gebraucht  haben,  wird  sein 

1  2 

^^^  dn^gS-''{dsdy)  —  ^a^gdS-^y. 

Nun  ist  aber  durch  die  Geometrie 

y  =  B.sinO'^  dy  =  8.c08'9'd&j 

folglich     S-^S8dy)  =  d-^8S8co80^d^)=:3'H8S8)co8^d&, 
und  mithin,  da  die  Grenzen  der  Integration  unverkennbar  0  und  2  a  sind. 
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Ferner  ist  r^  =  a^  —  Aaseoa^&'h  ia^€os^&, 

also  haben  wir 


demnach  zwischen  den  Grenzen  «  =  0  nnd  «  =  2  a 

"        —  =  t r~ri ITT  ^^^  ^ 1 ' 

r         eo»S(l  —  eoad)  .    1  « 

somit  bekommen  wir 

dj-i      = ^ , 

r        <?M  ^      «n  ^ 

^« 
Setzen  wir  für  S-^iisdy)  und  d*-*  —  die   gefundenen  Werte  in  den 

Ausdruck  für  dll^  dann  erhalten  wir 

dn    1  ,  ,      1         1       A     ^\ 

Nun  wird  Oleichgewicht  sein,  wenn  /7  einen  Maximal-  oder  einen  Minimal- 
wert  besitzt,  daher  wenn 

sin  &  ^  coad-  —  4  ^n  ^  CQa^  ^  =  0. 
Indem  wir   diese  Gleichung   mit   {coa  &  -h  ain  S)  multiplizieren ,   welche 

TT 

Gr5sse  nicht  Null  sein  kann,  von  ^=0  bis  ^=  «^  folgt 

-coa2&-'{l  +  caa2  d){l  +  atn2»  --  coa2»)  =  0, 
CQs2»^ain2»'^  ain2&{coa2»^  ain2&)  =  0, 
(1  +  atn2&) {coa2^'\-  sin 2 ;^)  =  0. 
Es  ist  aber  klar ,   dass  (1  +  «n  2  d)  nicht  Null  werden  kann  für  irgend 

einen  Wert  von  ^  zwischen  0  und  q>  folglich  muss  sein 

3 
co«2;»4-rfn2d  =  0,    also    ^^2^=— 1,    ^  =  g^i 

womit  die  Gleichgeinchtslage  bestimmt  ist. 

Die  nochmalige  Differentiation  von  n  nach  ^  giebt 
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3 
welcher  Wert  offenbar  eine  negative  Grösse  für  ^  =  -3  tt  ist.   Folglich  ist, 

far  diesen  Wert  von  ^,  n  ein  Maximum,  mid  demnach  ist  das  Gleichgewicht 
ein  unstabiles. 

Walton,  p.  173. 

11.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sieb  im  Gleicbgewicbte  zwischen  den  Centren 
zweier  anziebender  Kräfte,  die  Attraktion  ändert  sich  wie  irgend  eine  Potenz  der  Ent- 
fernung.   Für  welche  Krafbgesetze  ist  das  Gleichgewicht  stabil  und  f ttr  welche  ist  es  labil  ? 

Das  Gleichgewicht  wird  stabil  oder  labil  sein,  je  nachdem  die  Kräfte  nach 
direkten  oder  umgekehrten  Potenzen  anziehen. 

12.  Ein  gleichförmiger  Stab  geht  durch  ein  Loch  in  einer  kugelförmigen  Schale 
und  stützt  sich  mit  dem  einen  Ende  gegen  ihre  innere  Fläche;  die  Länge  des  Stabes 
ist  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  der  Schale.  Es  ist  die  Vertikalneigung  des 
Stabes  für  eine  stabile  Gleichgewichtslage  gegeben  und  es  sollen  seine  Vertikalneigungen 
bestimmt  werden,  wenn  er  sich  im  labilen  Gleichgewichte  befindet. 

Bezeichnet  a  die  Yertikalneigung  des  Stabes  für  das  stabile  Gleichgewicht,  dann 
sind  seine  Vertikalneigungen  für  die  zwei  labilen  Gleichgewichtslagen 

-(«  +  «)      und     g(fr-a). 

13.  Ein  Prisma  von  unendlich  kleiner  Hohe  und 
gleichschenkelig  dreieckiger  Grundfläche  PQ22  (Fig.  291), 
mit  der  Basis  PQ  steht  auf  zwei  geneigten  Ebenen  AL, 
AM,  welche  rechtwinkelig  zu  einander  sind.  Die  Ebene 
der  Grundfläche  ist  vertikal  und  senkrecht  zu  der  Schnitt- 
linie der  geneigten  Ebenen.  Zu  finden  die  Gleichgewichts- 
lage und  zu  bestimmen  ob  dieselbe  stabil  oder  labil  ist. 
ligup  291.  Wenn  P§  =  2  a,  Ä  =  der  Höhe  des  Dreieckes  PQÄ, 

a  =:  der  Neigung  von  AB,  ^  =  derjenigen  yon  PQ  zum  Horizont,  dann  bestimmt  die 

Gleichung  *  s- ~       «co^^« 


A 


eine  Lage  von  labilem  Gleichgewichte. 


a8in2a-\--h 


14.  Zu  finden  die  Lage  und  die  Beschaffenheit  des  Gleichgewichtes  eines 
Würfels,  welcher  zwischen  zwei  glatten  geneigten  Ebenen  mit  horizontaler  Schnittlinie 
ruht,  wenn  zwei  Kanten  der  tiefsten  Fläche  des  Würfels  parallel  zu  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  sind. 

Wenn  a,a'  die  Neigungen  der  zwei  Ebenen,  ^  die  Neigung  der  Basis  des 

Würfels  zu  dem  Horizonte,  dann  ist  die  Gleichgewichtslage,  welche  eine  labile,  durch 

die  Gleichung  gegeben 

«n  («' —  a) 


tg&^ 


8in{a  -\-  a)  -+-2  sin  a  sin  a 


15.  Ein  sehr  dünner,  materieller  Stab  ist  um  ein  Ende,  welches  halbwegs 
zwischen  zwei  Kraftcentren  befestigt  ist,  beweglich;  die  Anziehungen  der  Kräfte  sind 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung.  Die  Gleichgewichtslage  und 
ihre  Beschaffenheit  zu  finden. 

Es  seien  A,B  die  zwei  Kraftcentra,  femer  sei  C  der  mittlere  Punkt  zwischen 
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ihnen,  GL  die Enhelage  des  Stabes,  AB  =  2a,  CL  =  l,  2tBCL  =  g>t  und  fu/i  seien 
die  absoluten  Kräfte  Yon  A  resp.  B,  fi>  fi   gedacht. 

Hier  werden,  wenn  ~  > ^.  ist,  nur  zwei  Gleichgewichtslagen  Yorhanden  sein, 

fi      a  —  ^l 

bestimmt  durch  9>  =  0,  und  ?>  =  ir,  die  erstere  ist  labil,  die  letztere  stabil.  Wird  diese 
Ungleichung  nicht  befriedigt,  dann  entsprechen  9»  =  0  und  qi  =  it  zwei  stabile  Gleich- 
gewichtslagen;  zwei  unstabile  Lagen  sind  durch  die  Gleichung  gegeben: 

fi  —  fi     a 

cos  9>  =  :  •  7r-5« 

16.  Ein  schwerer,  gleichförmiger  Stab  A  B  hängt  mittelst  eines  glatten  Chamieres 
A  vertikal  abwärts;  jeder  Punkt  des  Stabes  wird  gemäss  dem  Gesetze  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  von  einem  Eraftcentrum  C  vertikal  über  A  angezogen.  A  C  ist  gleidi 
AB,    Die  Bedingungen  für  die  Stabilität  und  Labilität  zu  bestimmen. 

Es  bezeichne  /u  die  absolute  Kraft,  a  die  Länge  von  AC  oder  ABy  dann  ist 
das  Gleichgewicht  stabil,  wenn  fjia<g,  labil,  wenn  fjia>g  ist. 

17.  Ein  gleichförmiger  St^b  ist  genötigt,  mit  seinen  Enden  auf  einem  Kegd- 
schnitte  zu  gleiten,  die  grosse  Axe  desselben  ist  vertikal  und  sein  Parameter  kleiner 
als  die  Länge  des  Stabes.    Welches  ist  die  stabile  Gleichgewichtslage? 

Das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  der  Stab  durch  den  Brennpunkt  läuft. 

H.  G.  now  Bishop  of  Carlisle.    Quarterly  Journal  of  Pure  and  Applied 
Mathematics,  VolU,  p.  66.       11-17.    Walton,  p.  175—178. 

18.  Wenn  ein  gerader  Kegelstumpf  von  einer  Ebene  durch  seine  Axe  halbiert 
ist,  beweise,  dass  eine  der  beiden  Hälften  auf  einer  horizontalen  Ebene  mit  dem  kleineren 
Ende  stehen  wird,  wenn  h-\-W  _     h^-^hh'-hh'^ 

~~h~~'^       /l2  +  Ä'2 
ist,  wo  h,h'  die  Hohen  des  kleineren  und  grosseren  Kegels  sind,  deren  Unterschied 
den  Kegelstumpf  ausmacht. 

19.  Ein  Kegel  stützt  sich  mit  seiner  Basis  auf  den  Scheitel  eines  gegebenen 
Paraboloides.  Beweise,  dass  es  für  stabiles  Gleichgewicht  nOtig  ist,  dass  die  Hohe  des 
Kegels  kleiner  als  der  doppelte  Parameter  der  erzeugenden  Parabel  ist. 

20.  Wenn  ein  Kegel  von  der  nämlichen  Beschaffenheit  und  von  der  gleichen  Basis 
wie  eine  Halbkugel  an  letzterer  in  der  Weise  befestigt  ist,  dass  ihre  Grundflächen  zusam- 
menfallen, die  grOsste  Hohe  des  Kegels  zu  finden,  bei  welcher  das  Gleichgewicht  ein 
stabiles  sein  kann,  wenn  die  Halbkugel  sich  symmetrisch  auf  eine  horizontale  Ebene  stützt. 

Die  Hohe  des  Kegels  muss  kleiner  als  r}/^  sein,  wo  r  den  Radius  der  Halbkugel 
bedeutet. 

21.  Wenn  ein  solider  Oylinder  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  die  den  Umfisuig 
seiner  Basis  in  einem  Punkte  A  berührt  und  seine  Axe  unter  einem  Winkel  von  45^ 
trifft,  beweise,  dass  das  Stück  des  Cylinders,  welches  zwischen  der  schneidenden  Ebene 
und  der  Basis  liegt,  im  indifferenten  Gleichgewichte  ruhen  wird,  wenn  es  mit  seinem 

kreisförmigen  Ende  auf  den  Scheitel  eines  Paraboloides  vom  Parameter  gleich  |  des 
Durchmessers  der  Basis  so  gestellt  ist,  dass  der  Berührungspunkt  dieselbe  Entfernung 
vom  Punkte  A  besitzt. 

19-21.     Walton,  p.  204. 


